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b. n . 吉米多维奇的《数学分析习题集》是一部久 
负盛名的经典著作，自20世纪50年代引进以来，对我 
国半个多世纪的微积分学乃至高等数学的教与学产生了 
重大影响。本书译自最新的2010年俄文版，是对已在 
我国流行多年的1958年版中译本 （ 李荣涑译）的全面 
修订和增补。与该版相比，本书除了对少量习题的修订 
与更替，还增加了许多新题。后继译者继承了原有译文 
简洁凝练的风格，对全部译文进行了适当改写和补译， 
以适应学科术语标准化和语言习惯变化的需要。 

全书包括约5000道习题，几乎涵盖了数学分析的 
各个重要 分支： 分析引论 （ 主要是函数与极限理论 ） 、 
一元函数微分学、不定积分与定积分、级数、多元函数 
微分学、带参数的积分、重积分与曲线积分、曲面积 
分。难度较大的一些习题带有提示，书后附有计算题和 
简答题的答案。 

本书可作为各类读者学习微积分或高等数学课程的 
重要参考书。 
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《俄罗斯数学教材选译》序 


从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的高等学校大量采 
用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了青年学子 
打好扎实的数学基础,培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，国内开始编纂出版 
的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留着苏联教材的 
影响，同时，一些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外读物继续发挥着 
作用.客观地说，从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在培养我国高级专门 
人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大家眼 
界为之一新，并得到了很大的启发和教益.但在很长一段时间中,尽管苏联的数学教学也 
在进行积极的探索与改革,引进却基本中断，更没有及时地进行跟踪,能看懂俄文数学教 
材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜,不能不说是一个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初，在由中国数学会、中国工业与应用数学 
学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学家提出， 
莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推出一批优秀教材，建议将其中的一些数学教材组 
织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持,并得到高等教育出版社的高度重视.会后高 
等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情况的专家座谈讨论，大家 
一致 认为： 在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大视野，开拓思路,对提高数学 
教学质量、促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数学教材选译》系列正是在这样的情 
况下，经数学天元基金资助，由高等教育出版社组织出版的. 

经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列人的教材，以莫斯科大学的教材为主， 
也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础课程的教材，也有适合大学高年级 
学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订重版，面目已有较 
大变化，至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材方面所作的不懈努 
力，对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列的出版，将中俄数学教学之间中断多年的 
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链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革，对提高数学素养、培 
养更多优秀的数学人才，可望发挥积极的作用，并起着深远的影响，无疑值得庆贺，特为 
之序. 

李大潜 
2005年10月 



序言 


和许多数学家一样，我也曾两次使用这部广为流传的 著作： 首先是别人教我数学分 
析的时候，然后是我自己教别人数学分析的时候.在 B . n . 吉米多维奇的习题集筹备再 
版之际，我深感欣喜，并以特别感激的心情应其子 B . B . 吉米多维奇之邀为本版作序. 

在此,我对这本卓越的大学数学分析习题集和它的作者、国立莫斯科大学教授 b . n . 
吉米多维奇作简要的介绍. 

鲍里斯.巴甫洛维奇.吉米多维奇 (Bopnc ItaBJioBH ^ HeMHAOBHM , 1906— 1977) 
是白俄罗斯人，他的父亲 n . n . 吉米多维奇是当地的一位教师®,在教书的同时也在民 
族学和地方民俗学领域取得了研究成果，并因此当选为莫斯科大学自然科学、人类学和 
民族学爱好者皇家协会的准会员. B . n . 吉米多维奇本人在国立白俄罗斯大学毕业后也 
曾当过几年教师，后来成为国立莫斯科大学数学和力学研究所的研究生.在研究生期间， 
他在 B . B . 斯捷潘诺夫的领导下开展研究，直接导师则是 B . B . 涅梅茨基.在很大程度 
上，正是他们决定了 b . n . 吉米多维奇的主要研究领域——经典数学分析和常微分方程 
理论. 

研究生毕业后， B . n . 吉米多维奇被聘为国立莫斯科大学力学数学系数学分析教研 
室的助教.在此后的四十多年时间里，他一直是这个教研室的成员.他在副博士 ® 论文 
答辩后成为该教研室的副教授，在博士论文答辩后晋升为教授.此外，他还在莫斯科的其 
他一些高等院校任教.他直接培养的学生，许多已经成为副博士或博士. 

B . n . 吉米多维奇的论文、专著和教科书（共计约 60 项）反映了他极强的专业精神 
和极丰富的教学经验，这些学术作品获得了国内外的广泛认可.其中，具有特殊地位的正 
是呈献给读者的这本习题集.它的第一版于1952年问世， B . II . 吉米多维奇为此花费了 
15年以上的时间来收集材料.该习题集一举成名，立刻成为大学数学分析的基本教材. 

①俄文 y^ HT ejiB 一词一般指中小学教师.——译注 

@苏联和现在的俄罗斯等国家的副博士 (KRHAHAaT HayK ) 学位一般相当于我们通常所说的博士学位，而 
博士学位 (aoktop nayK ) 则是更高一级的学位，要求学位获得者在相关领域有非同寻常的重要贡献.在上 
述国家，副博士学位拥有者才有资格成为副教授，博士学位拥有者才有资格成为教授.——译注 


此后，作者又进行了一些修订，但由于这本书的初始结构十分合理,后续调整并不算大. 
至今，习题集的俄文版已经多次再版，并被译为多种文字在世界的许多国家使用. 

数学的发展带来了新的概念、方法、观念和语言，它们通常会把个别的事实联系起 
来.这也经常涉及那些似乎已经发展完毕的基础分支.微积分学的发展就完全印证了这 
个结论，例如对微分和微分规则的不变性的现代解释,再如利用微分形式的语言和对微 
分形式的积分给出牛顿一莱布尼茨公式的现代表述.目前，无论在数学分析的习题集中, 
还是在必修课上，都未必总能找到这样的语言和一般形式的斯托克斯公式.此外，渐近 
方法作为一种因其有效性而非常有用的重要数学工具，也是数学的某些领域所共有的一 
种方法.渐近方法的基本内容，就如同极限理论和泰勒公式那样，总是希望能在数学分 
析的习题集中看到.至于数学分析的较高等的分支，则要求读者有一定的熟练程度和技 
巧.要知道，演奏者若不精通乐器是不可能演奏一部严肃音乐作品的. 

经验已经表明， B . IL 吉米多维奇的习题集能够让学生在使用经典分析工具的时候 
获得必要的技能.本书是高等院校数学分析习题课的基本教材之一. 


卓里奇 （ B . A . 3 opm ) 
莫斯科大学力学数学系 
数学分析教研室教授 
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第一部分 

一 元函数 



第一章分析引论 


§1. 实数 

1. 数学归纳法 . 为了证明某定理对任意的正整数 n 为真，只需证明下面两点即可： （1) 这定 
理对 n = 1为真， （2) 设这定理对任何的一个正整数 n 为真，则它对下一个正整数 n + 1也为真. 

2. 分割 . 若分有理数为 A 和 S 两类，使其满足下列条件 11) 两类均非空集； （2) 每一个有 
理数必属于一类，且仅属于 一类； （3) 属于 A 类（下类）的任一数小于属于 S 类（上类）的任何数， 
则这样的一个分类法称为分割.（岣若或是下类 A 有最大的数，或是上类 S 有最小的数,则分割 
A / B 确定一个有 理数; （ b ) 若 A 类无最大数，而 S 类亦无最小数，则分割 A / B 确定一个无理数. 
有理数和无理数统称为实数 

3. 绝对值（或模 ) .若 x 为实数，则用下列条件所确定的非负数问，称为 z 的绝对值（模） 

(- X , x < 0 , 

\x\ = < 

L re , x ^ 0. 

对于任何的实数 i 和 y ， 以下不等式 成立： 

- |y| < |工 + y| < |x| + |y|. 

4. 上确界和下确界 . 设 X = 为实数的有界集合.若： 

(1) 每一个 : r 6久②满足不等式 

x ^ m ; 

(2) 对于任何的£>0 5 存在 〆 e X ，使 

x < m ~\- 

则数 m = inf {a:} 称为集合 A ■的下确界. 

同样 ，若： 

(1) 每一个 x € X 满足不等式 

x < M ; 

(2) 对于任何的 e > 0 , 存在: r " e X ，使 


① 以后若没有相反的附带说明， 数 这个字我们将理解为 实数, 

② 符号属于集合 X , 


第一章分析引论 


x n > M-e 


则数= sup { a ;} 称为集合 X 的上确界, 


若集合 X 下方无界,则通常说 


inf { a :} = 一 oo ; 


若集合 X 上方无界，则认为 


sup { rc } = + 00 . 


5,绝对误差和相对误差.设 a (a # 0) 是被测量的精确数值 ，而: r 是这个量的近似值 ，则 


A = \x — a \ 


称为被测量的绝 对误差 ，而 


称为被测量 的相对误差. 


a 


若数 a : 的绝对误差不超过它的第 n 个有效数字所 对应的位数的单位的一半，则说 x 有 n 位 


精确的数字. 


利用数学归纳法求证下列等式对任何正整数 n 皆成立 


1 * 1 + 2 + 


•勢 ♦ 


+ n 




n(n + 1) 


2. l 2 + 2 2 + _..+ n 2 


n(n + l )(2 n + 1) 


3. I 3 + 2 3 + … + n 3 = (1 + 2 + … + n) 2 _ 

4. 1 + 2 + 2 2 + •.. + 2 71 - 1 = 2 n — 1. 

5 •设 a[ n 】 =a(a — /i) … [a — (n — l)/i ] 及 = 1 ，求证 

n 

(a + 6)W = E 


m=0 


其中是由 n 个元素中选取 m 个的组合数，由此推岀牛顿二项式公式 

6. 证明伯努利不 等式： 

(1 + 2^)(1 + X 2 ) ■ * ■ (1 + X n ) ^ 1 Xi X 2 ~\ - \-X n , 

式中 Xi ,2：2, •■- , X n 是符号相同且大于 - I 的数. 


7. 证明： 若 rr >- l , 则不等式 


(1 + x) n ^ 1 + nx (n > 1) 


为真，且仅当 x = 0时，等式成立 


8. 证明不等式: 


n ! < 


n + 1 


( n > l ) 


提示： 利用不等式 

fn ±2' 

9. 证明如下不 等式: 


n+1 


n+1 



n +1 


>2 ( n = l ，2，...） 


( a ) 2! • 4! … （2 n )! > [(n + l)!] n (n > 1); 




10 - 证明如下不 等式: 


(a) 1 + 


▲ 丄 


-^ > V^i (n ^ 2); 


(b) n n+1 > (n + l) n (n 彡 3); 


(c) sin 


^(e 

\ fe=i 


工 fc 


f v 

彡 fsiiiXfc (0 < x/e < Jt，= 1,2, 


争 • ％ 


k 



( d ) (2 n )!<2 2 n ( n !) 2 . 

11 . 设 c 为正整数,而不为整数的平方，且 A / B 为确定实数 v / S 的分割,其中 B 类 
包含所有满足 P > c 的正有理数&，而 A 类包含所有其余的有理数. 求证： 在 A 类中 
无最大数，而在 S 类中无最小数. 

12. 确定数於的分割 A / B 用下面的方法来建立: 4类包含所有满足 a 3 < 2的有 
理数 a ; B 类包含所有其余的有理数•证 明:在 A 类中无最大数，而在5类中无最小数. 

13. 作出适当的分割，然后证明 等式： 

( a ) v "2 + \/8 = \/18； ( b ) y /2 VS = V ^- 

14. 建立确定数 2^ 的分割. 

15. 求证： 任何非空且下方有界的数集有下确界，而且何非空且上方有界的数集有 
上确界. 

16. 证明： 一切有理真分数兰（式中 mRn 为正整数，且0 < m < n ) 的集合无 

最小及最大的元素.求这个集合的上确界及下确界. 

17. 求满足不等式 

r 2 < 2 

的有理数 r * 所成集合的下确界和上确界. 

1 S .设 {~ x } 为数 x G { x } 的相反数的集合， 证明： 

( a ) inf {— x } = — sup { x }; ( b ) sup {— x } =： — inf { x }. 

I 9 •设 { o : + ： y } 为所有 x + y 这些和的集合,其中 rc € 忙}及 y € { y }， 证明 等式： 

(a) inf{x + y} = inf{a;} + inf{y}; (b) sup{x + y} = sup{x} 4- sup{y}. 
20 •设 { xy } 为所有; cy 乘积的集合，其中 x € { x } 及 y 6 { y } ， 且: r >0 及 y >0. 
证明等式： 

( a ) inf { xy } = inf { x } inf { y }; ( b ) sup { xy } = sup { a :} sup { i /}. 

21. 求证不 等式： 

( a ) \ x - y \^ |M — M |; ( b ) b + A + … +^| > M —(hl + .-. + l ^ l ). 

解不 等式： 

22. \ x ^ rl \ < 0.01. 23. \ x -2\^ 10. 

24, |工| > |x + l |. 25. \2 x - l \<] x-l . 


26, |x + 2| + | x -2| < 12. 
28. ||x + l |- |x - 1|| < 1 

30. 证明恒 等式： 


27. |x + 2| - | a ;| > 1. 
29 - \ x ( l - x )\ < 0.05. 


x - V\x 



x —\x 


x 2 . 


31. 当测量长度 10 cm 时，绝对误差为 0.5 mm ; 当测量距离500 km 时，绝对误差等 
于 200 m . 那种测量较为精确？ 

32. 设数 ； r = 2.3752 的相对误差为1%,试确定此数包含多少位精确数字？ 

33. 数 : c = 12.125 包含3位精确数字.试求此数的相对误差. 


34. 矩形的边长等于: 


2.50 cm 士 0.01 cm 


4.00 cm ± 0.02 cm . 


这个矩形的面积 S 界于什么范围内？当其边长取平均值时，矩形面积的绝对误差 A 和 
相对误差6是多少？ 


35. 物体的质量 P = 12.59 g ± 0.01 g , 其体积 


3.2 cm 3 ±0.2 cm 3 . 若对物体的 


质量和体积都取其平均值，试求物体的密度，并估计密度的绝对误差和相对误差. 


36. 圆半径 


7.2 m ± 0.1 m . 


若取71 = 3.14,则求出的圆面积的最小相对误差是多少? 


37. 已测得长方体各边长为 

x = 24_7 m 土 0.2 m _ 


6.5 m 士 0.1 m 


1.2 m 土 0.1 m . 


此长方体的体积 k 界于什么范围内？若测量的各结果都取其平均值，则所求出的体积可 
能有的绝对误差和相对误差是多少？ 

38. 正方形的边长: r 满足 2m < x < 3m. 应当以多小的绝对误差来测量边长，在 
计算此正方形的面积时才有可能精确到 0.001 m 2 ? 

39. 假设矩形每边的长皆不超过 10m, 为了使根据测量所计算出来的面积与原面积 
之差不超过 0.01 cm 2 , 问测量矩形的边 x 与 y 时，许可的绝对误差 A 的值多大？ 

40. 设 t 5( x ) 及为数 x 和 y 的相对误差， S ( xy ) 为数 xy 的相对误差.求证 


S ( xy ) < 5{ x ) +5{ y ) 4 - S ( x ) S ( y ). 


§2. 数列理论 


1. 数列极限的概念.若对于任何的 e > 0, 存在数 iV = N ( e ), 使得 


当 n > AT 时 


— a <C £ 


则称数列 a ： i ， a ；2, …，〜，•••有极限 a (或者说，收敛于 a )， 亦即 


特别地，若 lim 

n—+co 


o , 则称 


lim 

n—►oo 

为无穷小量, 


没有极限的数列，称为发散的, 


2. 极限存在的判别法. 

⑴若 y n 《 cc n 《 2 n ， 且 lim 


Vn 


lim 


c ， 贝！ 1 lim x n 


=c. 


(2) 单调而且有界的数列有极限. 

(3) 柯西 准则： 数列 { x n } ( n = 1,2,-.-) 的极限存在的充分必要条 件是： 对于任何的^>0, 


存在数 



7 V (£)， 使当 n > 7 V 和 P > 0时 |：Tn - Xn + p \ 


< £. 


3. 关于数列极限的基本定理 .设 


存在，则有: 


lim x n fP lim y n 

n —•^oo n—♦oo 


(1) 若 x “ 没 n ， 贝 1 J lim Xn ^ lim y n \ 

n—^cc n—^oo 

(2) lim ( x n ± y n ) = lim x n ± lim y n \ 


r 分 ， $ v ， 4 w • 

(3) lim ( x n y n ) = lim x n lim y n \ 

n —►cxd n-^oo n—►oo 

⑷若 lim 如 # 0,则 lim & = 

n—^oo n—oo y n 


lim x n 

n ― >oo 

lim y n 


4 .数 e . 数列 


1 + - 
n 


( n = 1，2,…） 


具有有限的极限 


lim ( 1 H —— 

T—►oc V 71 


e = 2.718 281 828 4 


5. 无穷极限. 符号 


lim x n = 

表示： 对于任何的 E >0 : 存在数 iV = nIe \ 使得 


oc 


当71>斤时， | Xn | > B . 

6. 极限点. 若已知数列 ( n 二1，2, • • •） 有子数列 

X P1 ， X P2 ， … ， Xp n ， … (l^Pi <P2 < 


_ _ ♦ 


满足 


lim x p , 

n—^oo 




则称数 € (或符号 oo ) 为已知数列 Xn (n = 1，2,…）的子列极限（极限点) ®. 

任何有界的数列至少有一个有限的子列极限（波 尔查诺-魏尔斯特拉斯原 理).若这个子列极 
限是唯一的，则它即为已知数列的有限极限. 

数列〜的最小子列极限（有限的或无穷的） 


lim x 


称为此数列的下极限，而它的最大子列极限 


lim x 


称为上极限. 

等式 


lim Xn = lim x 

n—^00 


①极限点也称为聚点.一般地，若 x 的任何邻域中至少有一个不同于 rr 且属于给定集合 X 的点，则称点 


a : 为集合 X 的极限点、 


译注 
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为数列 X n 的（有限或无穷）极限存在的充分必要条件_ 


41•设 



71 

n + 1 


( n = 1，2,…） • 


证明: 


lim x n 

n—^oo 


1 


即对于任一个给定的 e > 0,求出数 iV = N [ e \ 使得 


填 下表: 


在 n > TV 时： 

! x n - 1 < e . 


£ 

0.1 

0.01 

0.001 

0.0001 


N 


42•设 


( a ) x 


(- 1 ) 


n+1 


n 


n 


( b ) x 


2 n 


n 


n 3 +1 ’ 


( c ) x n — 


n \ 


( d ) x n = (- l) n _ 0.999 


n 


对于任何的 e > 0, 求出数 iV = tv ⑷，使得 

当 n > iV 时， \ x n \ < e \ 

从而 证明 ： (n = l ,2,--.) 为无穷小量（就是说,它的极限值为 0) 
对应着上面四种情形，填下表： 


£ 


N 


0.1 


0.01 


0.001 


43. 证明： 数列 

( a ) x n = (- l ) n n , ( b ) x n = 2^, ( c ) x n = lg ( lgn ) (n ^ 2) 

当 n -> oo 时有无穷极限(即成为无穷大)， 即:对 任意的五 > 0,求出数 iV = TV ( E )， 使得 

当 n>iV 时， | x n |>£；. 

对应着上面的每一种情形,填下表： 



E 10 100 1000 10000 

N 



44. 求证： 

x n = n (_1 广 (n = 1，2, .. 

无界,但当 n — > oo 时，它并不成为无穷大 • 

45. 用不等式表述下列 命题： 













§2. 数列理论 


( a ) lim x n = oo ; 


( b ) lim x 


00； 


( c ) lim x 

71—^00 


+ oo . 


设 n 遍历正整数列，求下列各式之值 

„ v 10 OOOn 
46. lim —-— 

n—^oo +1 


47. lim 


48. lim 




smni 


n—►oo 


n + 1 


49 • lim 


( y / rT+T - y / n ). 

(-2 ) n + 3 n 
(-2) n+1 + 3 n+1 


50. lim m 土. 

n—►oo 1 + 6 + 6 2 + • 


~h Ci 

Tb 7 


(| a |< l ，|6|< l ). 


51. lim 



n 2 n 2 


+ .•• + 


n — 1\ 

y 


52. lim - 

n—^oo ti 


■ ■ - m « 於 _ 


-1) 


n —1 


co v [l 2 2 2 (n-l) 2 l 

53 • lim —- H — ^ + ••■-! - o — • 

n—^oo ti 6 n 6 

m _ 

a v fl 3 5 2n- 1 

do * lim I ~ + -― - f - — r - + … + -— 

n—*oo V 2 2^ 2^ 2 n 


54, lim 


n 3 + n 3 


+ 




+ 


(2 n - l ) 2 

n 3 


56 - IT2 + 2 T 3 + 


+ ^ TT ) * 气， 


2 V 2) 


证明下列 等式: 


58. lim 


n 

2 ^ 


on 

59, lim — = 0 

n—^oo Ji\ 


n 


60. lim — = 0 (a > 1) 

n — ►oo a 71 


61« lim — = 0 

n—^oo Til 


62. lim nq n = 0,若 |<?| < 1 

n —►(» 


63 • lim yfa = 1 (a > 0) 


71 — >00 


64. lim ^^=0( a > l ). 

n—^oo n 


65. lim ^/n = 1. 


66. lim / _ = 0_ 

n-^oo ^/ n \ 


67 .当 n 充分大时，下列各组表达式中哪个更大? 


( a ) 100 n + 200, O . Oln 2 


( b ) 2 n ， n 1000 


( c ) 1000 n ， n ! 


68. 证明: 


lim 


2 n 


OO 


2 n 


0. 


提示：参阅习题 9 ( b ). 

69. 证明. • 数列 


H 


(n = 1,2, 


* ♦. 


是单调增的，且上方有界,而数列 


Vn 


K 


n +1 


(n = 1，2,…） 
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是单调减的，且上方有界.由此推出这些数列有公共的 极限: 

n+1 


lim ( 1 + — 

n—oc 乂 n 

提示： 先作出比 

工 n 2/ n — 1 

70. 证明： 


lim 


n 


i + - 

71 


e. 


，并利用习题 7 的不等式. 


n 


3 


° <e - (1+ nJ <n 卜 U …) • 


n 


当指数 n 是什么样的数值时，表达式丨1 +二1与数 e 之差小于 0.001? 

n 

71. 设 (n = 1，2, • • ■) 为趋于+ 00 的任意数列， 而恥 （n = 1，2,…）为趋于 — oo 
的任意数列 ( Pn , 9n ^ [—1,0]). 求证： 


Pn 


Qn 


lim f 1 + 


72 . 已知 


n 


Pn 


lim f 1 + 


= e . 


71 


Qn 


n 


lim 


n 


1 + -] =e 
n 


求证: 


lim 


n 


1 + 1 + 士 + ▲ + 


# • « 


+ 


n\ 


= e . 


由此推出公式 


e 


1+1 士 1 + 




n\ n\n 


其中 0 < 〜< 1, 并计算数 e ， 精确到 10 - 5 

73. 证 明：数 e 为无理数. 


74. 证明不 等式: 



n 


< n ! < e 



n 


75. 证明不 等式: 


+ 其中打为健的正整数 

( b ) l + a < e a ; 其中 a 为异于零的实数. 


76. 求证: 


lim n (a 長 

n—^oo \ 


1 


In a (a > 0)， 


(*) 


式中 In a 是取 e = 2.718 …作底时，数 a 的对数 • 


利用关于单调有界数列极限存在的定理，证明以下各数列的收 敛性： 

77. a：n = Po + ^5 + * * * + (n = 1,2,-**), 其中仍 (i = 0,1, 2, ■ • ■) 是非负整数， 
并且从 仍 起不大于 9. 


78. x n = 


10 

T 


11 

y 


n + 9 
2n — 1 


80. x 


■ 


1 + 


2 n 


81. x \ = V % a ：2 


2 + \/5,…， 




2 + \/ 2 + ••• + V ^， … • 



n 重根号 


利用柯西准则，证明以下各数列的收 敛性: 


• ， 4 I ^ I—» ， j rJ-i— ^ h V > 1 - _ 

82. = a 0 + aig+--- + a n q n , 其中 |a fc | < M (fe = 0,1 ， 2, …） 且 |g| < 1 

Oir - ! 1 c?in O oivi nn 


… sin 1 sin 2 sinn 

83. x n = —+ ^- + .-. + — 

c cosl! cos 2! o 

84. x n = - 1 - 1 - 1 - 

n 1 • 2 2 • 3 n ? 


+ 


cos n ! 
n(n +1) • 


85, x> 




+ ••• + 


n 2 


提示 ：利用 不等式 

86. 对于数列 x n (n = l ， 2 ,-..)， 若存在数 C ， 使得 


厂 G 卜 2,3, 


则称数列 


| 工 2 _ $l| + >3 - «^2 "h • • • 4~ Xji ~ X71 一 1 < (71 = 2, 3, 

有有界变差， 


鬌 _ ♦ 


证明： 凡有有界变差的数列是收敛的. 
举出一个收敛数列而无有界变差的例子. 

87. 试述“某数列不满足柯西准则”的含义 

88. 利用柯西准则，证明 数列： 


^ = 1 + - + - + ... + - 


的发散性. 


89. 证明： 若数列 〜 (n = 1，2,…）收敛，则它的任何子数列: r Pn 也收敛且有同一极 


限： lim x p , 


lim x^n. 


n—^oo 


90. 证明： 若单调数列的某一子数列收敛,则此单调数列本身是收敛的. 


91. 证明：若 lim a: n = 

92. 设> a, 则极限 


a ， 则 lim \x n \ = la 

▲ 


lim 


怎 n+l 


是什么? 


93. 证明： 收敛的数列是有界的. 

94. 证明： 收敛的数列或达到其上确界，或达到其下确界,或两者都达到.举出这 


类数列的例子. 


95. 证明： 趋于 + oo 的数列 x n (n = l ,2,..-) 必定达到其下 确界. 
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求数列 x n (n = 1，2 


) 的最大项，设 


96. x 


n 


2 


n 


2 n 


97. x 


y/n 


n 


100 + n 


98. x 


1000 


n 


n 


n ! 


求数列: r n (n = 1，2,…）的最小项，设 


99. x 


71 


n 2 — 9n — 100. 


100* x 


n 


n + 


100 


n 


求数列 x n (n = 1,2 ，…） 的 infx n ， sup x n , Inn x n 及 lim x n ， 设: 

n — ►oo n ~ 


101. ( a ) x 


n 


l 


n 


( b ) x n = (- l) n 


2 +- 

n 


102. x 


(—1 广 ， i + (-i 广 


n 



103, x 


n 


71 


104, = 1 + 2 ■ (-1)^+1+3* 


n njt 

1 H - 7 cos — 

n + 1 2 


105* x 


n 


n 


n + 1 


1 2nJt 

cos 


3 


106, x n = (— l ) n n _ 


107 - a ; 


109. x 


n 


-n[2 + (—1 广 ]. 


108* x 


n 


71 


(- i) n 


n 


1 + n sin 


njt 


110. x 


n 


n 一 10.2 


lim x n 及 lim x n , " S ： 


n 


111- X 


n 


n 


2 


n 


1 + n 2 


cos 


113 - x 


n 


n 


n + 


sin 


2 


2 njt 

i 


nn 


n 


112. x n 


i + - 

n 


(_1 广 + s i n 


rut 


114. 


n 


y/l + 2 十 工) 


n 


115. x 


n 


cos 


n 


2nn 


n 


求以下各数列的子列 极限: 


116. 


1113 17 


1 2 n 


2 n 2 n 


117 - l 5 2 ,1+ 2 ； 3 ,1 + 

1 1 1 
■ |mi 攀螫攀 

1 n — 1 n’ n + 1’ 


11 
3 5 2 + 


1 1 1 11 11 11 


•i •参 


118. 


1121231234 




119. = 3 I 1 - - +2(-1)' 

n 

121 .试举出以已知数 


120. x n = — [(a + &) + (— l) n (a — b)]. 


ai ， a2, … ,a p 


作为子列极限的数列的例子. 


122. 试举出数列的例子，对此数列而言，已知数列 


ai ， a2, …,… 
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的所有各项皆为其子列极限.所举数列还必有怎样的子列极限？ 

123. 举出数列的 例子： 

( a ) 没有有限的子列 极限； 

( b ) 有唯一有限的子列极限，但不 收敛； 

( c ) 有无穷多的子列 极限； 

( d ) 以每一实数作为子列极限. 

124. 证明：数列 x n 和 * (n = 1，2,…）有相同的子列极限. 

125. 证明： 从有界的数列 ‘ （n = 1，2,…）中，永远可选出收敛的子数列: c Pn (n = 

126. 证明： 若数列 〜 （n = 1，2,… ） 无界，则存在子数列 x Pn ，使得 

lim x Vn = oo . 

n 一 ►oc y 

127. 设数列 ^ (n = l ,2,-.-) 收敛，而数列如 （n = 1，2,…）发散，则能否断定关 
于数列 （ a ) ; -f y n , ( b ) x n y n 的收敛性？举出适当的例子. 

128. 设数歹 (I 和发散 （n = 1，2, '. • )■ 可否断定数歹 lj ( a ) + y n , ( b ) : 也 

发散呢？ 


129 •设 lim : r n = 0, (n = 1, 2,… ） 为任意数歹 ( J . 能否断定 

n — ^oo 

lim x n y n = 0? 


举出适当的例子. 

130.设 lim x n y n = 0,是否由此可得出：或 lim x n = 0, M 

n — ►oo n—^oo 

例子： 


i + (- i) n 
= ― 2 — 

131. 证 明①： 



(n = 1，2, • • 


lim y n = 0? 考虑 


)• 


( a ) lim x n -f lim y n ( Um ( x n + y n ) ^ Um x 



lim y n ； 


lim y n . 


( b ) lim Xr , + lim y n ^ lim ( x n + y n ) < lim x n + 

n _ n—^oo n—^oo n—►oo n—^oo 

举出在上面关系式中严格不等式成立的例子. 

132. 设〜彡 0且恥彡0 (n = 1，2, ... )，证明： 

( a ) lim x n - lim 2/n ^ lim i ^ nUn ) 彡 lim 〜• lim y n ] 

n — ^oc n—►oo n—^oo n—>oo n—^oo 

( b ) lim x n - lim y n < lim ( x n y n ) ^ lim x n - lim y n . 

n _^ oc n — ►oc n—►oo n—^oo n—►oo 

举出在这些关系式中严格不等式成立的例子. 

133. 证 明：若 lim 存在,则对于任何数列 y n (n = 1， 2 ,… ） 有 


( a ) lim ( x n + y n ) = lim x n + lim y n \ 


( b ) lim { x n y n ) = lim x n - lim y n ( x n ^ 0). 

n — ^oc n—^cx) n—^oc 


® 在习题 131 — 133 中，假设极限之和或积皆有意义. 


译注 
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134. 证明： 若对于某数列 x n (n = 1,2，...），无论数列恥 （n =1,2, 
以下两个等式中都至少有一个 成立： 

( a ) lim ( x n + y n ) = lim x n -\- ]ha y n ; 

n ― ^oc 7i—>cx> n—^oc 

( b ) lim ( x n y n ) = lim x n - Hm y n ( x n ^ 0) 5 

n—^oo n—+oc n—►oo 

则数列 〜 收敛或发散于 +00® 


135. 证明：若： r n > 0 (n = 1，2, •…）及 


lim x n - lim 


1 


n—^oo n—oo x n 

则数列是收敛的. 

136. 证明：若数列 x n (n = 1，2,…）有界，且 

lim ( x n +i — x n ^ = 0, 

则此数列的子列极限充满于下极上极限 


I = lim x n 和 L = lim x n 

之间，即区间 [ i , L \ 中的任意一 YSi 是该数列的子 n 列; i 限. 

137.设数列 m 2 , …，、，…满足条件 


证明 ： lim 


x 


0 < ^ (爪， ^ =; 1，2， • ■ ’ ) 


存在. 


n 


138. 证明： 若数列 〜 收敛,则算术平均值数列 


也收敛，且 


— —(^1 + 尤2 + . . . + ^ n ) = 1，2, ■ ■ ‘ ） 


lim 


$1 + 尤2 + • • • + 工 n 


lim 


n 


逆命题不成立，举例说明. 

139. 证明：若 lim ; r n = + 00 ,贝 (1 

n-^oc 


Xi + X2 -h • - + x n 

lim - - +oo. 

n—►oo 72 

140. 证明：若数列 ; r n (n = 1, 2, ■ • ■) 收敛且 ； > 0,贝 !l 

lim ^/xiX2 • • .a；n = lim x n . 

71—^OO n— 


141 •证 明： 若〜 >0 (n = l ，2，...） 且 lim 存在，则 

n—oc x n 
lim lim 

n—►oc n —>00 x n 

142. 证明： 


lim 

n—^oo 


n 



143. 证明施托尔茨定 理：若 

( a ) y n+1 > y n (n = 1，2, … ）； ( b ) lim y n = + 00 ; 

n—^oo 


@此 处的原 文是： 则序列 & 收敛. 


译注 
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( c ) lim 

n ― ►<> 


则 


2^ n+l _ 工 n 

2/n+l — Vn 


存在， 


lim — 
n —°°yn 


lim 

n^co y n+ i 


$ n+l _ 


Vn 


144 •求: 


n 


2 


d ^( a>1 ); 

145. 证 明：若 p 为正整数，则 


(b) 


lg n 


lim 

n—^+oo Tl 


( a ) lim 

n ― ►oo 

( b ) lim 

n—oo 

( c ) lim 

n—oc 


P + 2 P + 


擊•瘺 


+ n p 


1 


n p+i 

p + 2 p + … + n p 

n p 


p + 1’ 


n 


p + 1 


2 


P + 3 p +，" + (2 n - l) p 


2 p 


n p+i 


p + 1 


146. 证咏 数列 




收敛 • 


1 A - 1 - h • • H - Inn (n 

2 3 n v 


1，2,…） 


因此有公式 


l + - + - + --- + -=C + lnn + e n , 


式中 C = 0_577216 … 称为欧拉常数，且当 n — oo 时〜 — 0. 


147•求 


1 


lim . 1 ^ 

n — >oc \ TI + 1 71 / 2 



1 + …+ 1 


2 n 


148. 数列 ； r n (n = 1,2, ■. •) 由下列各式 

X ! = a , x 2 = b . x n = Xn ~ X Xn ^ 2 (n = 3,4, • ■ •) 


所确定，求 lim x n . 


2 


n 


149. 设: r n (n = l ,2，...） 为由以下各式 


1 


Xq > 0 ? X n +1 = 2 \ Xri x 


(n = 0， l ,2，〜） 


n 


所确定的数列.求证 


150.证 明： 由下列各式 


lim x n 

n—^oc 


= 1 


xi = a, yi = b, Xn+i = \/x n y n ， y n +i = 


确定的数列^和 (n = 1， 2, …）有共同的极限 


+ 2 /n 
~2 


(数 a 和6 的算术几何平均值) • 


"( a ，6) = lim x 

n ― ^oo 


n 


lim y n 


n 
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§3. 函数的概念 


1. 函数的概念. 若对于集合 X = {工}中的每 一个％ 有一个确定的实数 w Y = { y } 与之 

对应，则变量 y 称为变量 z 在所给变化域 x 上的单值函数，并记为 y = f ( x )- 

集合 x 称为函数/(岣的定义域或存在域； y 称为这个函数的值域 • 在最简单的情形下，集 
合 X 或为开区间 ] a ，6[= ( a , 6) : a < x < b , 或为半开区间 } a , b \ = ( a , b ] : a < z 6 或 
[ a,b [- [ a , b ) : a ^ a : < b , 或为闭区间（线段） [ a ， b ] : a 彡; r 彡 b , 其中 a 和 f > 为某实数或符号 —oo 

或 +oo (在这种情形下，没有等号). 

若对于 X 中的每一个值 z 有若干个值 y = /(4与之对应，则 y 称为 z 的多值函数. 

2. 反函数. 若把 x 理解为满足方程 

f { x ) = y 

(式中为属于函数/ ㈤ 的值域 Y 的一个固定数值）的任何数值，则这个对应关系确定岀在集 
合 Y 上的某函数 

x = 厂 \y), 

这个函数称为函数/(4的反函数.它一般而言是多值函数.若函数2/ = /($) 是严格单调的，即 
当 奶 > 奶时，/(奶） > / Ori ) (或相应地 /( 奶） < /( U ))， 则反函数 z = r \ y ) 为单值而且严 

格单调的函数. 


求下列函数的存在域 _• 

x 2 

151. 2/= 


1 + 2： 


153 - y=(x~2) 


1 + x 

1 — X 


154. (a) y = log(x 2 - 4); 

155. y = \J sin(>/x). 


157- y 



159- 


y = arcsin 


2x 

1 + x 


161- y = lg[cos(lg x)]. 

163. y = cot 7tx + arccos(2 x ). 

165 •⑷ y = ㈣ !； 

(c) y = ^/lgtanx; 


152* y = v3x — x 3 . 


(b) y = log(x + 2) + \og(x - 2). 
156. y = Vcosx 2 . 


158. y = 


y/x 

sinjta: 


160. y = arccos(2since). 

162. y = (x + \x\)y/x sin 2 nx. 

164. y = arcsin(l — x) + lg(lgx). 

(b) y = log 2 log 3 log 4 x\ 

(d) y = \J sin 2x + v^sin 3x (0 ^ x ^ 2 ji). 


求下列函数的存在域和值域 : 

166. y = \/2 + 工 一 x 2 . 


168- 


y = 


arccos 


2x 

1 + x 2 


170. (-1)' 

171, 在底 AC = b 和高 BD = h 


167. y ― lg(l - 2cosx). 


169. y 


x 


arcsin \lg ^ 


的三角形 vlBC 中（图 1 ) 内接一个高 NM ^ x 
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的矩形 KLMN . 把矩形 KLMN 的周长 P 及其面积 S 表示为： r 的函数. 

作函数 P = P { x ) 及 S = S { x ) 的图像. 

172. 在三角形 ABC 中，边 = 6 cm, AC = 8 cm, 角 BAC = x . 把边 BC" = a 和 

面积 ASC = S 表示为变量 x 的函数.作函数^ = a ( x ) 及 S = S ( x ) 的图像. 

173. 在等腰梯形 ABCD 中（图2)，底 AD = a , = & (a > 6)，高 HB 二 h , 引 
直线 MN // BH , MN 与顶点 A 相距 AM = x . 把图形 ABNMA 的面积 S 表示为变 
tx 的函数.作函数5二 S { x ) 的图像. 


B 



C 




图 2 


174. 有 2 g 质量均勻分布在 Oa : 轴上的闭区间0 < x < 1上，另有两个质量为 lg 的 
质点分别位于点 a : = 2和 a : = 3. 

设 m ( x ) 是区间（― oo ， x ) 内的质量的值，求函数 m = m ( x ) (― oo < x < + oo ) 的 

解析表达式，并作这个函数的图像. 

175. 函数 y = sgnx 被定义为： 

{ —1 ， x < 0, 

0 ， x = 0, 

1, x > 0. 

作这个函数的图像. 证明： 


\ x \ = x sgn x . 

176. 函数 y = [xj (数 x 的整数部分）用下 法定义 •• 若 z = rz + r , 式中 n 为整数且 
0 < r < 1，贝 U 

[ x ] = n . 

作这个函数的图像. 

irr. 设 


y = 7 r ( x ) (x ^ 0) 

表示不超过数 a 的素数的数目，作这个函数在0 < a : < 20时的图像. 


下列函数 y = /( x ) 把集合^映射成怎样的集合巧？ 

178. y = x 2 , E x = {—1 < x ^ 2}. 179. y = Igx , E x = {10 < x < 1000}. 
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180. y = — arccota;, E x = {—oo < rc < +oo}. 

7X/ 


JTX 

181. y = cot—, E x = {0< |x| ^ 1}. 182. y = ^ = {1 ^ |x| < 2}. 


设变量 : c 遍历区间 0 < T < 1 ，试确定变量 y 所遍历的 集合 : 
183. y = a (b — a)x. 184. y = —-— ■ 

1 — X 


185. y = 


x 

2x-"l 


186. y = y/x — x 2 . 


187. y = cot nx. 188. y = x-\- [2x\. 

189 ■设 /(x) =/ - 6/ + lid - 6:c ， 求 /(0), /(I) ， /(2), /(3), /(4). 
190 •设 f{x) = lgz 2 , 求 /(—I )， /(—0.001) ， /(100). 

191 •设 / ㈤ =1 + [ 工 ], 求 /(0.9), /(0.99), /(0.999), /(l). 

192 •设 


/ ⑻ 


1 + x 


2 X 


—oo < a: 彡 0, 
0 < x < + 00 , 


求 /(-2) ， /(-I) ， / ⑼， /(I) ， f(2). 


193 - 设 


求 / ⑼， f(-x)J(x^l)J(x) + 1，/ 

194 •设 



1 — x 
1 + x 





(a) f(x) = x~x 3 ; (b) /0) = sin 

(c) f(x) = (: |x|)(l -z). ^ 

求满足以下各式的 ; c 值 ：（ 1) f{x) = 0; (2) f(x) > 0; (3) f(x) < 0. 

195 .设 


(a) f(x) = ax-\-b] (b) f(x) = x 2 ; (c) f(x) = a x , 

196 •设 f(x) = ax 2 + 6x + c ， 证明： 

f(x + 3) — 3f(x + 2) + 3f(x + 1) - f(x) = 0. 

197 ■若 /(0) = — 2, /(3) = 5 ,求线性函数 

f(x) = ax -\-b. 

/(I) 及 /(2) 等于什么（线性插值法)？ 

198 •若 /(—2) = 0, / ⑼ =1 ， /(I) = 5, 求二次有理 函数： 

f(x) = ax 2 - \-bx-\- c. 

/(-1) 及 /(0.5) 等于什么（二次插值法)？ 

199 .设 /(-1) = 0, /(0) = 2,/(1)-~3, /(2) = 5. 求三次有理 函数 : 


f{x) — ax 3 + bx 2 -\- cx-\- d. 

200 .设 /(0) = 15, /(2) = 30, /(4) = 90. 求形为 


f(x) = a-\-bc x 


的函数. 


201 . 证明：对于线性函数 


若自变量的值 a 


(n 


f(x) = ax~\~b, 

1,2,--.) 组成等差数列，则对应的函 数值如 


( n = l ， 2,…）也组成等差数列. 

202. 证明： 对于指数函数 


若自变量的值 


山 n 


(n 


f{x) = a x (a > 0), 

1，2广.）组成等差数列，则对应的函数值 


n = l ，2,...) 组成等比数列. 


203. 设当0 < w < 1时函数 f(u) 有定义.求下列函数的定 义域: 


( a ) /( sin x )\ 


( b ) /( Ina :); 


( c )/ 


_ ♦ 

X 

♦ ♦ 


204 •设 


证明: 


( a >0). 


/Or + y ) + /O ~ y ) = 2f(x)f(y). 


205 •设 /⑷ + /( y ) = f(z). 求出 \ 若 

(a) f(x) = ax; 

(c) f(x) = arctanOI < 1); 

求 w [ V < x )] 及 设 

206. ip { x ) = x 2 及 ^( x ) = 2 X . 2 


⑻ m = ~； 

(d) f{x) =log 


1 + a: 




f{x n ) 


f(Xn) 


208. cp(x) 
209 •设 


x ^ 0, 

a: > 0. 


及 i ){ x ) 


207. ( f ( x ) = sgnx 及 ^( x )= - 

x 

I 0 f x 4 0 , 

I ~x 2 , x > 0. 


/ ⑻ 




求 /[/ ⑷]， /{/[/ ㈤ ] }. 

210 .设 


乂⑻ = /(/(•••/($))), 



次 


若 


/㈤ 


1 + a: 2 ’ 


求 fn(x). 
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211 .设 /(a: + 1) = a: 2 - 3;r + 2 ,求 f(x) 

212 •设 


/(x+-)=rr 2 + ^2 (W 彡 2 )， 


X 


求 f(x). 


213 丄设 


/( ^ ) = x+ vl + x 2 (x > 0) 


求 f{x). 


213.2. S 


x 


求 f(x). 


X + 1 


X 


2 


则 


证明： 下列各函数在所给区间内是单调增 函数 : 


214. f(x) = x 2 (0 ^ x < +OC). 


216. f(x) = tana; (―? 


< x < 



215. f(x) = sin a; (— ■ < “ 

217* f(x) = 2x+sinx (—oo < x < +oo) 


证明： 下列各函数在所给区间内是单调减 函数 : 


218. f(x) = x 2 (—oo < x ^ 0). 

219. f(x) = cost (0 < ^ < Jt). 
221. 研究下列函数的单 调性： 


220. f(x) — cotx (0 < x < it) 


( a ) / ㈤ 
⑷ / ⑷ 


ax + b\ 
ax ~\-b 

cx d 


(b) f(x) = ax 2 + + c; (c) f(x) = x 3 

(e) f(x) = a x (a > 0). 


222. 不等式能否逐项取对数？ 

223• 设 p(x), ip(x) 及 f(x) 为单调增函数 . 证 明：若 

<p(x) ^ f(x) ^ 畛 ㈤ ， 


咖 ⑷]< /[/ ㈤]< V# ⑻]_ 

= <p{y) 和它的存在域，若： 

224. y = 2;r + 3 (― oo < x < +oo)_ 

225. y = x 2 ; (a) (-oo < a; < 0); (b) (0 < x < +oo). 



226. y = 


1 


x 


1 + x 


(x ^ -1). 


227. y = Vl - x 2 \ (a) (-1 < a: ^ 0); (b) (0 ^ a: < 1) 


228. y = sinha :, 式中 sinha: 


(e x — e 一 a) (—oo < x < +oo) 


229. y 


0 ® 一 e -怎 

tanha;, 其中 tanhx = - (—oo < x < +oo). 

e x + e~ x 
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X 


00 < 0： < 1， 


230. y = <^ x 2 , 1 < x 彡4， 

2 X , 4 < a ; < + oo . 

231. 设函数 f ( x ) 定义于对称区间 (-1,1) ，若 

/(-X) = f ( x ), 


则称 f ( x ) 为偶 函数; 若 


/( 一 X) S -/(X )， 


则称 f ( x ) 为奇函数. 


确定下列函数中哪些是偶函数，哪些是奇 函数: 

( a ) f ( x ) = 3 x — x 3 ; 


( b ) f ( x ) = ^(1 - ^) 2 + + ^) 2 


⑷/㈤ 


( d ) f ( x ) = In 


a xj ta- x (a > 0); 
1 — x 


( e ) f ( x ) 


1 + x 
In (x + y/l + x 2 ) _ 


232, 证明： 定义于对称区间 (—1,1) 的任何函数 f ( x ) 可以表示为偶函数与奇函数 


之和的形式. 


233. 若存在数 T > 0( 函数的周期 


在广义的意义上!)，使定义于集合 E 的函 


数/(岣满足等式 


f(x ± T ) = f { x ) {x e E \ 


则函数 /( x ) 称为周期函数. 


说明下列函数中哪些是周期函数，并求它们的最小周期 

( a ) f ( x ) = A cos Xx + Bsin Xx ; 

( b ) f ( x ) = sin a : + - sin 2 x + ^ sin 3 x ; 

2 ? X 

( c ) f ( x ) = 2 tan - — 3 tan -; 

( d ) f ( x ) = sin 2 x ; 

( e ) f ( x ) = sin x 2 ; 


( f ) f ( x ) = Vtanx ; 

( g ) f ( x ) = tanv ^; 

( h ) f ( x ) = sinx + sin ( x \/2). 
234. 证明： 对于狄利克雷函数 


X ⑻ 


1, x 为有理数 
0, X 为无理数 


任何有理数皆为其周期. 


235.1. 证明： 定义于共同的集合且周期可公度的两个周期函数之和及其乘积也是 


周期函数. 


235.2 .若 
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f ( x ^- T )^- f ( x ) (T > 0), 

则函数 f ( x ) 称为 反周期 函数. 证明： 此函数是以 2 T 为周期的函数. 

236. 证明：若函数 f ( x ) (—oo <x < + 00 ) 满足等式 /(x + T ) = fcf ( x ), 式中和 
T 为正的常数，则 f { x ) = a x < p ( x ), 式中 a 为常数，而 < p ( x ) 为以 T 为周期的函数. 


§4. 函数的图像表示法 


1. 要作函数 y = f ( x ) 的图像,可按以下方式 进行： 

(1) 确定函数的存在域 X = { x }; 

( 2 ) 从 X 中选出充分密集的自变量值 crm , a : n , 与相应函数值组成对应数值表 

Vi = /( 工 i ) = 1,2，... ， n ); 

(3) 在坐标平面 Oxy 上绘出一系列的点 Mi { x u Vi ) (2 = 1,2,--. , n ) 并用线把它们连接起来, 
连线时应考虑中间各点的位置对曲线形状的影响. 

2 . 为了得到函数的正确图像，应当研究这个函数的一般性质. 

首先必须： 

(1) 解方程 f { x ) = 0,求出函数图像与 ar 轴的交点（函数的零 点)； 

(2) 确定函数为正或为负时自变量的变 化域； 

(3) 若有可能,说明函数的单调（增或减） 区间； 

(4) 研究当自变量无限趋于函数存在域边界点时函数的情况. 

这一节里，要假定读者已经知道最简单的初等函数的性质，如幂函数、指数函数、三角函数等. 
利用这些性质，不用作大量的计算工作，立即可以画出许多函数的草图，其他的图像有时就是 
这些最简单图像的组合（和或乘积等等). 

237. 作出线性齐次函数2/ = ⑽当 a = 0, 1 1，2, - 1时的图像. 

238. 作出线性函数 y = a ; + 6当6 = 0,1，2, — 1时的图像. 

239. 作出线性函数的 图像： 

( a ) y = 2 x + 3; ( b ) y = 2 - 0.1 a ;; ( c ) y = - 1. 

240. 铁的线膨胀系数 a = 1.2 x lO ^ K - 1 . 在适当的尺度下作出函数 

I = f ( T ) (233 K < T ^ 373 K ) 

的图像，其中: T 表示温度，丨表示当温度为 r 时细长铁棒的长，已知当 r = 273 K 时， 

I = 100 cm . 


241. 二质点沿数轴运动，第一个质点在初始时刻 t = 0时位于坐标原点左方 20 m 
处，其速度为仍= 10 m / s ; 第二个质点在 t = 0时位于原点0右方 30 m 处，其速度为 
v 2 = -20 m / s . 作出此二点运动方程的图像并求它们相遇的时刻和位置. 

242. 作出二次有理函数的图像（抛物 线)： 


⑷ y 


ax 


2 


当 a = 1，5,2, —1; 


( b ) y = (x — x 0 ) 2 , 当： r 0 = 0,1，2, -1; 


. 函数的图像表示法 
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( c ) y = x 2 + c , 当 c = 0,1，2, -1. 

243. 把二次三项式 2 / = aa ; 2 -\-bx + c 化为 y = ya + a{x — x 0 ) 2 的形式，再作出它 


的图像.研究 例子： 

( a ) y = 8 :r —2 rc 2 ; ( b ) y = x 2 ( c ) y 


—x 2 +2x — 1; (d) y = 

Zi 


244. 质点以初速度 如 = 600 m/ S 沿与水平面成角 a = 45° 的方向射出.作出运动 
轨迹的图像并求最大上升高度及射程（取 9 = 10 m / s 2 , 不计空气阻力). 


作出下列高于二次的有理函数的图像 
245. y = x 3 + 1. 

O ^ f\ s — y-n2 


247* y = x z — x 4 . 

作出下列分式线性函数的图像（双曲 线): 

249. y = 


246. y = (1 — x 2 ) (2 -\- x ). 

248. y = x(a — x) 2 (a + x) s (a > 0) 


250. y 


1 — x 

1 + X 


251. 把分式线性函数 


化为以下 形式: 


ax + b 
cx + d 


(ad — 6 c 0, c 0) 


yo + 


m 


Xq 


再作出它的图像 
研究例子 


3无+ 2 

2 x 一 3 


252. 设气体当压强列=1 p a 时占有 体积％ = 12 m 3 . 若气体的温度保持不变，作 
出气体体积 V 对压强 p 的依赖关系的图像（玻意耳-马略特定律). 


作下列分式有理函数的图像 

253. y = x + 

x 


254. y = x 2 + - (牛顿三叉线) 

X 


255. y = x + 


x 2 


256. y 


257. y 


2 x 

1 + x 2 


(牛顿蛇形线) 


258. y 


1 + x 2 
1 


(箕舌线). 


1 ~ X 


2 • 


259. y 


260* y 


I x 


X ^ 1 — X 


261. y 


1 + x 


x 2 ^ 1 — X 


262. y 


{x + l)(x — 2) 
(x - l)(rr + 2)’ 


263. 把函数 


化为以下形式: 


ax 2 + + c 

a\X + bi 


(ai 0) 


y = 々 x + m H - ’ 

X — Xo 
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然后作出它的草图. 

研究例子 

x 2 — 4 x + 3 

y =- n — 

x +1 


264. 一质点与引力中心相距: c , 质点所受引力的大小为 F , 并且当 I = lm 时 
F = ION . 作岀引力 F 的图像（牛顿定律). 

265. 根据范德瓦耳斯定律，当温度不变时，真实气体的体积 V 与压强 p 以关系式 


0°+告 )(V ~ b ) = c 

相联系.若 a = 2，& = 0.1 及 c = 10,作出函数 p = p ( V ) 的 图像. 


作下列无理函数的 图像： 

266. y = ± V - x -2 (拋物线) • 267. y = ± Xy/i (半三次拋物线). 

268. y = 士臺 a /100- x 2 ( 椭圆 269. y = ( 双曲线 


/1 一 X 

270. y = 士 '/：； - . 271. y = ± x \/ l 00 — x 2 . 

y i + x 

272. y = ± x^J (蔓叶线). 273. y = ±^( x 2 — 1)(9 — x 2 ). 

274. 作幂函数 y = 当 （ a ) n = 1， 3,5; ( b ) n = 2,4,6 时的图像. 

275. 作幂函数 y = W 当 （ a ) n = — 1， 一 3; ( b ) n = -2, 一 4时的图像. 

276. 作根式 y = _ 当 （ a ) m = 2,4; ( b ) m = 3, 5 时的图像. 

27 T . 设： 


( a ) m = 2 ^k = 1; ( b ) m = 2, k = 3; ( c ) m = 3, k = 1; 

( d ) 7 Ti = 3, A : = 2; ( e ) m = 3, A : = 4; ( f ) m = 4, k = 2; 

( g ) m = 4 ,k = 3. 

作根式 # 的图像. 

278. 作指数函数 y = #当 a = 1，2, e ， 10时的图像. 

% 

279. 作复合指数函数 y = W 的图像 ，设： 


( a ) yi = x 2 ; ( b ) yi = - x 2 ; 

( d ) yi = i; ⑷ yi = - 去； 

280. 作对数函数 2 / = log a x 当 a = $，2， e ，10 时的图像. 

A 

281. 作下列函数的 图像： 


( c ) yi 


X 


(0 2/i 


2 x 


1 — x 


2 • 


( a ) y = ln (- x ); ( b ) y = - ln ( x ). 

282 •设 


(a) yi = 1 +x 2 ; (b) yi = (x - l)(x - 2) 2 (x - 3) 3 ; 


§4. 函数的图像表示法 
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(c) yi 


1 +怎 


( d ) yi 


^2 


(e) yi = 1 + e: 


作出对数复合函数 2 / = ln ^i 的图像 _ 

283 . 作函数 y = logo ： 2 的图像 • 

284 . 作函数？/二 Asinx 当 A = 1 ， 1 彳 


1 ， 10 , - 2 时的图像 . 

如 =。4 ■ ，竽 冗时的 图像 . 


285. 作函数 y = _吻）在吻= 0, } ? 了，冗时的囹诼. 

S :::再作它的图像 


研究例子 :V = 6 coscc + 8 sinx. 

作下列三角函数的图像： 


288 . 

291 . 

294 . 

291 


cosrr- 


secx- 


si 


in 3 x. 


289 . y = tanx. 
292 . y = cscx. 
295 . y = cot 2 x 


±y/COSX 


作下列函数的图像 
298 ^ y = since 2 . 


300 , (a) y = xcos 


301 - (a) y = tan —; 

X 


302 . y 


2 + sin 


304 . y 


smx 


306 . y = i 2 "®>/sinnx 
308 * y = ln(cosx). 


310 - y 


e 釕 


作下列反三角函数的图像 

3 H. y = arcsin x. 

313 , y = arctanx. 


315 . y = arcsin—. 

X 


317 . y = arctan — - 

X 

319 . y = arcsin(cosa:) 


290 . y = cotx. 

293 . y = sin 2 x. 

296 . y = sinx • sin 3 x 


299 .y = 气 . 


(b) y 


=smx 


(b) y = sec-. 

303 * y = 土 


—7T • 八 

x z sm - 


305 * y 
307 . y 



cosx. 


cosx 


1 + x 


309 - y = cos(lnx) 


312 . y = arccosx. 

314 . y = arccotx. 

1 

316 . y = arccos-. 

X 

318 . y = arcsin(sinx). 
320 . y = arccos(cosx) 
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321. y = arctan(tan x) . 322. y = arcsin(2 sinx). 

323 •设： 


(a) yi 
(c) yi 

作函数 y = arcsinyi 的图像. 

324.1 •设： 




2x 

1+x 2 


(d) 2 /i = e x . 


(a) yi = x 2 ; 

(c) 2 /i = Inx; 

作函数 yarctanw 的图像. 
324.2. 作下列函数的 图像: 


㈤ 2/1 = 

(d) 奶 = ▲ 


(a) y = x 3 — 3x + 2; 


(c) y = 


x 


2 



(b) y = (T^kIT^ 

(d) y = - X 2 )] 


(e) y = 3sin(| + |); 


(g) y 


(i) y 


1-2 — 

一 L sin 工 


(f) y = cot 


7tX 


1 + X 


2 


(h) y = lg(x 2 -3a:+ 2); 


(j) y = arctan 


1 


x — 1 



(k) y = log cosx sinx; (1) y = (sinx) cotx . 

325. 已知函 数 y = / ㈤ 的图像,作下列各函数的 图像： 

⑷ y = ~f(x); (b) y = f(-x)] 

(C) 2/ = (d) y = f(x~ x 0 )] 

(e) y = Vo + f(x - x 0 )\ (f) y = /(2a ;)； 

(g) y = f(kx + b) (k ^ 0). 


326. 设 


作函数 



当 t = 0， t = l 及 t = 2 时的图像. 

327. 作函数的 图像： 


(a) 2 / = 2 + y/1 — x; (b) y = 1 — e~ x ; 

(c) y = ln(l + x)\ (d) y = — arcsin(l + x); 



§4. 函数的图像表示法 
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⑷ y = 3 + 2 cos 3 a ;. 

328. 已知函数 y = / ㈤ 的图像,作下列函数的图像： 

( a ) y = \ f { x )\; ( b ) y ^ $(|/( x )| + /( x )) ; 


(c) y = ^(1/ ⑷卜 /㈤); 

( e ) y = \/7(^)； 

(g) y = /(/0)); 

(0 y = [/( 工 )]. 

329.1 .设 


⑷ y = f 2 ( x ); 

( f ) y = ln /( x ); 
( h ) y = sgnf { x ); 


f ( x ) = (x — a)(b — x ) (a < 6), 


作下列函数的 图像： 

( a ) y = / ㈤ ; 

{c)y = wr 

( e ) y = e /(x) ; 


( b ) y = / 2 ( x ); 

⑷ y = \/7(^)； 

(f) 2/ = lg/ ㈤; 


( g ) y = arccot /( x ). 

329.2 .若⑴ /( x ) = z 2 ; (2) / ㈤ = 作如下函数的图像： 

( a ) y = arcsin ( sin /( x )); ( b ) y = arcsin ( cos /( x )); 

( c ) y = arccos ( sin /( x )); ( d ) y = arccos ( cos /( x )); 

( e ) y = arctan ( tan /( x )). 

330. 已知函数 y = /( x ) 和 y = gOc ) 的图像，作下列函数的图像： 

( a ) y = f { x ) + g ( x ); ( b ) y = f ( x ) g { x ); ( c ) y = f ( g { x ))^ 


利用图像的加法，作下列函数的图像: 
331. y=l+x-\-e x . 

333. y = x + sinx. 

335. y = cos ^ ^ cos 2 a ; 4- ^ cos 3 a ;. 

2 i o 

337 # y = sin 4 x + cos 4 x. 


332. y = (x + l )" 2 + ( x - l ) 
334. y = x + arctanx . 

i i 

336. y = sinx — - sin 3 a : + - 

o o 

338. y = l - x | + |l + x . 


339. y = |1 — x| — |l + x|. 

340. 作双曲函数的图像： 

( a ) y = cosh a ;, 式中 coshx 


= i ( e x + e - x ); 


( b ) y = sinhx , 式中 sinha : = -( e ^ — e _x ); 


( c ) y = tanh : r ， 式中 tanhx 


sinhx 
cosh a : 


2 


sin 5 x . 


利用图像的乘法，作下列函数的图像: 

341. y = xsinx . 


342. y = a : cosx - 
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343. y = x 2 sin 2 x . 

345. y = e ~ x2 cos 2 x . 
347 t y = [ x ]| sinjta :|. 


344* y = 


sinx 

\+x 2 


346, y = xsgn(sin x ). 

348* y = cosx - sgn ( sinx ). 


349, 设 


/ ⑻ 


0 


-| x |， \ x \ ^ 1, 

\ x \ > 1. 


作函数 y = f ( x ) f(a - jr ) 当 （ a ) a = 0; ( b ) a = 1; ( c ) a = 2 时的图像 


350. 作函数 y 




y/x sgn(sin nx ) 


作函数 ^ 


的图像，设: 


351. f ( x ) = x 2 (l — x 2 ). 


353. f { x ) = sin 2 x . 


352. f ( x ) = x(l — x ) 2 . 
354. f { x ) = lm 


355. f ( x ) = e x sinx . 

356 •设 

{ —1， 一 00 <u < — 1， 
u ， -1 ^ ^ 1, 

1， 1 < u < + oo . 

作复合函数 y = f ( u ) 的图像,其中 w = 2 sin ； r , 


357 - 设 


p(x) 


2^+ 


作下列函数的 图像: 



x < 0, 
x ^ 0. 


(a) y = + ⑻); 

( c ) y = 


358. 设 


作函数 



|x| < 1， 
\ x \ > 1 


(b) y = 咖 (x)); 
(d) y = ^(x)). 



M<2, 

\ x \ > 2. 


( a ) y = ^(^(^))； (b) y = 

( c ) y = ( d ) y = ^( x )). 

的图像. 


359. 把定义于正数区域 x > Q 的函数 f ( x ) 延拓到负数区域 x <0, 使所得的函数 
为 ••（1) 偶 函数； （2) 奇函数，并分别作出所得函数的 图像： 

( a ) f ( x ) = 1 — x ; ( b ) f ( x ) = 2 x — x 2 ; 

( c ) f ( x ) = y / x ; ( d ) f ( x ) = sinx ; 

( e ) f ( x ) = e x ; ( f ) f ( x ) = Inx . 

360. 确定下列函数的图像在竖直方向上的对 称轴： 


§4. 函数的图像表示法 
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(a) y = ax 2 bx c; (b) y = — + ^—^2 ； 

( c ) V — \f a + x + Vi —工 (0 < a < b); ( d ) y = a + bcosx. 

361. 确定下列函数的图像的对称 中心： 


(a) y = ax + b' 

(c) y = ax 3 + 6a: 2 + cx + d; 

(e) y = 1 + yfx~^2. 

362. 作周期函数的 图像： 

(a) y = |sina:|; 

( c ) 2/=/(^：)， 其中 f ( x ) = Aj (2- y ) 

( d ) y = [ x ] - 2 I ; 

(e) (x), 

此处 ㈤ 为从数 z 到最近的整数的距离. 



ax + b 
cx ^ rd ^ 


⑷ y = 



x — 1 



1 ^ 
x -3 ] 


(b) y = sgn cosx; 

假设 0 < I < 2; 和 /(X + 20 =f(x); 


363 - 证明： 若函数 2 / = / ⑷ (-oo < x < + oo ) 的图像关于竖直方向上的两条直线 
;c = a 和 x = 6(6> a ) 对称，则函数 f ( x ) 为周期函数. 

364 ' 证明： 若函数 y = /(X) (-00 < X < +oo) 的图像关于两点 A ( a , y 0 ) 和 

B ( b ：yi ) ( b > a ) 对称，则函数/ ㈤ 是线性函数与周期函数 的和. 特别是， 若如 =奶，则 
函数 /( x ) 是周期函数. 


365 - 证明： 若函数 2/ = /⑷ (~oo < x < + 00 ) 的图像关于点 A{a,y 0 ) 和直线 
x = b(b^a) 对称，则函数 f(x) 为周期函数 . 

366 • 设 / 卜 + 1) = 2/( 外且当 0 < x 彡 1 时 /⑷=#1 — X )，作函数 y = /㈨ 
(-0O < X < +OC) 的图像 . 


367. 设 /(x + Jt ) = f ( x ) + sixia :， 且当0彡 : c < jt 时 f ( x ) = 0. 作函数 y = f ( x ) 
(—oo < X < + oo ) 的图像. 

368. 作函数?/ = y(x) 的图像 ，设： 

( a ) x = y - y 3 ; ( b ) x = —^4； 

i + y 2 

(c) x = y — lny; (d) x 2 = siny. 

369. 作出下列用参数形式表示的函数的 图像： 


(a) x = 1 — t^y = 1 — t 2 ; 


(b) x = 



t + l，y = t + 



¥ 


( c ) X = 10cost, y = sint (椭圆)； ( d ) x = cosht，y = sinh^ (双曲 线); 

(e) a; = 5cos 2 t,y = 3 sin 2 1; 

(f) x ^2{ t ~ sint), 2 / = 2(1 — cost) (摆线)； 

( g ) z = t + Vi , y = </tTl (t>0). 
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370.1. 作下列隐函数的 图像： 

( a ) x 2 - xy -\- y 2 = 1 (椭圆)； 

( b ) X s -\- y 3 - Sxy = 0 (笛卡儿叶形线) 

( c ) y / x -\- ^/y = 1 (拋物线)； 

(e) sinx = siny; 

( g ) x y = y x ( a ; > 0 , 2 / > 0); 

370.2. 作下列隐函数的 图像： 

( a ) min ( a :, y ) = 1; 

(c) max(|x|, |y|) = 1; 


((1)0：§+;^=4(星形线) 


( f ) cos (: rrr 2 ) = cos ( jry ); 
( h ) x -\ x \= y - \ y \. 


( b ) max ( x , 2 /) = 1 


( d ) min ( a : 2 , y ) = 1 . 


371.1. 在极坐标系 ( r ,( p ) 中作出下列函数 r = r ( tp ) 的图像: 


( a ) r = (^ (阿基米德螺 线)； 

( c ) r = — ^― (0< + oo ); 

W + 1 

( e ) r = 2(1 + cos ip ) (心脏线); 


Jt 


( b ) r =- (双曲螺 线)； 

⑷ r = 2 斋（对数螺 线)； 

( f ) r = 10 sin 3# (三瓣玫瑰线) 


( g ) ^ 


2 


36 cos 2(^ (伯努利双纽线) 


⑻ W 


r 


ry ( r > !); 


( i ) (p = 2 n sinr . 


371.2 .在极坐标系 { r ,< p ) 中作出下列函数的 图像: 


( a ) (p = Ar — r 


2 . 


( b ) p 


12 r 


( c ) r 2 + ( f 2 = 100, 


1 + r 2 ’ 

371.3. 在极坐标系 （ r , ⑷中作出以参数方程表示的函数的图 像幼彡 0 为参数) 

(p = 1 — 2 _*sin 耐 

㈤ ： 

r = 1 — 2 ~ l cos 


( a ) 




r 


t cos 2 1 
t sin 2 1: 


2 

Tit 


2 


372. 利用函数 y = X s -3 x + l 的图像近似地求解方程 x 3 - 3 x + 1 = 0. 


用图解法解下列 方程: 
373. x 3 - 4 x - 1 = 0 
375. x = 2~ x . 

377. 10 x = x 2 . 


374. x A - Ax+l = 0. 

376. lgx = O . lx . 

378. tanx = x (0 ^ x ^ 2 n ) 


用图解法解下列方程组 


379- 


x + y 2 = 1, 
16 a : 2 + y = 4 . 


380. 


工 2 + y 2 = ioo, 

y = 10( x 2 — x — 2) 


§5. 函数的极限 


1 . 函数的有界性.设存在某两数 m 和 M ， 使得 


当 x € ( a ， 6 ) 时 ， m < f ( x ) < M ; 
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则称函数 f ( x ) 在区间 （ a ，6) 上为有界的•数 mo = inf {/($)} = maxm 称为函数 f ( x ) 在区 

®€( a ,6) 

间 ( a ，&) 上的下确界，而数 Mo = sup { f ( x )} = min M 命 为函数/( 2 ：)在区间 ( a ，6) 上的上确界. 

x €( a , b ) 

差 Mo - mo 称为函数在区间 （ a ，6) 上的 振幅. 

2. 函 数在某一点的极限. 设函数 /( x ) 定义在集合 X = { a :} 上，且该集合以 a 为极限点.记号 

lim f ( x ) = A (1) 

一 > a 、 / 

表示，对于任一个数 e >0, 都存在数6 = (5( e ) > 0,使得对于满足条件0 < |;r - a | < 6并使 fix ) 
有意义的一切 a :， 下列不等式 成立： 

\ f ( x ) ~ A \< e . 

函数的极限 （1) 存在的充分必要条 件是： 对于每一个数列 x n -> a ( n = l ,2,--.), 下面的等 
式都成立 

lim f ( xn ) = A . 

有两个著名的 极限： ^°° 

⑴㈣ ^ = L ( 2 ) = e . 

柯西准则.函数/0)在 a 点的极限存在的充分必要条 件为： 对于每一个 £ > 0 5 都存在 
S = S ( e ) > 0,使得只要 

0 < \x — a \ < 5 且0 < | x " ~ a ] < 5 , 

就有 

1/( 〆 ) - /(工")| < £， 

其中 〆 和 〆 '属于函数 f ( x ) 的定义域. 

3. 单侧 极限. 若对于任何 £ >0都存在6 = (5( e ) > 0,使得 

当0 < a — a ; < 6⑷时，有 |， 一 f ( x )\<£, 

则称数 W 为函数 / Or ) 在 a 点的左 极限： 

A 1 = lim f ( x ) = f(a — 0). 

x —► a —0 

类似地，若 

当 0 < z - a < (5( e ) 时，有 - /( x )| <£, 

则称数 A " 为函数 / Oc ) 在 a 点的右 极限： 

A ,f = lim f ( x ) = f(a + 0). 

x —► a+O 

函数/ ㈤ 在 a 点的极限存在的充分必要条 件为： -0) =/(a + 0). 

4. 无穷极限. 约定记号 

lim f ( x ) = oc 

表示对于任何的 E > 0 , 只要 

0 <\ x - a \< 8 ( E ), 则有 |/( x )|>£；- 

5. 子列极限. 若对于某数列 — a 有等式 

\ im ^ f ( x n ) = B , 

则称数（或符号 oo ) S 为函数 / Or ) 在的子列极限 （ 有限的或无穷的). 

这些子列极限中最小的和最大的用 

lim fix ) 和 limf ( x ) 

来表示，分别称为函数/0)在 a 点^极限和上极限. 
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等式 

lim f(x) = lim/(x) 

为函数在 a 点有极限（有限的或的）的充分必要条件. 


381. 证明： 函数 



: r = ^ ( m 和 n 为互素的整数，且 n > 0)， 
n 

x 为无理数， 


在每一点0：为有限的，但并非有界的（即在这点的任何邻域中是无界的). 

382. 若函数/ ㈤ 在： （ a ) 开区间， （ b ) 闭区间内的每一点有定义且局部有界，则此 
函数在该开区间或闭区间内是否为有界的？举出适当的例子. 


383.证 明： 函数 


f ⑻ = 


1 + X 2 
1 + X 4 


在区间 — OO < X < +00 中是有界的. 

384. 证明： 函数 

f [ x ) — — cos — 

在点: T = 0的任何邻域内是无界的，但在 ： d 0日 I 不成为无穷大. 

385. 研究函数 f ( x ) = lnx ■ sin 2 -在区间0 < a : < e 内的有界性. 

386. 证明： 函数 ^ 


/⑷ 


X 


在区域0 < a ; < +00内有下确界 m 


1 + x 

0和上确界 M 


387. 函数 f ( x ) 在闭区间 [ tz ，6] 上有定义且单调上升，则在此闭区间内函数的下确 
界和上确界等于什么？ 


求下列函数的下确界和上 确界: 


388. f ( x ) = rc 2 在 [-2,5] 内. 


390. f ( x ) 


2 x 


1 x 2 


在 （0，+ oo ) 内. 


389. f ( x ) = 在 （— oo ,+ oo ) 内 

391. f ( x ) = ;r + 王在 （0, + oo ) 内. 

X 


392. f ( x ) = sinx 在 （0, + oo ) 内. 393. f ( x ) = sin x + cosrr 在 [0, 2 jt ] 内. 

394. /( x ) =2$ 在 （—1,2) 内. 

395. /( x ) = [ x ] : ( a ) 在 （0,2) 内 ，（ b ) 在 [0,2] 内. 

396. f { x ) = a ; - [ a ;] 在 [0,1] 内. 

397. 求函数 f ( x ) = x 2 在下列区间内的 振幅： 

( a ) (1,3); ( b ) (1.9,2.1); ( c ) (1.99,2.01); ( d ) (1.999,2.001). 

398. 求函数 f ( x ) = arctan - 在下列区间内的振幅： 

X 


( a ) (-1,1); ( b ) (- ai ，0.1); ( c ) (-0.01,0-01); ( d ) (-0.001,0.001). 

399 .设和 M [ f ] 分别为函数 f ( x ) 在区间 （ a ，&) 内的下确界和上确界. 
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证阱 若/办）和 h { x ) 为定义于 ( a , 6) 的函数，则 

m \h + /2] ^ m[/i] + m[/ 2 ], 

举出函数 A ㈨ 和 f 2 ( x ) 的例子，使上述两个关系式为：⑷等式， （ b ) 不等式. 

400. 设函数 f ( x ) 定义于区域 [ a ,+ oo ), 并且在每一个闭区间 [ a , 6] 上是有界的.令 

m { x ) = inf /⑹， M ( x ) = sup /⑹. 

作函数 y = m ( x ) 和 y = M ( x ) 的图像，设 

( a ) f ( x ) = sinx ; ( b ) f { x ) = cosx . 

401. 利用语言， 证明： 

lim a 2 = 4. 

x —2 

填 下表： 


1 

£ 

0.1 

0.01 

0.001 

0.0001 

• 售 ♦ 

8 







402 ■以 “ e - 5” 语言， 证明: 
填 下表： 


lim 


1 


X 


( l - z ) 


2 


=+ 00 . 


E 

10 

100 

1000 

10000 

_ _ . 

8 







403. 利用不等式表示下列 各式： 

( a ) lim f ( x ) = b ; ( b ) lim f ( x ) = b ; ( c ) lim fix ) = 6. 

x ― x — 0 x — ^a+O 

举出适当的例子， 


利用不等式表示下列结论,并举出适当的 例子: 
404. ( a ) lim f ( x ) = 6; 


405. ( a ) lim f ( x ) = oo ; 

x—a 

( d ) lim f ( x ) = oo ; 

x —► a —0 

( g ) lim /( x ) = oo ; 

x—a 十 0 

406. ( a ) lim f ( x ) = oc ; 

x—►oo 


( b ) lim f ( x ) = b 

X — 一 oc 


( b ) lim f ( x ) 


oc ; 


x—^a 


( e ) lim f ( x ) = — oo ; 

x — 0 

⑻ lim L n /( X ) = 一 0 

x — a +0 

( b ) lim f ( x ) = — oc ; 

x ― >oo 


( c ) lim f ( x ) = b . 

X—+oo 

( c ) lim f ( x ) = + oo ; 


x—*a 


( f ) \im f { x )= 

cc—►a—0 

( i ) lim /( x )= 

x 一 a+0 

( c ) lim f ( x ) = + oo ; 

*—►00 


+00 


+00 


( d ) lim f ( x ) = 00 ; 

X —► —OO 


( e ) 


lim 

x — > — oo 


/⑻ = 


— oo ; 


( f ) lim f ( x ) = + 00 ; 

X ― ► —OO 


( g ) lim f ( x ) = 00 ; ( h ) lim f ( x ) = - 00 ; ( i ) lim f ( x ) = - foo . 

x—4+00 x—►+<» x—►H-oo 

407. 命 y = f ( x ). 利用不等式表示下列 结论： 

(a) 当 x — a 时， y — & - 0; (b) 当 x — a — 0 时， y — 6 — 0; 
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( c ) 当 : c — a + 0时 ， y — ^ 6 — 0; 

( e ) 当 a ; — > a — 0时 ， y — > & + 0; 

( g ) 当 r — > oc 时 ， y — & — 0; 

( i ) 当 a : —^ +oo B 寸 ， y 6 — 0; 

( k ) 当 a ; —> — oo 时， 1/ —^ 6 + 0; 

举出适当的例子. 

408 •设 

P(x) - aox n + aix 71 ^ + • • • + a n , 
式中 叫 （i = 0,1, • * • , n; n 彡 1， ao / 0) 为实数. 

证明： 

lim | P ( a ;)| = + oo . 

x—^oo 

409 •设 


( d ) 当 a : — a 时， 2 / — + 0; 

( f ) 当 a : — a + 0 时 ， y —> 6 + 0; 
( h ) 当 a : — oo 日寸 ， y —^ & — 0; 
( j ) 当 a ? — oo 时 ， y -> 6 + 0; 

(1) 当 a ; —> +oo 时， y —^ b + CK 


R ( x )= 


aox n + aix n ~ l H - h a n 

b 0 x m + i + … + 


式中 a 。_ 0 ，&o 一 0, 
证明： 


lim \ R ( x )\ 


x—*oo 


OO 


ao 


n > m ， 


n — m 


u 


n < m . 


410 •设 R ( x ) 
表达式 




P ㈨ 
Q ㈤ 


，式中 P ⑷和 Q ( x ) 为 x 的多项式，且户⑷= Q { a ) = 0 


可能取何值? 


r P ( x ) 


求下列各式之值: 


411. ( a ) lira 


x 


2 


x— 0 2 a ; 2 — x — 1 


( b ) linj 


X 


2 


X 


2 


x—* 


1 2 x 2 — x — V 


412. lim 

x —^0 


(1+工)（1 + 2 x )(1+ 3 x )-1 


x 


413. lim 

x —^0 


( c ) lim — 9 . 

x-*oo 2 x 2 — x — 1 

(1 + a ;) 5 - (1 + 5 a ;) 
x 2 + rc 5 ■ 


414. lim ( I ±^)^ a±^r ( m 与 n 为正整 数), 


415. lim 

x—><x 

416. lim 

X—><X 


(x — l)(x — 2 )(x — 3 )(x — 4 )(x — 5) 

(5 x — l ) 5 

(2 ；r — 3) 20 (3 t + 2) 30 

(2x-hl) 50 • 

x 2 — 5 x + 6 


417. lim 

x—^oc 


{x + l )( x 2 + 1) - • ( x n + 1) 


419 •鹄 


[( nx) n + 1] 乎 


418. lim 0 o ^ r . 
x —3 x 2 — Sx + 15 
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… v x A -3x^r2 

420. lim —r ——-- 

a：— 1 :r s — 4$ + 3 

t x 3 — 2x — 1 

422. lim — - -- 7 . 

: r—— 1 — 2x — l 


424, (a) lim 


+ x 2 H - h x n — 

x — 1 


… r x 3 -2x 2 -Ax+ S 

421. lim - z —— —^ ———— 

X —2 x 4 — 8x 2 + 16 

(x 2 — x — 2)20 

423. lim ~~ ——— 

x -^2 (x 3 — 12x + 16) 10 

, 工 100 — 2x+l 

J x—l $ 50 — 2x + 1 


•m 


425. lim ———- (m 和 n 为正整数 ). 

(x n — a n ) — na n ~ l ix — a). 瓜卞由 ^ 决卜、 

426 - lim ^- 1 -^-- (n 为正整数 ) • 

x ― >ci ^3/ 一 aj 

427. lim ，二 ■. 这 t) ㈣ ( n 为正整 数 ). 


428 - H 


1 — x n 


(m 和 n 为正整数 ). 


429. lim — (x+ — 

n—►oo u \ 71 


三) 

nJ 


+ ( 4 ) + 


屬參 ■ 


+ hr + 


(n — l)a 


430# lim 一 [ x + 一 

n—^oo 71 \ Ti 


+ X + 


2a 


+ •••+ hr + 


(n — l)a 


提示： 参阅题 2 . 

… l 2 + 3 2 + .«. + (2n-l) 2 


431. lim 


432 - lim 


2 2 +4 2 + ,.- + (2n) 2 
l 3 + 2 3 + ••• + n 3 


n 3 


▼ ， 

提示： 参阅题 3. 

I 3 + 4 3 + 7 3 + … + (3n — 2) 3 

n—*oo [l + 4 + 7 + ... + (3n — 2)] 2 • 
434. 把由拋物线 y = 6 (^) 2 , Ox 轴及直线 


X = 


a 所围 


成的曲边三角形 OAM ( 图 3 ) 的面积，当作以 E 为底的各内 


接矩形面积之和当 n 


^ DO 


的极限值，求此面积 . 



o 


求极限 : 


B 


435. 


lim 
—> + 00 


X -f Jx + y/x 


436. 


x + 


lim 

x — ^+00 


437. lim 

x— 4 


439 • lim 


441. lim 


VTT25- 3 

2 • 

i /^ - \/® + 


y/x 2 — a 2 

2 re 3 + 8 # 


438. lim 


440. lim 

x —^3 


y/x-i- ^/X 

V 2; + l ~~ 

s/\ — x — 3 

2 + ^fx 

x + 13 — 2\/ x +" 


界 一2 


442. lim -V~ 7 . 

X—^16 yjX — 4 
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443. lim 

^—►8 \fx — 2 


445. lim 

x ~*0 


447. lim 

x—^O 


449. lim 

x —7 


1 — 2x — x 2 — {1 + x) 


27 + z- ^27 

x 4 - 2\/x^ 


xT2 - 办 + 20 
+ 9 — 2 


444• lim 

x—►O 


446. lim 

x —^0 


450. lim 

x —^0 


Vl + x- 


( n 为整数) 


8 + 3 rc 


x + x 2 




3 /- 4/- 



451. lim 

X — 0 


452. lim 

x — 0 


5 


1 + 5x — (1 + x) 
f\ + ax — y/l H 


[ m 及 n 为整数) 


453. lim 

x—^O 


1 + ax ^1 + /3x — 1 


( m 及 n 为整数 )• 


454 •设 P(x) = aix + a 2 X 2 + ••• + a n x n 又 m 为整数，求证 


lim 

x —^0 


1 + p(x) - 


ai 


m 


求下列的 极限： 

455.1. lim ~~(m 及 n 为整数). 


455.2 - lim 


1 — \fx 1 — ^fx 


456. lim 


(i - V^)(i - 狗 •••（ i -於) 


(1 - x ) n_1 


457. lim 

T—+oo 


(x + a)(x + b) — x . 


458. lim 

a ;—^+00 


459. lim x (\/x 2 + 2x — 2\Jx 2 + x + x) • 

: c—^+oo v / 


X + Jx + y/x — ^Jx 


460* lim 

X —^+0 





- \ - \ - h 



461« lim (\/x 3 + :r 2 + 1 — \/x 3 — x 2 + l). 

x—>oo v 7 

462. lim (^x 3 + 3x 2 — \/x 2 — 2x). 

X — >*+00 \ / 

463* lim a；3 {x -h l)i — (x — l)i . 

x—+oo . 

464. lim xi (\/x ^2 — 2y/x + 1 + y/x). 

X^+OC \ 7 


465. lim 

$—►+00 


466. lim 

x—►H-oc 


’(a:+ ai) •••($ + 〜） - x • 

— \/x 2 — l) n + (X + \ / 怎 2 — 1 ) 


( n 为正整数) 
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467. lim (VI ^ + a； ) — (^^_岣 ( n 为正整数). 

X 

468. 设二次方程 aa ; 2 ~h bx + c = 0的系数 a 趋于零，系数 b 与 c 为常数，且6 / 0, 
试研究此二次方程之 二根; ^ 及町 的性质. 


469. 从条件 


求常数 a 和 6. 

470. 从条件 


lim I - ax - b \ = 0 

x—►€« V x + 1 


lim 


X 


( V ^ 2 — x -\-l — a\x — bi 


0 


lim 

X —+ oo 


( V x 2 — x 1 — a2X — b 


2 


0 


求常数叫和 (i = l ，2)_ 


求下列 极限: 


471- lim 

x —^0 


sin 5 x 


x 


472. lim 

X—♦cx 


sinx 


x 


473. lim sm mx (m 及 n 为整数 )• 


x^n sm nx 


474. ( a ) lim 

X—>0 


475. lim 

x —^0 


477. lim 

x—►O 


1 - cos rr 

tan x — sin x 

sin 3 x * 
cosx — cos 3 x 


㈤ Um ^ 

W x—0 X 


( c ) lim x cot 3 a ; 

v J x —0 


476. lim 

x—>0 


sin bx — sin 3 a : 


sinx 


x 


2 


, 1 + sin a ; — cosx 

478• lim —- 

x—o 1 + smpx — cospx 


71 


479. lim tan 2 x tan [ — — x 


X 


K 

4 


480. lim(l — x ) tan 


X 


nx 

~2 


481. 证明 等式： 

( a ) lim sin a : = sin a ; 


( b ) lim cosx = cos a ; 


x—►a 


x—^a 


2 n — 1 

( c ) lim tan x = tan a [ a ^ ——-—— 7 t ; n = 0, 士1，士2, 


x ― ►a 


2 


求下列极限: 


482. lim 

x—^a 

484. lim 

x—►a 

486. lim 

x—^a 

488. lim 

x—►O 


smx — smo 


X • 

鬌 

- a 

tanx 

— tana 

X 

— a 

secx 

— sec a 

X 

♦ 

— a 


483. lim 

x—►a 

485. lim 

or—►a 

487. lim 

x—^a 


cosx — 

cos a 

x — 

a 

cot x — 

cot a 

x — 

a 

cscx — 

esc a 

x — 

a 


sin (a + 2 x ) — 2 sin(a + : c ) + sin a 


x 2 
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489. lim 

x—^O 

490. lim 

x —^0 

491. lim 

x —^0 

492* lim 

x—►O 


cos (a + 2x) — 2 cos(a + a;) + cos a 


x 


2 


tan(a + 2x) — 2 tan(a + x) + tan a 

X 2 

cot(a + 2x) — 2 cot (a + x) + cot a 


x 2 


sin(a + x) sin (a + 2x) — sin 2 a 


x 


493. lim 2 十 + S inx-1 

f 2 sin x — 3 sin x + 1 


494« lim 

X—►O 


1 — cos a: cos 2x cos 3x 

1 — cos a; 


sm I x — 

495. lim ^ 

1 — 2 cos a: 



496. lim 


tan 3 x — 3 tan x 


X 


n 


3 COS X + 



497. lim 

x—►O 


tan(a -h x) tan (a — x) — tan 2 a 


x 2 


498. lim 卜 ㈣ 3 % 

x— } 2 — cot x — cot X 


500- lim 


x 


2 


X-^O Vl + xsinx — y/COSX 


, VI — cos x 2 

502. lim - 

x—o 1 — cos a; 


504. lim 

a ?—>0 


1 — cos x\J cos 2x\J cos 3x 


x 2 


506. (a) lim 


1 + x 


1 — X 


o V2 + x 


； (b) H: 


X 


499. lim 

X—►O 


y/1 + tanx — \/1 + sinx 

x 3 


501, lim 

x —^0 


yxosx — v^COSX 


sin 2 


X 


503. lim 


1 — y/COSX 

x^o 1 — cosCv^) • 

505. lim (sin yjx + 1 — sin y/x) 

x—►H-oo v 


1 + x 

2 + x 


一 y/x 
1 —X 


(c) lim 

X—^ + OC 


1 + X 

2 + x 


-V^ 


一 X 


507. lim ； : + 2 

x—>oo \ 2x —— 1 


x 


2 


508. + 

: E —oo \ 2x z + X + 1 


509. lim 


511. lim 

X—►CX 


sin 


n 


2rm 


x 


2 


3n + 1 


x — 


x+1 


X 2 + 1 


510. 


lim 

x ―► 受 +0 


Jt 

tan I — + x 


tan 2x 


512. lim + 

x—^oo \ X z — 2 


2 


513. lim 

X—^OC 


x 2 + 2x — 1 
2x 2 - 3a; - 2 


x 

x 


514.1hn^l-2,. 


x + a 

515. lim 

x—^oo \ X — CL 

517. lira (l + x 2 ) 


X 


cot 2 X 


X 


516. lim I aiX + : 1 ] ( ai > 0,a 2 > 0) 

x—^^oo \ a2X + 02 


518. lim (1 + sin nx) 


COt 71X 


X 
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,、 ，1 + tanx 

519. (a) lim .. . 

x—o \ 1 + smx 


(b) lim I 

x-^o V 1 + sin x 


T 


, .smx 

520. lim 

x—►a \ Sill CL 


522. lim (tanx) 


521. lim 产 

x—0 \cos 2x/ 


tan 2x 


523. lim (sinx) 


tan X 


X 


4 


X 


n 

2 


524. lim 

x —^0 


tan [ — — x 


cot X 


X 


525. lim I sin 二 + cos — 

x x 


X 


526. lim ^cos ^ 


527. lim ■… 

n —^00 \ 71 


n 


,n 


X 


528. lim cos 广. 

n—^oc yn 

530. lim x[ln(x + 1) — lnx 

x—^+oo 


529. lim 

x—►O 


ln(l + x) 


x 


532. lim 

x—^+oo 


sin ln(x + 1) - sin In x 


, In x — In a x 八、 

531. lim - (a > 0) 

x—►a x — a 

ln(x 2 — a: + 1) 

533 • lim 1 ； 1Q ^ 」、 _ 

x—+oo ln(a; 10 + x + 1) 


,2 


534. lim (lg 1Q °^ 2 
x—^oo \ 1 + 100x^ J 


535. lim 


ln(2 + e 3x ) 
x 二 Too ln(3 4 - e 2x )' 


536. lim 


ln(l + y/x+ -y/x) 
x^+oo ln(l + ^fx + yfx)' 


537. lim lQg(x 叫 + 1 - 九 )- 2 _ (,> 0 ) 

h z 


h -^0 


In tan 


538. lim 

X —^0 



+ ax 


sin bx 


539. lim 


In cos ax 


x-^o In cos bx 


540 .⑷ lixnlln^^ 1 -" 2 " 2 

x—►O \ x 


+ VI - X 


2 


(b) lim ln m) 

; x—o ln(x + \/1 — x 2 ) 


a 


X 


541 • lim 

x—^0 X 


(a > 0). 


a x — x a 


542. lim 

x—^a X — CL 


(a > 0)_ 


x x -a a 


543. lim 

x->a x — a 


(a > 0). 


1 + x • 2 X ^ 

545 - (a) lim I —- 

、 / x—o \ 1 + a: • 3 ^ 

,^ v sin(jtx a ) 

(C) 

546. lim tan n I ^ . 

n—►oc V 4 Ti 


544. lim (x + e x )i. 

x —^0 

, 、， .1 + sin rr cos ax 

(b) lim — ~ :- 

x—o 乂 1 + smx cos px 

(A , y 

1 ) SinMjt，)). 


cot 3 X 


547. lim — 


e ax - 



X 


x—o sin ax — sin (3x 
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548. lim —5 - ^ (a > 0). 

x-^a — aP 

550. lim 巧 ._ ±0 竺 . (a>0) 

h—0 h 2 

552* lim n( \fx — 1) (x > 0). 


549• lim 


—b x 一 


(a > 0 ) 


551. lim 


(x + a) x+a (x^b) x ^ b 


(a + a + 6)2x+a+6 


553. lim n 2 ( yjx 


+ ^/x) (x > 0 ) 


554. lim (- ~~— I (a > 0 ,6 > 0). 

n—oo \ a J 

555. lirn^ ( ( a >0,6>0). 


556. lim 

x—^0 


a x + 妒 + c x 


(a > 0,6 > 0 ，c > 0 ). 


557. lim 

x —>0 


a x+1 + b x+1 + c x+1 


Oj -f- b " 4 " c 


(a > 0,6 > 0 ? c > 0 ) 


558. lim 

x—^0 


a x + 6 : 
a x -f b 


(a > 0,b> 0) 


559. 


h^f^( a>0 ’ 6>0 ) 


561. (a) lim 


ln(l + 3 X ) 
ln(l + 2 X ) 


560. lim ---- (a > 0) 

x—^a a x — x a 

(b) lim m 

; >+oo ln(l + 2 工） 


562. lim ln(l + 2 x )ln 1 + - • 

x—+oo \ X / 


563_ lim (1 — x) log x 2 


564. 证明 : 


lim —— 

—+oc a x 


(a > l，n > 0 ) 


565. 证明 : 


lira 

—+oo 


log a x 


X 6 


(a > l，e > 0 ) 


求下列极限 : 

566. (a) lim 


567. lim 


ln(x 2 + e x ) 
o ln(x 4 + e 2x ) 
ln(l + xe x ) 




怎一 0 \n(x 4 - V1 + x 2 ) 

568. lim [(x + 2)ln(x + 2) — 2(x + 1) ln(x + 1) + xlnx]. 

x—^+oo 


569. lim 


5 。 m( ， lna).ln 


(a> 1) 


570 . lim f ln ^^. ln ~2-±l 

x-y^oo \ a ； + \/a; 2 — 1 x — 1 
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571. lim 

x—^0 


vl + xsiiix — 1 


〆 一1 


57^ lim 

x—^O 


cos(xe x ) — cos(xe~ x 

x 3 


X 2 + l 


573. lim (2e^ - l) 


X 


574. lim(2-x) sec f. 


X 


575. lim 


1 - sin a+/3 


x 


T -亏 ^/(l — sin a x) (1 — sinf 3 x) 


(a > 0 , /? > 0 ). 


576. (a) lim ^ 

、 ’ : r—0 X 


(b) lim 

x—^O 


cosh x — 1 
x 2 


(c) lim ( 参考习题 340). 

x ^^0 3 / 


577. (a) lim 


sinh 2 x 


X 


5 ln(co _( 参考习题 340); ^ 


sinh yx^rx — sinh \lx 2 — 


x 


cosh a: 


578. (a) lim 


x—►a 


sinh x — sinh a 


x — a 


(b) lim 


x—^a 


579. (a) lim (x — In cosh x); (b) lim 


cosh x — cosh a 


x — a 

gSin 2x _ gsin x 


(c) lim 


In cosh x 


x-^o In cos x 


X—> + oo 

TT v Tl 

cosh — 

580- lim 1 n 

n—^o 


x—^0 


tanhx 


2 


TC 


cos 


n 


582« lim arccos (^/x 2 + x — x). 

X—^+OO \ ’ 

X 

584. lim arccot - _ . 
x—-oc Vl + X 2 


丄一 X 

581- lim arcsin -- • 

x—►oo 1 + X 

cc ~* 4 

583« lim arctan -- r^. 

x —2 (x - 2) 2 


585. lim 

h^o 


arctan(x + h) — arctan x 

h 


In 


586. lim 


1 + x 

1 — X 


x^o arctan(l + x) — arctan(l — x) 


587 - lim 

n—►« 


n arctan 


1 


n(x 2 + 1) + x 


^ /jt 

tann (i 


x 


2n 


588. lim x \ ^ 

x—^oo \ 4 


arctan 


x 


71 


x 


x + 1 


589. lim x - arcsin —p 

x—+oc V 2 Va; 2 + 1 


590. lim 

n—►CX 


1 + 


(- 1 ) 


n" 


n 


CSC 


(jrVl+n 2 ) 


591. (a) lim 


x—>0 X 


100 


e 


一古 : 


(b) lim xlnx. 

a:—►H-O 


592. (a) lim (\/x 2 + x — x) 

x—► —OO V / 


(b) lim (\/^ 2 + x — x) 


593. (a) lim (\/l + a; + x 2 — \/l — x + x 2 ); 

x—^ — oo x 7 


(b) lim (\/l x ^ — y/1 — x x 2 ). 


594 •设 


/ ⑻ =In 


x 


+ \/x 2 + a 2 


x + y/x 2 + b 2 


求 
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h 


lim f(x) — lim f(x). 

X—► + CX3 


X 


595. (a) lim arctan - 

x—^1—0 1 — X 

596. (a) lim —— 

一 o 1 + e - 


(b) lim arctan 

x—1+0 

㈦ 上 1 ?。 1 


1 


x 


丄 • 


597. (a) lim 

x—^ — oo 

598. 证明： 

(0 当 


ln(l + e x ) 


x 


(b) lim 

X—^ — C 


1 + e 
ln(l + e x ) 


x 


x 


— 00 时 


2x 


(b ) 当 x — +oo 时， 


599. 证明 : 


1 + x 
2x 

1 + x 


2 + 0 ; 


2 - 0 , 


(a) 当 : r — -0 时， 2 X ^1-0] 

(b) 当 a; — +0 时， 2 X — 1 + 0. 

600 . 设 f(x) = a; + [: r 2 ], 求 /(I)， /(I - 0)，/(I + 0). 

601 . 设 f(x) = sgn(sin:n::c )， 求 /(n)，/(n - 0), f(n + 0) (n = 0, 士 1，…）. 


求 : 


602. lim x\ I cos — 
x—^0 V X 


603. lim x 


x—^0 


604. lim sin(nV 几 2 + 1), 

n — ^oc 


X 
2 


605 _ lim sin J (jt\/n 2 + n) 


n—*oo 


606. lim sin sin … sin x, 

n—^oc 、 v 〆 

n 次 

607 • 设 lim if(x) = ^4 及 lin^ 4(a:) = _B , 则由此是否可推出 


x—^a 


lim ^((/?(x)) = J5? 


x—^a 


研究例子 : 


p(x) = \ Q 

a 


，十， , 是互 雜赚)’棒) 

X 为无理数， 


1， x 一 0, 

0, x = 0, 


并且 x — 0. 


608. 证明柯西 定理： 若函数 f(x) 定义于区间 （ a,+oo )， 且在每一个有限的区间 


(a, b) 内是有界的，贝 !l 

(a) lim ^ 

X—+OG X 

(b) lim [f(x)] 

x—+oo 

假定等式右端的极限都存在 . 


1 


lim [/(x + 1)-/ ⑻]; 

x—^+oo 

= lim /(:+ 1) (f(x) ^ C > 0), 

+oo /(X) UV ； h 


609. 证明 ：若⑴ 函数 f(x) 定义于区域 x > a; (2) f(x ) 在每一个有限的区域 


a < x < b 内是有界的； （ 3) lim [/(rr + 1) - f(x)} = 士 00 ,则 

^—► + 00 


f ⑻ 


lim 

x—+oc X 


±00. 
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610•证 明：若 ⑴函数/ ㈤ 定义于区域 a ; > a ； (2) f ( x ) 在每一个有限的区域 


a < x < b 内是有界的； （3) 存在着有限的或无穷的极限 


则 


lim 

^+oo 




X 


n 


i 


/ ㈤ 


n+ 


611. 证明: 


⑷ lim fl + -) n = e 

n~>oc \ fiJ 


x . 


(b) lim 

n-^oc 

612. 证明： 


x 


2 




X 


n 




n! 


=e x 


lim nsin(2jcen!) = 2jt. 

n—^oo / 


提示： 利用 72 题的公式 （*). 
作下列函数的图像： 


613. (a) y = 1 — x 


100 




614. (a) y 


x 


100 


615. y = lim 


1 + re 100 


x n - x~ n 


t (a ： > 0) 


(b) y = lim 


x 


n 


n—»oc 1 


X 


n ( X > °) - 


n—►oo x n + X~ n 


Or #0) 



616. y = lim aI x 2 -h . 

n—►oo 1/ 7^2 


617* y = lim y/l^x n (x ^ 0). 

n—^oo x y 


618^ y = lim 

n-^cx 



2 \ Tl 

1 + ^+1 y ) ( 00 ) 


619. y = lim 


n +2 


n 


V22n + (DO). 


620* (a) y = sin 1000 x: 


621. y = lim + (x ^ 0). 


(b) y = lim sin 2n x. 


n 


n 


622. y = lim (x - 1) arctan x 

n—^oo 7 


n 


623. y = lim yl -}- e 7 ^ 2 ^ 1 ). 

71 — ►OC 


624. (a) y = lim 


x + e tx 




625 ■⑷ y 


+oo 1 + e tx ’ 

, 2n 

x tan」 71 — 
lim - 4 


(b) y 


=lim - 

t—^x t 


; ln ， >0 ) 



y/x 


n 


tan 


2 n 


71X 


+i 


(x ^ 0 ); 


( b ) V = x sgn | sin 2 ( n ! jt2 ：)|； 

( c ) 作曲线 lim + \ y\ n ^ 1. 


71 — >OC 
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626 ,若有 


lim [f(x) - (kx + 6)] = 0, 

x~>oc 


则直线 y = kx + b 称为曲线 y = /㈤ 的（斜）渐近线.利用此方程推出渐近线存在的充 
分必要条件 . 


627. 求下列曲线的渐近线并作其 图像 : 

⑷ 2/ 


x 2 + x — 2 


(b) y = y/x 2 -f x 


(c) y = \/x 2 — x 3 


( d ) y = 

求下列 极限 : 


628. lim 

n— 


xe 


X 


e x ~1 


(e) y = ln(l + e x ); 


(f) y = x + arccos — 

x 


x 


n+l 


X 


n+2 



• (n+l)! (n + 2)! 


+ 


_ ♦ _ 


+ 


x 


2 n 


(2n )〔 


629. lim[(l+^)(l+ x 2 ){l + j： 4 ) ••• (l + x 2n )], ^ \x\ < 1. 


n 

6S0. lim (cos ^ cos 王 … cos — 
n—►oo V 2 4 2 n 


631 •设 




X 


其中 iP(x) > 0, 再设 n 


— 00 


时 


a 


mn 


0 Tp(x) 

4 0 (m = 1,2,… ， n), 换言之，对于任意 e > 0, 


存在正整数 N ( e ), 当 m = l ，2, …， 打且71> N ( s ) 时0 < | a mn | < e . 

证明： 

lim [c^(a ln ) + (p(a 2n ) + ■ •. + <f(a nn )] = lim [ip{a ln ) + ^(a 2n ) + . ■. + ^(a nn )}, (1) 

^ OO 

此处假定等式 （ l ) 右端的极限存在. 


利用上述定理 ，求 : 


n 


3 




n 


633* lim 

n—^oo ^ 


.ka 
sin 


k 


632. lim V 

n—^oo ^ 
fc=l 

71 n / 

634. (a7 - 1) (a > 0). 635. lim jQ f 1 + 

fc=l 打 ― °° 允 =1 \ 


n 


2 


上 

n 2 


n 


636. lim |"f cos 

n—^oo H 


ka 


k 




637.1. 数列〜由以下的等式所给定 


xx 


y/a 


X 2 


求 lim x n . 


ya + \/a, X 3 = Ja-\- Ja + y/a 


(a>0) 


n—oo 


637.2. 数列 ; r n 按下述方式给定 : 


求 lim x n . 


^1 =0 ， X 2 = 1, x n = -(Xn-! + x n _ 2 ) (n = 3, 4, ■ * ■). 


n 



637.3. 数列 2M 借助于数列〜，由下述关系式 定义： 

2/0 = Xo, Vn = x n - ax n ^i (n = 1 ， 2, 




其中 |a| < 1 •若 lim ：= 6 ,求 lim x 

n—>oo n~^oo 

637.4. 数列按下述方式 给定： 


Xq 


求 lim x n . 

n—►OC 


l + 


(n = 1 ， 2, 


• 参 4 


提示：考虑〜 与方程 X 

638 . 函数序列 


+ X 


的根之差 


Vn = Vn{x) (0 ^ X ^ 1) 


用以下的方法来 确定 : 


求 li 


⑷ 2/1 = | ； 2/n = | - (n = 2,3,…); 

(b) yi = 吾， 2/n =吾 + (n = 2,3,… _)• 


im y n . 

— DC 

639.1 •设 x > 0 且 y n = y n _i(2-xy n -i) (n = 1,2, 




证明：若队 > 0 G = 0, 1) 


则序列收敛且 


lim y n 


提示：研究差 


Vn* 


639.2. 为了求 y = 斤，其中 z > 0, 应用如下的 步骤： 如 > 0 是任意的 


Vn 


证明 : 


2 卜 1 + 


(n = 1 ， 2, 




lim y n = y/x. 


提示： 利用公式 


Vn- \/x 
Vn + Vx 


Vn-l - Vx \ 
Vn-1 + vW 


2 


(n > 1) 


640 . 为了求开普勒方程 

x — esinx = m (0 < e: < 1) (1) 

的近似解,假设 

xo = m ， o：i = m + esinxo, •…， x n =m + £sinx n ^i, ", 

(逐步逼近法). 

证明： 存在 $ = lim & ， 且数 $ 为方程⑴的唯一 的根 . 

n— +00 

6 虹•若 to h (f) 为函数 f(x) 在区间 \x-^\^h{h>0) 上的振幅，则数 

^o(/) = lim tj h (f) 

n—►O 
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称为函数 / Or ) 在（点的振幅. 

若 f(x) = 0, 而在 : c # 0 时 f(x) 为下列函数，求 f(x) 在点 z 



(a) f(x) =sin-; 


(b) f(x) 


COS 


⑷ f(x) = x ( 2 + sin - j ; 


(d) f(x) = — arctan — 

JT X 


(e) f(x) 




sinx 


( f ) / ⑷ 


1 + e 


(g) / ⑷ =(i + M) 


642 •命 


/ ⑷ =sin- 


证明 : 对于满足条件 —1 < a < 1 的任何数 a ， 可以选出数列 :r n — 0 (n = 1 ， 2 , ... ），使得 

lim f(x n ) = a. 


643 •设 


(a) f(x) 


(c) f{x) 


sin 2 — I —— arctan — 
x 7t x 


(b) f(x) = (2 — x 2 ) cos 


求 


l = lim fix ) 和 L = lim/(a:). 

x—>0 o 


644 .设 


(a) f(x) = sinx; 
(c) f(x) = 2 sinx2 


求 


(b) f(x) = x 2 cos 2 x; 

(d) /w = 1 + ,w, 00 0) 


lim f(x ) 和 L = lim f{x). 


§6. 符号 O 

l . 记号 

( fi ( x ) = 0 ( ip ( x )) 当 : c G X 

表示： 存在常数 A , 使得 

|^(^)l ^ 乂 10( 工 )1 当 ; r € X. (1) 

若在点 a a ) 的某个邻域 C / a 内不等式 （1) 成立，类似地可写出 

^ p { x ) = 0 ( tp ( x )) 当 ; r —»■ a . (2) 

特别地，若当 a : G t/a 卜# a ) 时 i ){ x ) / 0, 则只要存在有限的胃/ 0,关系式⑺就显 

然成立.在这种情形下使用记号 " 


§6. 符号 O 
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= 0\i)(x)). 


若 


lim = /c / 0 { p > 0), 

x^O XP V f 

则称 C^(x) 为关于无穷小量 0： 的 p 阶无穷小量.类似地，若 

lim ^- = k ^0 ( p >0), 

工 — oo 工 P / 、尸 ” 

则称 狀 X ) 为关于无穷大量^的 P 阶无穷大量. 


2. 记号 


^ p { x ) = o ( / ip ( x )) 当 x — a 


表示 


其中当 


x — ^ 


<f(x) = a{x) f ip(x) (x e U a ^x ^ a)^ 
a 时 a ( x ) — 0. 若当 ： c e t/ a ，x # a 时 ^( x ) + 0, 则等式 （3) 等价于 


(3) 


lim 



3 •若 


^(x) 


= 0 


^ p { x ) — i ){ x ) = o ( / ip ( x )) 当 a ; 


—^ a 


⑷ 


则称函数 P(X) 与 ip ( x ) 当: c 4 a 时是等价的 (< p ( x ) - iP ( x )). 若当 : c e t/ a ，:r / a 时 ip { x ) ^ 0 
则由⑷有 

lim& = L 


0(X) 


当 


X 


0 时，成立如下的等价关系: 


sinx 〜： c ; tanx 〜 x ; a 37 — 1 〜 a ; In a (a > 0); 

ln(l + x ) ~ a ;; y/l -f x — 1 〜王 ■ 

n 

一 般而言， ip ( x ) 4 - o(p(:c)) 〜 < p { x ). 


在计算当 x->a 时两个无穷小（或无穷大）函数之比的极限时，可用等价的函数来替换所给 


函数. 


645. 把圆心角 AOB = z (图 4 )当作1阶无穷小量，求下列各 


无穷小量 的阶: 


Ai 


C 


Bi 


⑷弦 AB; 

(b) 拱高 CD; 

(c) 扇形 AOB 的面积； 

(d) 三角形 ABC 的 面积； 

(e) 梯形 ABBrAt 的面积 ； 

(f) 弓形 ABC 的面积. 

646.设 0 (/( z )) 是当: c — a 时比函数 f ( x ) 低阶增长的任意函数，并且 0(/(:r)) 

是当 x — a 时与函数 / Or) 同阶增长的任意函数，其中 f ( x ) > 0. 



证明: 


(a) o ( o { f { x ))) =o(/(x)); 


(b) 0( o ( f ( x ))) = o ( f { x ))] 
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(C) o(0(f(x))) = o(f(x))- (d) 0(0(f(x))) = 0(f(x)y, 

(e) 0(f(x)) 4 - o(f(x)) - 0(f(x)). 

647. 设 ; r—^0 和 n>0. 证明： 

(a) CO(x n ) - 0(x n ) (C^O 为常 数 ) ； （ b) 0(x n ) + 0(x m ) = 0(x n ) (n < m); 

(c) 0(x n )0(x m ) = 0{x n+rn ). 

648. 设 x — +oo, n > 0. 证明： 

(a) C0(x n )=0(x n ) (C 为常 数)； 

(b) 0(x n )^ 0(x m ) = 0(x n ) (n>m); 

(c) 0(x n )0(x m ) = 0(x n+m ). 

649. 证明符号〜具有如下 性质： 

(1) 自反性 : (f(x ) 〜 

(2) 对称性：若 (p(x) ~ 分 (: c), 则 ^(x) ~ ^>(x); 

(3) 传递性：若 (p(x) 〜 V?㈤ 及 ip(x) 〜 x(z ), 则 ~ xh). 

650. 设 : r — 0, 证明下列 等式： 

(a) 2x — x 2 = 0(x); 

(c) xsin — = 0(|x|); 

X 

(e) yx + 如 〜 -/x ~ 

(g) (1 + x) n = 1 + nx + o{x). 

651. 设 ; r — -fcx). 证明下列 等式： 

(a) 2x 3 — 3x 2 + 1 = 0(a; 3 ); 

(c) x + x 2 sinx = 0(x 2 ); 

(e) lnx = o[x £ ) [s > 0); 

(g) i/x + y/x 〜 y/x] 

652.1. 证明 ：当 : c 充分大时，下面的不等式 成立： 

(a) :r 2 + 10a: + 100 < O.OOlx 3 ; (b) In 1000 x<^; 

(c) x 10 e x < e 2x . 

652.2. 证明渐近 公式： 当 : r +oo 时， 

\/x 2 -\-px-\-q =二 + 誉 + O ( 王 ) ■ 

653. 设 : c — 0. 分出下列函数的形如 Cx n (C 为常数）的主部,并求其对于无穷小 
变量 : c 的阶： 

(a) f(x) =2x- 3x s -\-x 5 ; (b) f(x) = y/1 + x 一 y/Y^ x; 

(c) f(x) = \/1 — 2x — y/1 — 3x; (d) f(x) = tanx — sinx. 


(b) x sin ^/x = 0(xi); 


(d) Inx = o 


x e 


(^>0) 


(f) arctan - = 0(1); 

x 


(b) 


: r +1 
x 2 + 1 


O 


x 


, 1N arctan x ^ / 1 

(d) -- - = 0 


1 + x 2 


x 2 


(f) x p e~ x = o 


x 1 


(h) x 2 + x In 


100 x ^ x 2 


654. 设 x — 0. 证明： 无穷小量 


⑷/0) 


In a : 


( b ) /⑻ 




无论对任何的 n , 也不能与无穷小量 x n {x > 0) 相比较. 
都不成立，式中为异于零的有限量 z 


BP ， 对于任何的 n ， 等式 


655.设 rr 


1. 分出下列函数的形如 C(：r - l ) n 的主部，并求其对于无穷小量 


x - 1 的阶: 


⑷ f ( x ) =工 3 — 3 x + 2 

(C) f ( x ) = lnx; 

( e ) f ( x ) = x x - 1 . 


(b) /O) 


v/l — \ fx \ 


( d ) f ( x ) = e x — e 


656. 设 x 


设 x — + oo •分出下列函数的形如的主部，并求其对于无穷大量: c 的阶 

o r 5 

( a ) f { x ) = x 2 4 - 100 x + 10 000; ( b ) f ( x ) = 3 ^ +1 ; 


( c ) f ( x ) 


x 2 — x + ^/ x \ 


(d) /o) 


1 + \/l^h y/x. 


657. 设 : r —> + oo . 分出下列函数的形如 (7 


的主部，并求其对于无穷小量 


的阶: 


⑷/⑻ 
( c ) / 0 ) 


X + 1 

X 4 + 1 5 


( b ) f ( x ) 


X 1 — y/x] 


x + 2 — 2 \/x + 1 + yfx \ ( d ) f ( x ) = — sin — • 

x x 


658 •设 ： c 


― > 


i . 分出下列函数的形如 c 


x — 


的主部，并求其对于无穷大量 


X — 


的阶: 


( a ) f ( x ) 
( c ) f ( x ) 
0 )/ 0 ) 




vl — X 3 

\nx 

( l ~ x ) 2 ' 


( b ) /O) 
⑷ / ⑻ 


1 + X 




sinjrx 


659. 设 X —> +oo, fn{x) = x n (n = 1,2,3, •--). 证明： 

(1) 每一个函数 f n (x) 都比其前面的一个函数 U^ix) 增加 得快； 

(2) 函数 # 比函数九 (a:) (n = l ， 2,...) 中的每一个都增加得快 . 

660. 设 X — +oo, fn(x) = y/x (n = 1,2,3, • - ■). 证明： 

(1) 每一个函数 fn(x) 都比其前面的一个函数 U^X) 增加 得慢； 

(2) 函数 /(;r)=i na ： 比函数 / n ( ： r)(n = l,2, … ）中的每一个都增加得慢 . 

661. 证明： 对于任意的函数序列 

/l(Z), f2(x), … ， f n (X )， … (X Q <X < +00 )， 

可举出一函数 /(a;) ， 当 X — +oo 时它比函数 / n (;r)(n = 1,2, ■■■) 中的每一个都增加得快 
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§7. 函数的连续性 

1. 函数的连续性 .设 

lim f ( x ) = f ( x 0 ), ⑴ 

X 一 >XQ 

即，函数 f { x ) 对= ;r 0 有定义，并且对于每一个 e > 0 , 都存在 （5 = ^(e:,x 0 ) > 0,使当 
> 一 仰| < 6时，对于 f ( x ) 的有意义一切值,不等式 

I/O) — /( 工 o)| < e 

都成立.此时，称函数 f ( x ) 当: c = 时（或在点: To) 是连续的. 

若函数 f ( x ) 在所给集合X = {z} (开区间，闭区间等等）上的每一点都是连续的，则称函数 
f ( x ) 在集合 X 上是连续的. 

若某值抑属于函数 />) 的定义域久= {x} 或为此集合的极限点，而当: c = 吻时， 等式⑴ 
不成立（即，或者 （a) 数 f ( x 0 ) 不存在，换言之，函数在点 rr =仰没有 定义； 或者 （b) lim /(:c) 

X ― >Xq 

不存在，或者 （ C ) 公式 （1) 的两端虽有意义，但它们不相等^则称帥为函数 f ( x ) 的间断点. 

间断点如分为两类： （1) 第一类间断点 ——在这些点存在有限的单侧 极限： 

f(xo — 0) = lim /㈤ 和 f(xo + 0) — lim f ( x ). 

ct— xq —0 x —^ xq +0 

(2) 第二类间断点 —— 其余的一切间断点.差 

f(xo + 0 ) - f ( x 0 - 0 ) 

称为函数在点抑的突跃. 

若等式 


f(xo - 0) = f(x 0 + 0) 

成立，则间 断点: r 0 称为可去的.若极限 f ( x 0 - 0) 或 /(xo + 0) 中至少有一个等于符号 00 ,则称 
x 0 为无穷型间断点. 

若等式 


f{xo — 0) 二 / Or 。） （或 f(x 0 + 0) = f{xo)) 

成立，则称函数 f ( x ) 在点吻 左 （或 右）连续. 函数 f ( x ) 在点 o ;。 连续的充分必要条件为下面三 
个数 相等： 


f(xo - 0) = f(x 0 + 0) = f{xo). 

2. 初等函数的连续性. 若函数 /Or ) 和 g(x) #x = x 0 连续，则函数 
( a ) f(x)±g(x); ( b ) f(x)g(x)] ( c ) (g(x 0 ) ^ 0) 

也在 x = xo 连续 . 

特殊情形 ：（ a ) 有理函数 


P(x) = ao + a\x H - h a n x 


对任何的 x 值都是连续的； （ b ) 分式有理函数 



= 


ao + aix H - h a n x n 

bo + bix +- f- bmX m 


对所有不使其分母为零的 x 值,都是连续的. 
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一般地说，基本初等函数： ； r n ， sina :， cosa :， tan ; r ， a x ， log a ; c ， arcsina ;， arccos ; r ， arct ; anx ， …在 
一 切使其有意义的点都连续. 

更为一般的结果 如下： 若函数 f(x) 当=加时连续，函数 g(y) 当 y = f(x 0 ) 时连续,则函 
数 g(f(x)) 当 a ; = ； r 0 时连续. 

3. 关于连续函数的基本定理. 若函数 f(x) 在有限的闭区间 [a,b] 上连续，则： （1) 函数 f(x) 
在此闭区间内是有界的； （2) 达到其下确界 m 和上确界 M (魏 尔斯特拉斯定 理)； （3) 在每一个区间 
( a , 0 ) C [ a , b ] 中，函数取到所有介于 /( a ) 和/⑼间的值 （柯西定 理).例如，若 /( a )/(/3) < 0, 
则可找到一个数值 7 (a < 7 < 奶，使得/(7) = 0. 

662. 已给连续函数 y = f(x) 的图像，对于给定点 a 与给定数 £ > 0 ,用几何方法 
表示出这样的数 5 >0, 使当 |a: — a| < (5 时， |/( ： r) - /(a)| < 

663. 需要制造一块边长 : r Q = 10 cm 的正方形金属板，其面积 y = x 2 与设计值 

y 0 = 100cm 2 之差不可超过： （ a) 士 lcm 2 ; (b) 土 0.1 cm 2 ; (c) 土 0.01 cm 2 ; (d) 士 ecm 2 , 问 
其边长 x 可以在什么范围内变化？ 

664. 立方体的边介于 2m 和 3m 之间，在测量此立方体边长 x 时容许怎样的绝对 
误差 A, 方可使计算立方体体积时的绝对误差不超过： （ a) e = 0.1m 3 ; (b) £ = 0.01m 3 ; 
(c) e = 0.001m 3 ? 

665. 问在 ： = 100 的尽可能多大的邻域内，函数 y = 的图像的纵坐标与 

如 =10 之差小于 e = 10- 71 (n 彡 0)? 求当 n = 0,1 ， 2,3 时这个邻域的大小 . 

666. 利用 “e- 尸语言， 证明： 函数 f{x) := a 2 当 : r = 5 时 连续 . 填 下表： 


£ 

1 

0.1 

0.01 

0,001 

♦ •壽 

5 







667. 设 f(x) = -,£ = 0.001 . 对于数值邶 = 0.1; 0.01; 0.001 ; …求岀最大的正数 

X 

占 = 5(e, xo)^ 使得可从不等式 |x -xo|<5 推出不等式 \f(x) - f(xo)\<e. 

可否对于已知的 e = 0.001 选出这样的 5>0, 使它对区间（ 0, 1 ) 中的一切吻值都 
适用？换言之，可否找到这样的 6 > 0, 使得只要 b - x 0 | < & 就有 \f(x) - f(x 0 )\<s, 
而不论 a; G e (0,1) 为何值？ 

668. 用语言以肯定的方式表述以下 论断： 函数 /Or) 在点 : cq 有定义，而在 
这一点不连续 . 

669. 设对于某些数 e>Q 可找到对应的数 6 = S(£,x o )>0, 使得只要 |x-Xo| <S, 
则 |/(^) - / 卜 。）| < 二 

若 （ a) 诸数 e 组成一有限的 集合； （ b) 数 e 组成分数 e _ (n = 1,2, •. •） 的无穷 

集合，则可否断定函数 f(x) 在点邱连续？ 

670. 设已知函数 


f(x) = x + 0-001 [x]. 

证明对于每一个 e > 0.001, 可以选出 J = S(e,x) > 0, 使得只要 |a/ — x| < 么贝 ! J 
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\ f { x f ) - f { x )\< e . 然而，当 0 < e < 0.001 时，对于所有 x 值都无法选出这样的 5. 

这个函数的连续性在哪些点遭到破坏？ 

671. 设对于每一个充分小的数 J > 0, 都存在 e = e ( S , x o )>0, 使得只要 |x-x 0 | < 
S 则不等式 \ f ( x ) — f ( x Q )\ < £ 成立.由此是否可知函数 f ( x ) 在 r = 吻连续？这些不 
等式描述了函数 f ( x ) 的什么性质？ 

672. 设对于每一个数 e > 0, 都存在数 J 邱 ）> 0, 使得若 \ f ( x )~ f ( x 0 )\< e , 

则 |x - 卻 | < 由此是否可知函数 /Or) 在 : c = 卻连续？这些不等式描述了函数的什 

么性质？ 


673. 设对于每一个数 5 > 0, 都存在数 e = 咖 , x 0 ) > 0, 使得若 |/(rr) — f(x 0 )\<e, 
则 |x - 邱 | < 由此是否可知函数 f(x) 在 a; = 连续？这些不等式描述了函数的什 
么性质？ 


研究例子 : 


/㈤= 


{ arctanx ， 

71 — arctanx, 


X 为有理数， 
: C 为无纖 . 


674. 利用 “e-5” 语言证明下列函数的连续 性：⑷ ax^b; 
(e) ^/x\ (f) sinx; (g) cos a:; (h) arctanx. 


(b) x 2 ; 


(c) X 3 ； (d) y/x ； 


研究下列函数的连续性并绘出其图像 


675. f(x) 


X 


1 


677. f(x) 


(1 + x ) 2 ， 


任意值 


x 一 一1， 


X = — 1, 


678 •⑷ /i(a;) 


sinx 


x 


x 一 0, 


x = 0 


676. f(x) 


(b) /2 ⑻ 


X 


2 


x-2' 


A 


^ ^ 2, 


x = 2. 


smx 


x 


a; / 0, 

x = 0- 


679. f(x) 


sm — 
x 


x 一 0, 


任意值 ， x = 0. 


681. f(x) 


e 


0 




X / 0, 

a: = 0. 


683. f(x) = 
685. f{x)= 


xlnx 2 ^ a: — 0, 


a 


x = 0. 


x 


680. f(x) 




682. f(x) 


a: sin —, x ^0, 
x 


0 


a; = 0. 


1 


, ~ , 工 — 1 ， 

1 + e ®- 1 

任意值， x = 1. 


684. f(x) = sgnx. 
686. f(x) = ^/x — [y/x 


求出下列函数的间断点并研究这些点的 性质 : 


687. y 


x 


(1 + x ) 2 . 


688. y 


1 + x 
L + x 3 
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689. y 


x 3 — Sx + 2 


690. y 


x + \ 


691. y 


sinx 


693. y = cos 


692. y 


1 — COS 71X 


694* y = sgn (sin 


in^. 

xJ 


cos 


695. y 


cos 


696. y = arctarx 


697^ y = \fx arctan 


698. y = e x+ 圭 


699* y 


In〆 


700- y 


1 — e 1 ^ 


研究下列函数的连续性并绘出其大略 图像 : 


701. y = sgn(sinx) 
703. y = x[x]. 


702. y = x — [x]. 
704 .y = [x] sin 7ix 


705* y = x 2 — [x 2 ]. 


706 - y 


707. y 


708* y = sgn cos 


709. y = ^2 sgn 


( sin 3 


711. y = sec 


710* y = cot —. 

x 

712.y=(-l)[ a 


2 


713. y = arctan - + - 

V x x 




+ 


714-y 


x 2 sin 2 x 


715. y 

nr.y 


sin(x 2 ) 


e~i. 


719. y =tanh 


2x 

1 — x 2 


研究下列函数的连续性并作出其图像 


720 . 没 = 


722. y 


lim \/1 + 


716. y = In 


(x + l)(x — 3) 


718. y 


1 -e 一戈 


n x — n~ x 




723. y 


lim cos 2n x. 


724. y 


lim 

n—>oo 


1 + (2 sina;) 2n 


725 - y 


lim [x arctan(n cot x)} 
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726. y 


lim 



x + x 2 e nx 
1 + e nx 


728. y = lim (1 + a:) tanh tx 

^ + 00 

729. 函数 


f ⑻ = 



727. y = 


lixn 

i—^+oc ln(l + e 4 ) 


0 < x < 1 ， 
1 <x^2 


是否连续？ 

730 •设 

/ ㈤ 十， 

I a + x ， x ^ 0. 


怎样选择数 (2, 可使函数 f(x) 连续 ? 


731. 研究下列函数的连续性并说明间断点的 性质 : 


⑷/㈤= 



0 ^ x ^ 1, 
1 < x ^ 2; 


(b) f(x ) = 


(c) f(x)= 


(e) /㈤ = 


( 71X 

I cos T 
1 - 1 

{ sin nx^ 

o ， 


㈣ 彡 1 ， 

|x| > l; 

x 为有理数， 
x 为无理数 . 


⑷ /(x) = 


J X ， \x\ ^ 1, 

又 1， |x| > 1; 

f cot 2 Jta:, x 非整数， 
10, : T 为 整数 ; 


732. 函数 d = d ( x ) 是数轴 Or 上的点 x 与由线段 0 彡 t 彡 1 及 2 彡所构 
成点集间的最短距离 . 求函数 d 的解析表达式，作出其图像并研究其连续性 . 

733. 图像五由高为 1 底为 1 的等腰三角形及底为 1 高 H 


为 2 及 3 的二矩形构成（图 5). 函数 *5 = S(y) (0^y< +oo) 
是图像 E 介于平行线 F = 0 及 F = y 之间的那一部分面 
积，而函数 6 = 6(y) (0 彡 y < +oo) 是用平行线 Y = y 去截 
图像所得截痕之长 . 求函数 S 及 6 的解析表达式，作出它们 
的图像并研究其连续性 . 

734. 证明： 狄利克雷函数 



X㈤= 

对于每个 : c 值都是不连续的 . 

735 . 设有函数 



图 5 


/㈤= ^x(x), 

式中 X(x) 为狄利克雷函数（参阅上题 ) ，研究函数 f(x ) 的连续性并作出它的草图 . 

736. 证明： 黎曼函数 

f x = 其中 m 和 n 为互素的数， 

f(x) = I n n 

I 0, x 为无理数， 
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当; r 取任一个有理值时是不连续的,而当: n 取任一个无理值时是连续的.作出这个函数 
的草图. 


737. 研究函数 

( 71X 

f ( x ) = J 

1 14 

的连续性并作出此函数的草图. 


^为既约的有理分数- ( n > l ), 

T \ 

X 为无理数 


738. 函数 f ( x ) 


1 — COSX 
X 1 


当自变量; r 取一切非零值时都有定义.为了使此函数 


在: Z ； = 0时连续，应当以什么数值作为函数在点^ = 0的值? 


739. 证明： 无论怎样选取数/( I )，函数/⑷=在 : r = 1时都是不连续的. 

740. 下列函数/ ㈤ 当 z = 0时没有意义.定义 f {0) 晶值，使得 /㈤ 在$ = 0 连续: 


( a ) /0)= 


y/1 + X — 1 


( b ) f ( x )= 


tan 2 a : 
x 


( c ) f ( x ) = sinxsin —; 

x 


( d ) f ( x ) = (l + x ) i ; 


(e) /W = ^e-^; 

( g ) f ( x ) = xln 2 x . 


( f ) f ( x ) = x x (x > 0); 


74 1•设 ：（ a ) 函数 f ( x ) 当 x = 耶时是连续的，而函数 〆 : c ) 当 x =吻时是不连续 
的； （ b ) 当 x = 吻 时函数/(4和 〆 : c ) 二者都是不连续的，则此二函数的和 f { x )+ g { x ) 
在已知点:是否必为不连续的？举出适当的例子. 


742 ■设 ：⑷ 函数/ ㈤ 于: r 0 连续，而函数咖） 于耶 不 连续； （ b ) 当 ： c =邱时， 
函数/(4和 〆 x ) 二者都不连续，则此二函数的乘积 f ( x ) g ( x ) 在已知点; co 是否必不连 
续？举岀适当的例子. 


743. 可否断定不连续函数的平方仍为不连续函数? 
举出处处不连续但其平方连续的函数的例子. 


744. 研究函数/[分(: c )] 和 g [ f ( x )) 的连 续性： 

( a ) f ( x ) = sgnx 及 g ( x ) = 1 + x 2 ; ( b ) f ( x ) = sgnx 及 g ( x ) = x ( l - x 2 ); 

( c ) f ( x ) = sgnrr 及 g ( x ) = 1 + x — [ x ]. 

745 . 设 


/ ⑷ = 



0 < u < 1 ， 
1 < u <2, 


咖） = 



X 为有理数， 
X 为无理数， 


其中0 < X < 1. 

研究复合函数2/ = f ( u ) 的连续性，其中= < p ( x ). 
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746. 证 明：若 f ( x ) 是连续函数，则下列函数也是连 续的: 


F i x ) = 1/㈤ 

747. 证明： 若函数 f ( x ) 是连续的，则函数 

{ — c ， f ( x ) < -C, 

/ ㈤ ， |/Or)|<c ， 
c ， f ( x ) > c 

(式中 C 为任意的正数）也是连续函数. 

748. 证明： 若函数 f ( x ) 在闭区间 [ a , 6] 上连续，则函数 

m ( x ) = inf {/⑹}和 M ( x ) = sup {/⑹} 

在上也是连续的. 

749. 证明： 若函数/ ㈤ 和 〆X )是连续的，则函数 

= min [/(; r )， g { x )] 和 i ；( x ) = max [/( x ), g ( x )\ 

也是连续的. 


750. 设函数 f ( x ) 在闭区间 [ a , b ] 上有定义并有界. 证明： 函数 

m ( x ) = inf {/⑹}和 M ( x ) = sup {/( O } 

a^<x 

在闭区间上是左连续的. 

751. 证明： 若函数 f ( x ) 在区间 a ^ x <+ oo 上连续，且有有限的 


则此函数在已知区间上是有界的. 


lim 

X— ^+00 


/⑻， 


752. 设函数 f ( x ) 在区间（吻， + 00 ) 上连续并有界. 证明： 对于任何数 r , 可求得数 
歹 ！ J — +00,使 


lim [ f ( x n + T ) - f ( x n )] = 0. 

n—>oo 

753 •设 ( f { x ) 及 ip ( x ) 为定义于 - oo <x < H - oo 的连续周期函数，且 


lim [ fix ) — = 0- 

—+oo 


证明： ^ p { x ) = ^( x ). 

754. 证明： 单调有界函数的一切间断点皆为第一类间断点. 

755. 证明： 若函数 /(岣 具有下列性质： （1) 在闭区间 [ a ，&] 上有定义且 单调； （2) 取 
介于 /( a ) 和/(6)之间所有的数作为其函数值，则此函数在 [ a , 上连续. 


756. 证明： 函数 


/⑻ 


sm 


x ~ a 


x + a 


x 


a 


在任意闭区间 [ a ,6] 上取介于 /( a ) 和/(6)之间的一切中间值,但在 [ a , 6] 上并不连续. 

757 .证 明： 若函数 /㈤ 在区间 ( a , b ) 内连续，且外外…，〜为此区间中的任 
意值，则在它们之间可找到一个数值纟，使得 

/(0 = ^[/(^ l ) + /(^ 2 ) + ** 


+ /(〜)]. 
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758. 设函数 f { x ) 在区间 （ a ，&) 上连续，且 

I = lim fix ). L = lim /( a ;). 

证明：对于满足 I ^ X L 的任意的数 A ， 存在数列^ a (n = 1,2, ■ • ■), 使得 

lim f ( x n ) = A . 

n—^oo 


§8. 反函数.用参数形式表示的函数 


1. 反函数的存在性和连续性. 若函数 2 / = / (岣 具有下列性质： （1) 在区间 （ a , b ) 上有定义并 
连续； ⑺在此区间上是严格单调的，则存在单值的反函数$ ：= n 此函数在区间 （ a , s ) 上 
有定义并连续，而且是严格单调的，其中 

A = lim f ( x ) 和 B — lim fix ). 

x^a+O V J x^b-0 J V ’ 

连续函数 y = /( X ) 的多值反函数的一个单值连续分支,可被理解为在其有定义的最大区域上满 
足方程 f [ g ( y )] = y 的任何一个单值连续函数 : r = g ( y ). 

2. 以参数形式表示的函数的连 续性. 若函数 P ⑷和0⑷在区间 ( a ,/?) 上有定义并且连续， 
且函数^⑴在此 K 间上是严格单调的，则方程组 


x = cp(t), y = ^(t) 

在区间 （ a , 6) 上把 y 定义成: c 的单值连续 函数： 

y =伽― 1 ㈤ )， 

其中 a = lim (p(t) 及 6 = lim (p(t). 

t-^a+O v y t^0-O 


759. 求分式线性函数 


ax + b 

y = ^Td 


(ad — 6 c 一 0) 


的反函数.在怎样的情形下，反函数与已知函数相同？ 

760. 设 y = a ; + [ X ]，求反函数 x = x ( y ). 

761. 证明：存在唯一的连续函数 y = y (; r ) (-00 < x < + oc ) 满足开普勒方程 


y - £siny = x (0 ^ < 1). 

762. 证明： 对于每一个实数 (-00 < k < + oo ) 方程 

cot x = kx 


在区间 0 < X < JT 中有唯一连续的根 3： = X(k). 

763. 非单调的函数 y = f ( x ) (- OO < X < +00) 可否有单值的反函数？研究 例子: 


( x , X 为有理数， 
\~ x , x 为无理数. 


764. 在什么情况下，函数 y = f ( x ) 和反函数 z = f ~\ y ) 是同一个函数? 

765. 证明： 不连续函数 


的反函数是连续函数. 


y = (1 + x 2 ) sgnj ： 


766. 证明： 若函数/⑻在闭区间 [ a ,6] 上有定义并且是严格单调的，且 
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则 


lim x n 




求下列函数的反函数的连续单值 分支: 


767. y = x 


769. y 


2 


2 x 


+ X 2 


771. y = cos a :. 


768. y = 2 x — x 2 . 
770. y = sim 
772* y = tanx . 


773. 证明： 连续函数 y = l + sinx 在区间 0 < a ; < 2 jt 内的值域是闭 区间. 

774. 证明： 等式 


775. 证明： 等式 


arcsin x + arccos x =- 


arctan x + arctan — = — sgnx 
776. 证明反正切加法 定理： ^ 


(x ^ 0). 


x y 

arctan x + arctan y = arctan - h sn ^ 

i - 邱 


式中 e y ) 为取 0,1, -1 这三个值的函数. 

当给定 rr 的值时，对于怎样的？/值，函数 e 可能不连续？在 Oxy 平面上作出函数 
e 连续的相应区域，并求此函数在所得区域内的值. 

777. 证明反正弦加法 定理： 


arcsin x H - arcsin7 / = (—1) £ arcsin (^ xy/l — y 2 + y \/1 — a ; 2 ) + ejt 


式中 


i 0, xy < 0 或 x 2 + y 2 彡 1， 

I sgnx , > 0 和 x 2 + y 2 > 1. 


(|a:| ^ 1, |y| ^ 1), 


778. 证明反余弦相加的 定理: 

arccos x + arccos y = (— l) e arccos 

式中 


xy 


— \/l _ \/l - y 2 ) + 2 ne 


^ _ I 0 5 x + 

1 1 ? x + y < 0. 


(| x | 彡 l ，| y | < 1)， 


779. 作函数的 图像： 

( a ) y = arcsin x — arcsin y/1 — x 2 ; 

( b ) y = arcsin (2 x%/l — x 2 ) — 2 arcsinx . 

780. 函数 y = y(x) 由下面的方程 给出： 

x = arctan y = arccot t (~oo < t < + 00 )， 

求此函数.此函数的定义域是什么？ 

781•设 


x = cosht , y = sinht (—00 < t < + 00 ). 


. 函数的一致连续性 
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在参量 t 的哪些变化域中可以把变量 y 看作变量： r 的单值函数？求 y 在不同变化 
域上的表达式. 

782. 设^/对: r 的函数关系由方程组 

x = w ⑷， y = ^{ t ) {a < t < f 3) 

给出，问 y = yh ) 是单值函数的充分必要条件是什么？ 

研究例子： 

ey r \ 

x = sin y = cos t . 

783. 在怎样的条件下，两个方程组 

x = ip ( t ), y — ip { t ) (a <t < b ) 

和 

T = W(X(T ))， y = ^(xM) (a < r < /3) 

定义出同一个函数 y = y ( x )? 

784. 设函数 wb ) 和 ^ j { x ) 在区间 ( a ， b ) 内有定义并且连续，且 

A = inf B = sup ^p{x). 

o^KxKb a<x<6 

在何种情况下存在单值函数 f { x ) : 它在区间 （ A ， S ) 上有定义，并且当 a < x < &时 

棒、= 伽 ㈤ ]? 

§9. 函数的一致连续性 

1. 一致连续性的定义. 设函数 / Or ) 定义在集合 X = { x } 上（叉是开区间、闭 K 间等等)， 
若对于每一个£>0都存在5 = 6( e ) > 0,使得对于任何数值 e X ,由不等式 

| a /- a ："| <5 

可得不等式 

1 /(^) - f { x ，f )\ < £, 

则称函数 /&) 在 X 上为一致连续的. 

2. 康托尔定理. 在有限的闭区间 [ a , b ] 上有定义的连续函数 f ( x ) 在此闭区间上一致连续. 

785. 某工厂车间制造正方形平板，其边长 x 在1 cm 至10 cm 之间取值.当边长的 
允许误差6为何值时，不论制造多大的平板（边长在上述范围内)，其面积 y 与设计值之 
差都小于 d 考虑下列 情形： 

(a) e = lcm 2 ; (b) e = 0.01 cm 2 ; (c) £ = 0.0001 cm 2 . 

786. 圆柱形套筒的宽为 e ， 长为 (5. 将套筒套在曲线 y = ^上并使它沿此曲线 
滑动，但套筒的轴须保持平行于 0: c 轴 . 6应取何值，才可以使此筒顺利地经过此曲线 
上由 不等式 — 10 彡 o; 彡 10 所限定的部分？考虑下列情形： （ a) e=l;(h)s = 0.1; (c) 
e = 0.001; (d)e 为任意 小数. 

787 . 以语言用肯定的方式表达下述 论断： 函数 f ( x ) 在某集合（开区间，闭 
区间，等等）上连续，但在此集合上并不一致连续. 
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788. 证明 :函数 /( ㈡ =^在区间(0，1)上是连续的，但在此区间上并非一致连续的. 

789. 证明： 函数 /㈤ = sin ^在区间 (0,1) 上是连续的并且有界,但在此区间上并 

非一致连续的. X 

790. 证明： 函数 f ( x ) = sinx 2 在无穷区间 -oo < < + oo 上连续并且有界，但在 
此区间上并非一致连续的. 

791. 证明： 若函数 f ( x ) 在区域 a ^ x < +oo 上有定义并且连续，而且有限的 


lim f ( x ) 

怎一^+00 

存在，则/ ㈨ 在此区域上是一致连续的， 

792. 证明：无界函数 f ( x ) = x + sin 3；于全轴 —oo < x < + oo 上一致连续. 

793. 函数 f ( x ) = x 2 在下列区间中是否为一致连续的: （ a ) H ，0, 这里丨 为任意大 
的 正数； （ b ) 在区间（- oo ，+ oo ) 上？ 

研究下列函数在给定区域上的一致连 续性： 


794. f ( x ) = 


x 

4 — x 2 




796. f { x )= 


sin a : 
x 


(0 < a: < ji). 


795* f ( x ) = lna : (0 < x < !)• 


797. f ( x ) = 


e x cos — 

x 


(0 < a: < 1). 


798. f ( x ) = arc tan a : (— oo < a ; < + oc ). 

799. f ( x ) = y/x (1 < + oo ). 800. f ( x ) = a ; sin x (0 < x < 十 oo ). 

801.1. 证明： 函数 f ( x ) = 在每个区间 

X 

Jl = (―1 < X < 0 ) 及 J2 = (0 < X < 1) 


上是一致连续的，但在它们的和 


+ *^2 — {0 < \ x \ < 1} 


上并非一致连续的. 

801.2. 证明： 若函数 f(x) 在每一个闭区间 [ a ， C ] 与 [ c ，6] 上是一致连续的，则这个 
函数在合起来的闭区间 [ a ,6] 上也是一致连续的. 

802. 对于 e > 0,求使下列函数 /( a ) 在所给区间上满足一致连续条件的6 5⑷ 

(任意的!) ： 

( a ) f ( x ) = 5 x — 3 (—oo < x < + oo ); 

( b ) f ( x ) = x 2 —2 x ~ l (—2 ^ a : < 5); 

( c ) f ( x ) = ^ (0.1 彡 x < 1); 

X 

( d ) f ( x ) y/x (0 ^ a : < + oo ); 

( e ) f ( x ) = 2 sin a : — cosx (—oo < x < + oo ); 

(f) m = { x ^ 

I 0， x = 0 

803. 将闭区间 [1,10] 等分为多少段，就足以让函数 f ( x ) = x 2 在每一段上的振幅 


§10. 函数方程 
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小于 0.0001? 

804. 证明： 有限个在区间 ( a ， b ) 上一致连续的函数的和与积在此区间上仍是一致 
连续的. 

805. 证明： 若单调有界的函数 f { x ) 在有限或无穷的区间上是连续的，则此 
函数在区间 （ a ，6) 上是一致连续的. 

806.1. 证明： 若函数 f ( x ) 在有限区间 （ a , 6) 上一致连续，则存在极限 

A — lim f ( x ) 及 B = lim fix ). 

x-^a+0 J 

这个定理对无穷区间 ( a , 6) 是否成立？ 

806.2. 证明： 在有限区间 （ a , 6) 上有定义且连续的函数 /( X )， 可用连续的方法延拓 
到闭区间 [ d ，6] 上，其充分必要条件是函数 f ( x ) 在区间 （ a , 6) 上是一致连续的. 

807. 函数 


^ f ( S ) = snp \ f { x x ) - f { x 2 )\ 

(式中町和 x 2 为（％ 6) 中受条件 | a ； i - a ; 2 | 限制的任意两点）称为函数 f ( x ) 在区 

间 ( a , 6) 上的连续模. 

证明： 函数/(⑷在区间 ( a ， b ) 上一致连续的充分必要条件是 


808. 设 




0 . 


( a ) f ( x ) = x 3 (0 < a : ^ 1); 

( b ) f(x) = -y/x (0 < x < a ) 及 （d < r < - foo ); 

( c ) f(x) = sinr + cost (0 < z < 2 jt ). 

对 f ( x ) 的连续模 uj f ( S ) (参阅前题）作如下形式的 估计: 

uj f (6) ^ C5 a : 

式中 C 和 a 为常数. 


§10. 函数方程 

809. 证明： 对于所有实数 r 和2/都满足方程 

f { x -\- y ) = /( x ) +/( y ) ⑴ 

的唯一的连续函数 f { x ) {- oo < x < + oo ) 是线性齐次函数 

/(x) = ax, 

式中 a = /( I )是任意的常数. 

810. 证明：满足方程⑴的单调函数 f ( x ) 是线性齐次的. 

811. 证明： 满足方程⑴且在任意小区间(-£, £ )上有界的函数 f ( x ), 是线性齐次 
函数. 

812. 证明： 对于所有 a 和2/都满足方程 

f ( x -\- y ) = f ( x ) f ( y ) 


(2) 
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的唯一不恒等于零的连续函数 f { x ) (- oo < x < + 00 ) 是指数 函数： 

f ( x ) = a x , 

式中 a = f ( l ) 为正的常数. 

813. 证明： 在区间 (0, e ) 中有界并满足方程 （2) 的不恒等于零的函数/( ㈨ 是指数 
函数. 

814. 证明： 对于所有正数 z 和 y 都满足方程 

f (^ y ) = /(^) + f ( y ) 

的唯一不恒等于零的连续函数 f ( x ) (0< x < + oo ) 是对数 函数： 

/ ⑷ =log a 工， 

式中 a 为正的常数. 

815. 证明： 对于所有正数: r 和 y 都满足方程 

f ( xy ) = f ( x ) f ( y ), (3) 

的唯一不恒等于零的连续函数 f { x ) ( Q < x < + oo ) 是幂 函数： 

f ( x ) = x °, 

式中 a 为常数. 

816. 求对于所有实数: r 和 y 都满足方程 （3) 的所有的连续函数 f ( x ) (- oo < x < 
+00). 

817. 证明：不连续函数 /( x ) - sgnx 满足方 程⑶. 

818. 求对于所有实数: c 和 y 都满足方程 

/(x + y ) + /(x 一 y ) = 2 f ( x ) f ( y ) 

的所有的连续函数 f { x ) (-00 < x < + oo ). 

819. 求对于所有实数^和 y 都满足方程组 

f(x + y ) = f ( x ) f { y ) - g ( x ) g ( y ), g(x + y ) = f ( x ) g ( y ) + f ( y ) g ( x ), 

以及规范条件 

/(0) = 1 和 g ⑼ = 0 
的所有的有界连续函数/ ㈤ 和 g ( x ) (-00 < X < + oo ). 

提示： 研究函数 F ( x ) = f 2 ( x ) 4- g 2 ( x ). 

820. 设 

Af ( x ) = f ( x -^ Ax ) - /0)， A 2 /( x ) = A { Af ( x )} 

分别为函数 / Or ) 的一阶、二阶有限差分. 

证明：若函数 f ( x ) (-00 < x < + oo ) 是连续的且 

△ 2 /㈤ 三 0 ， 

则此函数是线性函数，即 

f ( x ) = ax + 

式中 a 和&为常数. 


第二章 一 元函数微分学 


§1. 显函数的导数 


1 . 导数的定义. 若 x 及 A 二 Z + Az 为自变量的值,则差 

Ay = f(x + Arc) - f(x) 


称为函数2/= /(4在闭区间 [ x , x x ] 上的增量.表达式 


△y 


y = f{x) = lim — 

Arr-^o Ax 

若有意义,则称为 导数， 而函数 fix ) 本身在此情形下称为可 微函数 
导数 f(x) 在几何上是函数 y 二 f{x) 的图像在: C 点切线的斜 
率 (tana = /’( x ))( 图 6 ). 

2 . 求导数的基本法则 .若 c 为常数且函数 u = u(x),v^ v(x), 


w = 


w { x ) 都有导数，则 

⑴ 〆= 0; 

(3) (u-\-v~ w 丫 = t/ + t/ — w f \ 

(4) (uv) f = uv + uv f ; 


(2) { cu) f = cu 



(5) 


U V ~ uv 


V 2 
n—1 


( v /0); 


(6) (u n y = nu n -W (n 为常数) 


⑺若函数 y = f ( u ) 及 


< p ( x ) 都有导数，则 


y x = Vu^x- 


3. 基本公式. 若:^为自变量，则 


I . 


= nx 


( n 为常数). 


DL (cosxY = — sinx. 


IL (sinx) / = cos x. 
IV. (tanxy = —i 


COS 2 X ^ 


V, (cot re)’ 


in 2 x 


VI. (arcsine) / 


x 2 


VH. (arccosx)’ =— 




— x 


VHL (arctanx)’ = - 


+ x 
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K. (arccot x) 
XI. (log a x) f = 


1 


1 + X 2 • 


X. (a x Y = a x lna (a > 0), (e®)’ = e 


x\na 


(a > 0) ， (\nx) 


x 


XII* (sinha)’ = cosh a:. 


XEV, (tanh 


Xm. (coshx) / = sinhx. 


cosh 2 x 

4 . 单侧导数.表达式 

f(x + Arc) - f(x) 


XV 


sinh 2 x 


/: ㈤ 


lim 

Ax ― ► —0 


Ax 




f(x + Ax) - f(x) 


Ax 


分别称为函数 /(4 在 $ 点的左导数和右导数. 

导数 f(x ) 存在的充分必要条件是 

/ 二 ㈤= f + (x). 

5. 无穷导数. 若函数 f(x) 在点 : r 连续，且 

lim /(z + 〒 )-/W =OQ ， 

△ a :— 0 

则称函数 f(x) 在点 ; I ：有无穷导数.在此种情形下，函数 2 / = f(x) 的图像在 I 点的切线与 Oz 轴 
垂直. 


821. 若 x 由 1 变到 1000, 求自变量 : r 的增量 Ax 和函数 y = \gx 的相应增量 Ay. 

822. 若 x 由 0_01 变到 0.001 ，求自变量 : c 的增量 Ax 和函数 2/ = ^ 的相应增量 Ay. 

823 . 设： ^ 


(a) y = ax + b; (b) y = ax 2 -\-bx-\~ c\ (c) y = a x . 

若变量 : c 的增量为 △: r ， 求增量 Ay. 

824. 证明： 


(a) A [ f ( x )-\- g ( x )] = Af ( x )^- Ag ( x ); 

(b) A [ f ( x ) g ( x )] = g ( x -\- Ax ) Af ( x ) 4 - f ( x ) Ag ( x ). 

825 . 过曲线 y = ar 2 上的二点 A(2,4) 和 4(2 + A:r, 4 + Ay) 引割线 AA \ 求此割 
线的斜率，设 ：（a) A;c = 1; (b) A;r = 0.1; (c) Aa: = 0.01; (d) Ax 为任意 小量. 

在该曲线上 A 点的切线的斜率等于什么？ 

826 . 利用函数 y = x 3 mOx 轴上的线段1 < z < 1 + /i 映射到 Oy 轴上，求其平 
均伸长系数.设： （a) /i = 0.1; (b) h = 0.01; (c) h = 0.001, 计算此系数的值. 

在: c = 1，此映射的伸长系数等于什么？ 

827 . 动点沿 Oa; 轴运动的规律由下式 给出： 

x = 10 t + 5i 2 ， 

式中/：为以 s (秒）计的时间， x 为以 m ( 米）计的距离.求在20 < t ^ 20 + At 时间内 
运动的平均速度.设： （a) Ai = 1; (b) Ai = 0.1; (c) Ai = 0.01， 计算此速度的值. 

当6 = 20时运动速度等于什么？ 

828 . 根据导数的定义，直接求下列函数的 导数： 

(a) x 2 ; (b) X s ] (c) (d) (e) (f) tana;; 

X 


§1. 显函数的导数 
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(g) cotx; 


(h) arcsinx; 


(i) arccosx; 


(j) arctanx. 


829 .设 f(x) = ( x -l)(x- 2 ) 2 卜 一 3 ) 3 , 求 f(l) ， 尸 (2 )和 /'(3) 
830 •设 f(x) = x 2 sin(:r — 2 )， 求 /'(2). 


831 •设 f(x) = a; + (a; — 1) arcsin 
832. 设函数 / ㈤ 在 a 点可微，求 


X 


X + 1 


，求尸⑴ • 


lim 

x—^a 


f(x) - /(a) 


x — a 


833. 证明： 若函数 f(x) 可微， n 为正整数，则 


lim n 

n—>oo 


/ ( ^+ - ) - /(^) 


f( x ) - 


⑴ 


反之，若对于函数 f(x) 有极限 （ 1) 存在 , 则可否断定此函数有导数？研究狄利克雷函数 
的例子（参阅习题 734). 


利用导数表，求下列函数的导数： 

834. y = 2 + z 问 〆(()) ， y f (^], / ⑴， ^(-10) 等于什么 ? 


‘3 


.2 


835. y 


= — + - 2x. 当 : c 为何值时 : 


3 


2 


(a) y f (x) =0 


(b) y f (x) = -2; 


(c) y f (x) = 10? 


837 - y 


ax + 6 

d + 6 


839. y = (x + l)(x + 2) 2 (x + 3) 


836« y = a 5 + 5a 3 x 2 - x 5 . 

838. y = {x — a)(x — b). 

840. y = (x sin a cos a)(x cos a — sin a). 

841. y = (1 + nx m )(l + mx n ). 

842. (a) y = (1 — x)(l — x 2 ) 2 (l — x 3 ) 3 ; (b) y = (5 + 2x) 10 (3 — 4x) 


3 


20 


843. y = - + 2 


X 


X 


2 


3^ 
x 3 • 


844. 证明： 公式 


ax -\-b 
cx + d 


a 


c d 


(cx + d) 2 


求下列函数的 导数 : 
845. y = 


1 — x 2 • 


846. y 


2 


2 


847. y 


x 


(1 — x) 2 (l -h x) 3 


848. y 


849. y 


(i -命 

(l + x)« 


850- y 


1 + x ~ x 

1 — X + X 

(2-x 2 )(3-x 3 ) 

(l-i) 
xP(l - x) q 


2 


1 + X 


851. y = x + y/x -h v^- 


852.y=- + -= + -^. 
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853* y = \/x^ — 


857. y 




855. y = (1 + x) 


JTx^\/sTx 


a 2 — x 2 


854. y = xy/l + x 2 . 


856. y 




858* y 


1 + x 3 

1 — X 3 


859. y 


1 + x 2 (x + Vl + x 2 ) 
1 + ^1 + \fx. 


861- y = yi+ + 於， 

863. y = (2 — x 2 ) cos x -\-2x sin x 

865* y = sin n a:cos nx. 

w sin 2 x 

867. y = -— 


860. y 


X + Jx 4- y/x. 


869. y 


sin n x cos nx. 

sin 2 x 
sin x 2 # 


i 


COS n X 


X 

X 

tan — 一 

cot — 

2 

2 


862. y = cos 2x — 2sinx, 

864^ y = sin(cos 2 x) - cos(sin 2 x) 
866. y = sin[sin(sina;)]. 


868* y 


870- y 


cosx 

2 sin 2 x' 
sin x — x cosx 

cos x + x sinx 


871. y = tan — — cot —• 
y 2 2 

873. y — 4v / cot 2 x + v^^cot 8 x 

875. y = sin [cos 2 (tan 3 x)}. 
877. y = 2 tan -. 


879. y 


an 


872* y = tanx — - tan 3 x H- - tan 5 x 

3 5 

—, o X o X 

S74. y = sec J - + csc^ — • 


876 - y = ^ x . 

878* y = e x (x 2 — 2x + 2). 


- x 2 . (1 + x) 2 

-—— sin a: --- cos a: 

A £i 


880. y 


1 + cot 


)_ 


881. y 


In3 • sinx + cosx 

3^ 


882 - y 


ax 


a sin bx — b cos bx 


x j ^e e 


a2 + 6 2 


883. 2 / = e x + e e + e 


884. y 





(a > 0, b > 0)_ 


885* y = x a<l + a x<x + a aX (a > 0)- 
887. y = ln(ln(lnx)). 


886. y — lg 3 x 2 . 

888. y = ln(ln 2 (ln 3 x)) 


889. y = - ki(l +a;)--ln(l+^)- 


1 2^2 _ i 

890 *^4 ln ^TT' 


891 • 没 = + J ln r ^ 


892 - y 


1 xVS-y/2 

2Vi n xVs^V2' 


1 1 1 + a \fk . 1 + x\fk ^ , 、、 

893 .卜口 ln r^ + i^ ln rr^ ( 0 < 
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894. y 

896. y - 

897. y : 

898. y : 

899. y 

900. y 

901. y 

903. y 

905. y 

906. y 

907. y 

909. y 

910. y 
912. y 
914. y 

916. y 

918. y 

919. y 

920. y 
922. y 
924. y 

926. y 


\Jx + 1 — In (1 + y/x + l). 


895. y = In (x + y/x 2 + 1) 


x\n{x -\- Vl + x 2 ) - \/l + x 2 . 

x In 2 (x + y/l 4 - x 2 ) - 2\/l + x 2 In (x + vTTx^) + 2x. 
y/x 2 -\- a 2 + In + \Jx 2 + a 2 ) ■ 


x 

2 


1 


ln^±^5(a>0,6>0). 


2\/ab ^Ja — x\fb 

2 +3a: 2 

x 4 
In tan 


vl — x 2 + 31n 


1 + yl — x 2 


x 


x 

2 


902. y = In tan 


X 7t\ 

2 + 4 ； 


=-cot 2 x + In sin x. 
2 


904. y = In 


1 — sin x 
1 + sin x 


cos x ， /1 + cos a: 

+ ln 


2 sin 2 x 


smx 


ln& + acosx-f^a 2 _sinx (Q ^ |a|<|6|) 


a + 6 cos a: 

= — (In 3 x + 3 In 2 : c + 6 In x + 6) ■ 

X 

3 


908* y 


—ln- 
4x 4 x 


1 


16x 4 


(1 - ^TT^) 2 + 3in (1 + ^TT^). 


In 


二 + In I —— h In — 
x \ x x 


911. y = x[sin(lnx) — cos(ln x) 


In tan 


x 


cos x * In tanx 


x 


913. y = arcsin —. 
y 2 


x 


arccos 


72 - 


915. y = arctan 


x 


2 


a 


^ arccot ^ 
V2 x 


917. y = \fx — arctan y/x. 


x 


+ y/1 — x 2 ■ arccos x 


x 


=x arcsin 


\ + x 


+ arctan \fx — y/x. 


arccos 


x 


arccos(cos 2 x) 


arccos 


yl — x 2 . 


arccot 


sinx + cos x 


smx — cos a: 


921. y = arcsin(sinx). 

923. y = arcsin(sina: — cosx) 


925. y = arctan 


1 + x 
1 — x 
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927. y = 

928. y = 

930. y = 

931. y = 

932. y — 

934. y = 

935. y = 

936. y = 

937. y = 

938. y - 

940. 2 / = 

941. y = 

942. y = 

943. y = 

944. y : 

946. y 

947. y 

948. y 

949. y 

950. y 

951. y 
953. y 
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2 


&2 


arctan 



x 


tan — I (a > 6 ^ 0). 
a + o 2 


1 - x 


2 


arcsm 


1 + x 


2 • 


929. y 


1 


arccos 2 (x 2 ) 


arctan a; + - arctan(x' i ). 

ln(l + sin 2 x) — 2 sin x • arctan(sina;). 


In arccos 



， x + a 

933,y = ln 7PTF 


a ^ x 
+ - arctan — . 


2 


-Ja 2 - arcsin - (a > 0). 

2 2 a 


( 怎 +1) 2 

6 U x 2 — x 1 



1 2x — 1 

arctan - 




1 


4a/2 


In 


xV2 + 


xV2 + l 2\/2 


arctan 


x 


V2 


W — 1 


x(arcsinx) 2 + 2\/l - ^ arcsin x — 2x 


arccos x 1, 1 — yl~x 2 

- 1 — In - 1 = • 

x 2 1 + Vl - ^ 

arcsin x 1, 1 — x 

-f r In 


939 # y = arctan \/x 2 — I 


lux 


y/x 2 — 1 


y/l- X 


2 


2 1 + x 


1 X 4 - x 2 + 1 
12 ln (x 2 + l)2^ 


2\/3 


arctan 


V3 


2工 2 — 1 


x 


6 


l + x 


ln 


12 


— arccot x 6 . 




^/x + 


如 tan i^ 


arctan 


x 


i + Vi - 


945. y = arccot 


a — 2x 


2^/ax - x 2 


云 (a>0) 


J\ - 2x + 2 arcsin 


1 + x 

^/T 


3 — x 

2 — _ 

1 + x 1 , ^ + x 

_ In v —- arctan - 

4 2 x 

arctan(tan 2 x). 




Vl — * ln 



l^x 1 l-\/l - x 2 

TT^ + 2 TwT^ 1 


+ \/1 一工 2 + arcsin x 


arctan x — ^ ln(l + x) 2 — -(arctana:) 2 . 


i(e x + \/l + e^). 


952. y = arctan(x + 


sin a sin a: 


arcsm 


1 一 cos a cos a: 



954* y 


1 \fx 2 + 2 一 Xy/3 1 Vx 2 + 2 

— 7 = in ■ 厂 - p + - arctan - 

4y3 y/x 2 + 2 + x\/3 2 x 


955. y 




arctan 


956* y 


1 + x 


x-\/2 1 1 i 

/TTx 1 iTl n ; 

3 x\/2 

—=arccot — 

V 2 v/r^2 


1 + x 4 


V2 


1 + :c 4 + x^/2 


957. y = arccos(sinx 2 — cos x 2 ). 


958. y = arcsin(sinx 2 ) + arccos(cos x 2 ) 


959. y 


m arcsin 


x [cos(m arcsin x) + sin(m arcsin x). 


960. (a) y = arctane x — In 


2x 


2x 


+ 1 


； (b) y 


i + vi + ❖TTF 


(c) y = arccot 


(d) y = In 2 (sec 2 界 ). 


cot 


X 2 


961. y = x + x x + x xX (x > 0). 
963. y = ^fx {x > 0). 

nfiK 1 (lnx) x 

965 - 1 -2/=^h^* 

966. y = log/. 

mo coshx ' ( , x\ 

968 - y = -—2 - In (coth - ) 

sinh x V 2 / 


962. y = X xa + x aX + a xX (a > 0, X > 0) 
964. y = (sinx) C0SX + (cos x) sinx . 


+ (cos a:) 81 


sm x 


965«2< y 


arcsin(sirx 2 x) 
arccos(cos 2 x) 


arctan 2 x 


967. y 


In (cosh x) H - 75— 

2 cosh 2 x 


969. y = arctan(tanh x). 


970. y = arccos 


cosh x ) % 


971. y= ^ + ^HZarctan 

a a 


a — b , x 

^Tb tanh 2 


(0 ^ |6| < a) 


972 



COS 2 X , 求函数 




ln(cos 2 工 + \/l + cos 4 x) 


的导数. 


利用 972 题所示的方法,求下列函数的导数： 

973. y = (arccos a:) 2 In 2 (arccos x) — ln(arccosa:) + 


974. y 


975. y 


976 - y 


1 4- ( 4/1 :- T\ 1 y + 1 

2 a ^an(VTT^) + i ln + ^ ： 

Vl-e-2^ 2 十 2 1 )_ 

a x 1 - a 21 _ 

TT^'TT^ arccotG * 


arccot o 
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977. 求下列函数的导数并作出函数及其导数的图像： 

(a) y = \x\; (b) y = x\x\\ (c) y = \n\x 

978. 求下列函数的 导数： 


(a) y =\(x- l) 2 (x + l) 3 

(c) y = arccos — ; 

x 


(b) y = |sin 3 a:|; 

(d) y = [x] sin 2 nx. 


求下列函数的导数并作出函数及其导数的 图像 : 

{ 1 — X ， —00 < X < 1 ， 

(1 — x)(2 - x) : 1 ^ X ^ 2, 

—(2 — x), 2 < x < +oo. 


980. y = 


f (x-a) 2 (x-b) 2 , 

u 


a x ^ 

在线段 [a, 6] 之外 . 


981- y 


{ x, x < 0, 

ln(l + x), x ^ 0. 


{ arctana:, 

jt x — 1 

-sgnx^—- 


I 州 < 1 ， 

|x| > 1 . 


983. y = 



984. 所给函数 y 


f(x) 的对数的导数称为此函数的对数导数 : 

y_ = ^ lnf{x)== m {f{x )>oy 


|x| 彡 1， 
|x| > 1 . 


求下列函数 2/ 的对数 导数 : 



(b) 2/ = 


x 2 3 / 3 — x 

1 — x V (3 + x ) 2 


(c) y = (x — ai) ai (ar - a 2 ) a2 … — a n ) Un ; (d) y = (x-h Vl +z 2 )' 
985 . 设 及 iP(x) 为 x 的可微函数 . 求下列函数 y 的 导数： 


(a) y = \/^ 2 {x) +^ 2 (ir); 

(c) y = ((p(x) ^ 0, ^(x) > 0); 

(d) y = log# ㈤ ip(x) ((p(x) > 0, ip(x) > 0). 
986.1 • 求，设 

(a) y = f{x 2 ); 

(c) y = f(e x ) - e,( x ); 

其中 f(u) 为可微函数 . 


(b) y 


— arctan 


#0) . 
4 ㈤’ 


(b) y = /(sin 2 x) + /(cos 2 x)\ 
⑷ 2/= /{/[/(>)]}， 


986.2 •设 f(x) = x(x - l)(x 一 2) … (x - 1000 )， 求 /’(0), 
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987. 证明： n 阶行列式微 分法 : 


,11 ⑷ 

• 

• 

/l2 ㈤… 

• 

_ 

An ㈤ 

♦ 

t 

Ai ㈤ 

_ 

/l2( 工 ）… 

• 

/in ⑷ 

i 

fki(x) 

• 

• 

i 

fk2(x ) … 

g 

♦ 

• 

fkn (^) 

• 

_ 

n 

=E 

k=l 

_ 

fki( x ) 

♦ 

▲ 

費 

• 

fk2( X ) … 

♦ 

♦ 

• 

fkn( X ) 

# 

争 

fnl(x) 

9 

/n2 ㈤… 

争 

fnn (^) 


擎 

售 

/nl ㈤ 

♦ 

• 

fn2(X) … 

i 

fnn (^) 


98 &设 


求 F f (x). 


989 •设 


求 F f {x). 


F(x) 


x 


1 


-3 

-2 


1 


x 


2 


—3 x + 1 


F(x) 


O Q 

X X ‘ X 

1 2x 3x 2 


0 2 


6x 


990. 已知函数的图像，近似地作出其导数的图像 

991. 证明： 函数 


/⑻ 


x 2 sin —, : r 〆0, 

x 

()• x = 0 


有不连续的导数 . 

992. 在什么条件下，函数 


/⑷ 


x n sin —, x / 0, 

x 


0 


x — 0 


(a) 在 : c = 0 处是连 续的； （ b) 在 z = 0 处 可微； （ c) 在 x = 0 处有连续的导数 ? 

993. 在什么条件下，函数 


/㈤ 


X 


n 


sin 


0 


— ；—， a : 7^ 0, 

中 (m>0) 

a ： = 0 


(a) 于坐标原点的邻域上有有界的 导数； （ b) 在此邻域上有无穷导数 ? 


994 .设 


/0) = {x-a)(f(x), 


其中函数 (p(x) 在 a; = a 处是连续的，求 f f (a). 


995 ,设 


/(x) = |a:-a|^(a:), 


其中 ^(x) 为连续函数且 p(a) # 0, 证明： 此函数在 a 点没有导数 
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单侧导数 f f _(a) 及 /; ⑷等于什么？ 

996 . 举出在已知点 ai ,a 2 ,--- ,a n 没有导数的连续函数的例子 . 


997. 证 明： 函数 



x 一 0, 
x = 0 


在点 a = 0 的任何邻域上都有不可微点，但在该点是可 微的 . 作出此函数的 略图 . 


998. 证明：函数 

/㈤= 

仅在 : c = 0 时有导数 . 

999. 研究下列函数的可 微性： 



x 为有理数 , 
^为无理数 


(a) y = \(x- l)(^n - 2) 2 (x - 3) 3 |; (b) y = |cosx|; 

(c) y = \ti 2 — x 2 | sin 2 x; (d) y = arcsin(cosx); 


(e) y = 


|x| -1 ， 


Id < 1 ， 

\x\ > 1. 


求函数 f(x) 的左导数 f_(x) 和右导数 /; ⑷，设 : 


1000* f(x) = \x • 


1001* f(x) = [x] siiutx 


1002, f(x) 


x 




cos 


Jt 


X 


a: # 0, 
x = 0. 


1003. f(x) = vsina; 2 


x 


1004. f(x) 




1 +e 


T ， $ ¥ 0, 


X 


0 


x = 0. 


1005. f{x) = y/l-e- x \ 


1006. f(x) = |ln |x|| (x ^ 0). 


1007. f(x) = arcsin 


2x 


1008. f(x) 


(x — 2) arctan 


1 


1 + x 


2 


x-2 


x _ 2, 


0 


x 


1009.1 • 证明：函数 


/ ⑷ 


xsm 


0 


x 


: r 一 0, 
x = 0 


在点 X = 0 连续，但在此点既无左导数，又无右导数 . 

1009.2 . 设 xo 为函数 f(x) 的第一类间断点.表达式 


/i(x 0 ) = £m o 


f(XQ h) — f(xp — 0) 

h 

f(x 0 + h) - f(x 0 + 0) 

h 


称为函数 /( 啲在点 : To 的 广义单侧导数 （左导数和右导数 ). 
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求函数 f ( x ) 在间 断点卻 的 / i ( x 0 ) 和 /；( x 0 ): 

( a ) f ( x )= ^ ; ( b ) f { x ) = arctan | + 

x l — X 

1010 •设 


/⑻ = 


jx 2 ， 

I aa ; + 6, 


x ^ Xo, 

X > Xq. 


(C) / ㈤ = 


为了使函数 f ( x ) 在点 x = x 0 处连续而且可微,应当如何选取系数 a 和6? 

1011.设 

= | /&), ^ 工0， 

I ax x > Xo , 




其中函数 f { x ) 在点 x = ^ o 处为左可微的.应当如何选取系数 a 和使函数 F { x ) 在 
点吻处连续而且可微？ 

1012. 适当地选定参数 A 和 c , 用立方拋物线 


y = A(x — a)(x — b)(x — c ) 


在闭区间 a ^ x ^ b 上把两条 射线: 


y = k\{x — a) (― oo < x < a) 及 y = fc 2 (^ — b) (b < x < +oo) 

光滑地连接起来 . 

1013. 用拋物线 y = a + bx 2 (|x| < c) ( 其中 a 与 6 为未知的参数）去补充曲线 

y=^r(\x\>c), 以便得到一条光滑曲线 . 
x| 

101 4 • 若 （ a) 函数 /(x) 在点 ; ro 有导数，而函数 〆 x) 在此点没有 导数； （ b ) 函数 
/(x) 和 〆 x) 二者 在点吻 都没有导数，可否断定它们的和 

F(x) = f(x) + g(x) 

在点 x = 没有导数？ 

101 5 • 若 （ a ) 函数 f ( x ) 在点耶 有导数，而函数 p ⑻在此点没有 导数； （ b ) 函数 
/( 岣和 〆: c) 二者在点 : r 。 都没有导数,可否断定它们的积 

F{x) = f(x)g(x) 

在点 x = x 0 没有导数？ 

研究两个 例子： 

(a) f(x) = x, g(x) = \x\, x 0 = 0; (b) f(x) = | 0 ：|, g{x) = |x|, x 0 = 0. 

101 6 . 若 （ a) 函数 f(x) 于点 : c = g(xo) 有导数，而函数 g(x) 于点 x = x 0 没有导 
数； （ b) 函数 f(x) 于点 a: = g(xo) 没有导数，而函数 g(x) 于点 x = x 0 有导数； （ c ) 函数 
f{x) 于点 cc = g(x 0 ) 没有导数，函数 〆 o:) 于点 x = xq 没有导数，则函数 

F ( x ) = f(g( x T) 

于已知点 ^ = x 0 的可微性怎样？ 

研究三个例子： 

(a) f{x) = x 2 , g(x) = \x\, x 0 = 0; (b) f(x) = \x\ : g(x) = x 2 , x Q = 0; 
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2 1 

(c) f(x) = 2x+ |x|, g(x) = -X-- 


X 


Xo = 0 


1017 . 函数 


y 


=x + \/sinx 


的图像在哪些点处有竖直切线？作出此图像 . 

1018. 函数 f(x) 在其间断点可否有 : ( a ) 有限的 导数 ; ( b ) 无穷的导数?研究例子 

f{x) = sgnx. 

1019. 若函数 f(x) 在有限的区间 （ a, 6) 上可微，且 


lim f(x) =oo 


则是否必有 


X—►a 


(1) lim f f (x) = oo; 


x ― ►a 


(2) lim|/’(:c)| =+oo? 


x—^a 


研究例子 : f(x) = — + cos — 当 a; — 0 时 . 

x x 


1020. 若函数 f(x) 在有限的区间 （ a ,6) 上可微，且 


lim (x) = oc, 


则是否必有 


x—►a 


lim f(x) = oo? 

x—^a 


研究例子 : f{x) = ^Jx 当 rr 4 0 时 . 

1021 • 设函数 /(:r) 在区间 （ x 0 ， +oo) 上可微，且 lim /㈤ 存在.由此能否推出 

X—>+oc 

lim f(x) 存在？研究例子： 


勝錢 

X 


1022. 设有界函数 f(x) 在区间 （ x 0 ,+oo) 上可微，且 lim f{x) 存在.由此可否 

rc— ^+00 

推出有限的或无穷的 lim /Or) 存在？研究 例子： 

^—► + 00 

f(x) = cos(lna;). 

1023. 对函数之间的不等式可否逐项微分？ 

1024. 导出求和 公式： 

(a) P n = 1 -h 2x -h 3x 2 + … + nx n_1 ， 

Q n = l 2 + 2 2 x + 3 2 x 2 + … + n 2 ^ -1 ; 

提示： 研究 （: c + 尤 2 + … + x n y. 

(b) S n = sin a; + sin 2:c + … + sin nx, 


T n = cos x -\-2 cos 2x H- ■ • ■ + n cos nx. 

1025. 导出求和公式： 

S n = cosh a: + 2 cosh 2x + _ • ■ + ncosh nx. 
提示： S n = (sinh x 4- sinh 2x + ._■ + sinh nxy. 
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1026. 利用恒等式 


X X 

cos — cos — 
2 4 


sinx 


cos 


2 n sin 


推出求和 公式 : 


2 n 


5 n = - tan I - tan I + — tan ^ 


1027. 证明： 可微偶函数的导数为奇函数 , 而可微奇函数的导数为偶函数 . 

给出这个事实的几何解释 . 

1028. 证明： 可微周期函数的导数仍为具有相同周期的周期函数 . 

1029. 若圆半径以 2 cm/s 的速度匀速增加，则当圆半径开 =10 cm 时，圆面积增加 
的速度如何？ 

1030. 若矩形的一边以 lm/s 的速度缩短，另一边以 2m/ S 的速度伸长，则当这两 
条边达到 x = 20m 和 y = 15m 时，矩形的面积和对角线变化的速度如何？ 

1031. 二轮船 A 和 5 从同一码头同时出发， A 船往北， S 船往东.若 A 船的速度 
为 30 km/h ; B 船的速度为 40 km/h, 问二船间的距离增加的速度如何？ 


1032 •设 


/㈤ 


x, 0 < x ^ 2, 

2x — 2, 2 < x < +oo 


又设 S{x) 表示由曲线 y == /(a:) ， 轴 Oa: 及通过点 x (x ^ 且垂直于 Oa : 的直线三者 
围成的面积 . 写出函数 S{x) 的解析表达式 , 求出导数 S f (x), 并作出函数 y 二 VOr ) 的 
图像 . 


1033. 函数 S(x) 是由圆弧 y 


a 2 — x 2 、轴 Or 及分别通过点 O 和 x (|a ： l 彡 a) 


且垂直于轴 Ox 的两条直线四者围成的面积 . 写出函数 S(x) 的解析表达式，求出导数 
S\xl 并作此导数 y = S\x) 的图像 . 
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1. 反函数的导数 . 导数 f(x) + 0 的可微函数 y = f(x)(a <x<b ) 具有单值连续的反函数 


•-1 


(y) ， 此反函数也可微，并且成立公式 


2. 用参数形式给出的函数的导数. 若方程组 

J x 二 p ⑷， 

\y = 


y’x 


(a < t < b) 


其中 p ⑷和分⑷为可微函数，且 # 0, 在某区域内确定 y 为 x 的单值连续函数 


分 ( p - 1 ⑻) 


则此函数的导数可用公式 


Vx 


y ± 

A 


求出 _ 
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3. 隐函数的导数.若可微函数 y = y (>) 满足方程 

F { x , y ) ^ 0, 

则此隐函数之导数 y ' = y 1 ^) 可从以下方程求得： 


_d_ 

dx 


F ( x , y )] = 0, 


其中 F{x,y) 是变量 i 的复合函数 • 

(关 于隐函数微分法的更详细的叙述可参阅第六章 § 3 _) 

1034. 证明:由方程 y 3 + 3 y = a ； 确定的单值函数 y = y ( a ：) 存在，并求它的导 数％. 
1035•证明：由方程 y-esiny = x (0 ^ £ < 1) 确定的单值函数2/ = y ( x ) 存在，并 

求它的导数 

1036. 设： 

(a) y = x-\-\nx {x > 0); (b) y = a: + e x ; 

(c) y = sinhx; (d)^ = tanhx. 

求反函数 t = a ;( y ) 的存在域，并求它们的导数. 

1037. 设： 2 

(a) y = 2x 2 - x 4 ; (b) y (c) y 二 2 e 〜 e - 2 ' 

选出反函数 : c = 的单值连续的各支,求它们的导数并作其图像 • 

1038. 作出函数 y = 2/0) 的略图，并求其导数 M ㈤ .设 ： -l + 2 i-^,y = 
2-3 t + t 3 . 当 a ; = 0及工= —1 时， y f x i x ) 等于 什么？ 在何点 M ( X ^ V ) 的导数 K ( x ) =0? 


求导数 < ( 参数是正 数 ) ，设 : 

1039. x = \/l y = 

1041* x = a costly = bsint. 
1043. x = a cos 3 t,y = a sin 3 1. 
104b. x = e 2t cos 2 t,y = e 2t sin 2 t. 


1046^ x = arcsin 


^ ,y = arccos 

v/TTF 


1040- x = sin 2 t,y = cos 2 1 
1042* x = a cosh t,y = b sinh t . 
1044 - x = a(t-sint),y = a(l — 


1 


cost). 


1047 . 证 明： 由方程组 

所确定的函数 y = 2/(4 当力 = 0 


f x = 2i + |i|, 

1 y = 5i 2 + 4t|t| 

时可微，但它的导数在此点不能用普通的公式求得 ■ 


求下列隐函数的导数 y 。 

1048. x 2 + 2xy -y 2 =2x. 

当 a: = 2 与 y = 4 时及当 a: = 2 与 y = 0 时，？ / 等于什么？ 

2 2 

1049. y 2 = 2px ( 抛物线 ). 1050 - ^2 + 52 =1 ( 椭圆 ). 

1051. v^+\^ = ( 拋物 线 ). 1052 - xt = a t ( 星形线 ). 



§3. 导数的几何意义 
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1053. arctan - = In ^Jx 2 -\-y 2 (对数螺线). 

1054. 设％ ，设： 

( a ) r = a^ (阿基米德螺 线)； ( b ) r = a(l + cos^p) (心脏 线); 

( c ) r = ae mc ^ (对数螺线)， 

其中 r = ^/x 2 + y 2 及 f = arctan —是极坐标. 


§3. 导数的几何意义 


1. 切线和法线的方程 . 可微函数 y = f(x) 在其图像上之一点 M(x ， y) 处的切线 MT 和法 

线 MiV (图 7) 的方程分别具有以下 形式： 

Y-y = y(X - x )， Y-y 二 ~ 

n 

其中 X , y 为切线或法线上的点的坐标，而 〆 = fix) 为切点处导数的值. 

2. 切线长和法线长 . 对于与切线和法线有关的一些 线段： PT 为次切线， PN 为次法线, MT 
为切线， MN 为法线，考虑到 tana = ?/ ( 图 7 )， 我们得到下列值： 


PT = 

§ 

, PN = \yy\, MT 二 



y 1 


y r 


V 1 + y ,2 


MN = \yWl + y f2 . 


3. 切线与切点的径向 置间 的夹角 .若 r * = f (< p ) 为曲线的极坐标方程,/3为切线与切点 
M 的径向量 OM 所成的角（图 8), 则 tan/3 = 




P 


1055. 写出曲线 

y = (x- {- 1)\/3 — x 

在下列各点处的切线和法线 方程： 

⑷ A (-1,0); ( b ) B (2,3); ( c ) C (3,0). 

1056. 在曲线 

y = 2-\-x — x 2 

上的哪些点，其切线⑷平行于 Ox 轴； （ b ) 平行于第一象限角的平分线? 

1057. 证明：抛物线 


y 


a(x — xi)(x — X 2 ) (a ^ 0,a：i < x 2 ) 


与 Ox 轴相交所成的两角 aRp (0< a <^,0</3<^) 彼此相等. 
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1058. 在曲线 
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2/ = 2 sin x (—71 < x ^ Jt) 

上求出“曲线的坡度”（即|2/|)大于1的部分. 

1059* 函数 


y = x 及 y x = x + 0.01 sin 1000 nx 

二者相差不大于 0 . 01 . 这些函数的导数的差的最大值如何？作出相应的图像. 

1060. 曲线 y = lnz 与 Or 轴相交的角如何？ 

1061. 曲线 y = :r 2 与 a: = y 2 相交的角如何？ 

1062. 曲线 y = sin:r 与 y = cosx 相交的角如何？ 

1063.1. 如何选择参数 n ， 可使曲线 


y 

与 Ox 轴相交所成的角大于89°? 


= arctan nx 


(n > 0) 


1063.2. 证明： 曲线 y = 在不同情形下与下列坐标轴 相切： 

( a ) 当0 < a < 1时与 Oy 轴 相切； （ b ) 当1 < a < + oo 时与 Ox 轴相切. 


1063.3. 证明： 对于函数 


V 


[ | x | a , t 一 0, a / 0, 
\l, x = 0 


的图像，经过点乂(0，1)的割线的极限位置是0?/轴. 

1064. 求出 曲线： (a)y = Vl - e~ a2 - 2 于点 a; = 0 处； (b)y 
x = l 处的左切线与右切线间的夹角. 


. 2x 

= arcsin -- 

1 + 


于点 


1065. 证明： 对数螺线 r = ae — ( a 及 m 为常数）的切线与切点的径向量所成的 
角度为一常量. 


1066. 求曲线 y =⑽ 71 的次切线长，由此给出作此曲线的切线的方法. 

1067. 证明： 对于拋物线?/ 2 = 2 p : r ， ⑷次切线长等于切点的横坐标（绝对值）的两 
倍； （ b ) 次法线为一常量.给出作抛物线的切线的方法. 

1068. 证明： 指数曲线 y = a x {a >0) 有定长的次切线.给出作指数曲线的切线的 
方法. 


1069. 求悬链线 

y = a cosh — 

上任何点 M ( xo ^ yo ) 处的法线长. 江 

1070. 证明： 星形线 

2 2 2 
X3 + J/3 = Q3 (a > 0) 

的切线介于坐标轴间的部分的长为一常量. 

1071. 若拋物线 y = ax 2 ^ bx ^ c ^ Ox 轴相切，则系数 a , 6, c 间的关系如何? 

1072. 在什么条件下立方拋物线 


y = X 3 -\-px-\-q 


§4. 函数的微分 
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与 Ox 轴相切？ 

1073. 当参数 a 为何值时，拋物线 y = 与曲线 y = ln : r 相切? 

1074. 证明： 曲线 


和 


y = / ㈤ ( f ( x ) > 0) 


y = f ( x ) sin ax 

于公共点彼此相切，其中 /( x ) 为可微函数. 

1075. 证明： 双曲线族 x 2 ~ y 2 = aRxy = b 形成一正交网，即这两族曲线成直角 
相交 ■ 


1076. 证明： 拋物线族 

y 2 — 4 a(a — x ) (a > 0) 
及 

y 2 = 4 b(b + x ) (b > 0) 


形成正交网. 

1077. 写出曲线 x = 2 t — t 2 及 y =汾 — t 3 在下列各点的切线和法线的 方程: 


( a ) t = 0; ( b ) t 


1078. 写出曲线 


X 


2 t + t 2 


y 


2 t ~ t 2 

T+t 3 


在下列各点的切线与法线方程 ：（ a ) t = ( b ) t = l , ( c)t = oo . 

1079. 写出摆线（旋轮线） 


x = a(t — sin 亡)， y = a(l — cost ) 

上任意一点 t M 处的切线方程.给出摆线的切线的作法. 


1080. 证明： 曳物线 


X 


a ( In tan - + cost 


y = asint (a > 0^0 < t < n ) 


有长度不变的切线. 


写出下列曲线在指定点的切线与法线方程： 

2 2 

1081. ^ + ^ = 1, M(6, 6.4). 1082. xy + \ny = l, M(l, 1) 


§4. 函数的微分 


1. 函数的微分.若自变量为: C 的函数 y = /(o0 之增量可表示为以下 形式: 

Ay = A(x) da: + o( dx )， 

其中 da: = △% 则 此增量的线性部分称 为函数 2/ 的微分： 


dy = A(x) dx. 
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函数 y = /( a :) 的微分存在的充分必要条件为存在有限的 导数 〆 = f ⑻,这时我们有 


dy = y dx . 


⑴ 


若自变量 x 为另一自变量的函数，公式 （1) 于这种情形下仍然有效 （一阶微分的不变性 )■ 

2 . 函数的微小增量的估计. 为了计算可微函数/(4的微小增量，可利用公式 

/[> + Ax ) - f { x ) w f ( x ) Ax ; 

若 f \ x ) ^ 0 , 则当 | A ； r | 充分小时，此公式的相对误差可以任意的小 ■ 

例如，若自变量2：的绝对误差等于△: r ， 则函数 y = /(4的绝对误差 Ay 和相对误差心可 

用下列公式近似地表示出来： ，，， 


— \y lAa ：， = ~ ^ x， 


1083 .设 


( a ) Ax = 1; 


( b ) Ax = 0.1 


( c ) Ax = 0‘01 


对于函数 


f ( x ) = x 3 ~ 2 x + 1 , 


求：⑴ A /( l ), (2) d /( l ), 并进行对比 
1084. 设运动方程由公式 


5 t 


给出，其中 f 以 S (秒)来度量，: r 以 m (米)来度量■若 （ a ) Ai = Is , ( b ) △( = 0.1 s ， 
At = 0.001 s , 对于 f = 2 s 的时刻，求路程的增量 Ax 及微分 da ;, 并作比 


( C ) 


求下列函数 y 的微分： 

1 

1085. y = —• 

x 

1， x — a 

1087. y = —\n — ■. 

2 a x + a 

1089* y = arcsin - (a ^ 0) 

CL 

1090 •求： 


1086. v = ~ arctan — 

a a 


(a # 0). 


1088* y = In x + Vx 2 + a 


( a ) d ( xe x ); 


( b ) d(sin x — x cos x ) 


( c ) d 


( i ); 


⑷ d 


/lnx\ 

w^r 


( e ) d ( x / a 2 + x ^)\ 


( f ) d 


1 — x 


( g ) dln(l - x 2 ); 

, 、 sinx 1, ^ (x tc 

« d W ^ + 2 ln tan U + 4 


( h ) d ( arccos 


x 



设％ % w 为: r 的可微函数,求下列函数 y 的微分: 


1091. y = uvw . 


1092. y 


2 • 



§4. 函数的微分 
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1093 - y 


1 


yu 2 + v 2 


1094. y = arctan — 


v 


1095. y = In yu 2 + v 2 . 

1096 •求： 


( a ) 


d 


dx 3 


(x 3 - 2x q - x 9 ) 


( c ) 


d ( sinx ) 
d(cos x ) 


⑷ 


d ( tanx ) 
d(cot x ) 


( b ) 


d 


dx 2 


smx 


x 


(e) 


d ( arcsinx ) 
d ( arccosT ) * 


1097 - 有半径为 i ? = 100 cm 及圆心角 


60。的扇形•若 （ a ) 其半径 i ? 增加 


lcm ; ( b ) 角 a 减少 30' 则扇形面积的变化如何？求出精确的和近似的解. 


1098. 摆的振动周期按下式确定: 


T 



其中丨为摆长 ， g = 9.8 m / s 2 为重力加速度. 

为了使周期 T 增大 0,05 s , 对摆长/ = 20 cm 需要作多少修改? 


利用函数之微分代替其增量,求下列各式之近 似值： 

1099. ^ T 02. 1100. sin 29° . 1101. cos 151。. 


1102. arctan 1.05 - 1103. lgll, 

1104.1. 证明近似 公式： 

i 

y a 2 + x ^ a +— (a > 0)， 

其中 | x| 《 a (正数 4 和 S 间的关系式 4 《丑表示 A 远小于 B ). 利用此公式近似地 


计算： 

( a ) \/5； ( b ) V 34； ( c ) 

并与平方根表中的数值作比较. 


1104.2. 证明公式: 


y / a 2 + x = a + ^—— r (a > 0 .x > 0 ) 

2 a 


其中 0 < r < 


x 


2 


8 a 3 ^ 


1105. 证明近似 公式: 


y/a n + x w 


X 


na 


l 


(a > 0)， 


其中 m 利用此公式近似地 计算： 

( a ) ^9; ( b ) ( c ) >/ l 00; ( d ) VlOOO - 

1106. 正方形的边 re = 2.4 m 土 0.05 m . 由此计算所得正方形的面积的相对误差和 


绝对误差如何？ 

1107. 为了在1%的精度下计算出球的体积,问度量球半径及时所允许的相对误差 
如何？ 
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1108. 为了确定重力加速度，可以利用摆的振动公式 p 其中/ 为摆长，: T 

为振动 周期. 当测量⑷长度/， （ b ) 周期 r 时，相对误差 j 如何影响 p 的值？ 

1109. 求数 : c (^ > 0) 的常用对数（以10为底）的绝对误差，设此数的相对误差等 

于& 

1110. 证明： 根据正切对数表求得的角度比根据具有同样多位小数的正弦对数表求 
得的角度更为精确. 


§5. 高阶的导数和微分 

1. 基本定义. 函数 y = /(: r ) 的高阶导数由下列关系式顺次地定义出来（假设相应运算都有 
意义!) ： 

f {n) (x) = {f^- 1 \x)} f (n = 2,3，...). 

若函数 f(x) 在 K 间 （ a ，&) 内有连续的导数 f( n )(x), 则简 写为： f{x) e C ( n )( a ，6). 特别地, 
若/(4在 （ a ，6) 上有各阶导数，并且这些导数是连续的,则使用记号 f(x)e C^\a,b). 

函数2/ = f(x) 的高阶微分是根据下列公式顺次定 义的： 

d n y = d ( d n _1 y ) (n = 2,3, …)， 

其中认为 d lj y = dy = y dx. 

若 x 为自变量，则 认为： 

d 2 a : = d 3 x =■■■=： 0. 

这时成立公式 ^ 

d n 2 / = y ㈤ dx n 及 y (n) = 4^- 

2. 基本公式. 

I . ( a x )^= a x ln n a (a > 0); ㈣㈨ = e ' I . ( sina :)^ = sin ^ + —). 

2 

M . ( cos ; r ) (n) = cos (: r + ^). IV . (^ m ) (n) = m(m - 1) ■ ■ . (m - n + l ) x m_n . 

V . ( lnx ) ㈦ =(~ 1 ) n ~ 1 ( n - !)!_ 

x n 

3. 莱布尼茨公式. 若函数 w = ip ( x ) 及 = 寸 [ X ) 有 n 阶导数 （ n 阶可微)，则 

㈣㈤ cW “)， 

其中= u ， u ⑼=为由 n 个元素 每&取 i 个的组合数. 

类似地对于微分 幻得： 

n 

d n (uv) = C l n d n ~ z ud l v, 

其中认为 d Q i * = w 及 

求 y 〃 ，设： 

1111. y = xy/l -1- x 2 . 1112. y = X 

y \ — x 1 


§5. 离阶的导数和微分 


• 83 • 


1113 - y = e 


X 


2 


1114. y = tana ：- 


1116. y 


arcsin x 


1118^ y = ln /( x )- 


1115. 2 / = (1 + x z ) arctanx - 
1117. y = x \ nx . 

1119. y = ar [ sin ( lnx ) 4 - cos ( lnx )]. 

1120 . 设 y = e sinx cos ( sin ； r )， 求 y(0), ?/(0) 及 y 〃⑼. 

设 u = ^( x ) Rv 二 ^( x ) 为二阶可微函数.求 y ", 设: 


V1 — x 


2 


1121 - y 


u 


2 


1122 * y = In 


u 


v 


1123. y = yu 2 v 2 . 


1124, y = u v (u > 0) 


设 /( X ) 为三阶可微函数•求，及 #"， 设: 


1125 .y = f ( x 2 ). 
1127. y = f ( e x ). 


1126 .y = / 


x 


1128. y = f (\ nx ). 


1129. y = /(# ⑻)，其中 ^ p ( x ) 是充分多次可微函数. 

1130. 对于以下两种情形: ( a ) x 为自变量, ( b ) z 为中间变量，求函数 y = 的 d 2 y 

若 z 为自变量，求 d 2 y ， 设： 

1131. y = Vl + x 2 . 


1132. y 


\nx 


1133« y = x 


令 u 孜 V 为变量: T 的二阶可微函数，求 d 2 y ， 设: 


1134* y = uv . 


1136 - y 


u m v n O 及 n 为常数) 


1138. y = \ nyu 2 + v 2 . 


1135. y 

1137. y 
1139 - y 


u 


v 


a 


u 


(a > 0) 


u 

arctan — • 

v 


对以参数形式给出的函数 2/ = 的导数迖， y 。， y ; 设: 


1140. x = 2 t - t 2 ,y = M - t 3 . 

1142* x = a(t — sint)^y = a(l — cost ) 
1143. x = e * cost , y = e * sint . 


1141* x = a cost , y = a sint - 


1144. x = /’( t)，y = 尤/’ ⑴ 一/⑴ 


1145. 设函数 y = f { x ) 充分多次可微.求反函数 I = f ~ l { y ) 的 导数屹 X 
工⑷（设这些导数都存在). 

求由下列隐函数给出的2/ = yOr ) 的2/二及 

1146. a : 2 + 沪 = 25 .在点 M (3,4) 的?/, 2/" 及 2/'〃 等于什么？ 


"•a/" 


1147. y 2 = 2 px . 

求％及设： 

1149. y 2 -f 21 ny = x 4 . 


1148. x 2 — xy + y 2 = 1. 


1150. y / x 2 + y 2 " = ae arctan S (a > 0) 
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1151. 设函数 f ( x ) 当 a ; <吻时有定义且二阶可微.应当如何选择系数 a , 6及 c 


使函数 


F { x ) = 


/㈤ 


工< $0 


a(x — xq ) 2 4- b(x — : r 。) + c , x > xq 


是二阶可微的函数？ 

1152. 质点作直线运动的规律为 

5 = 10 + 20 t -5 i 2 . 

求其运动速度和加速度.在《= 2的时刻，速度与加速度等于什么？ 

1153. 质点 M { x , y ) 沿圆周 x 2 + y 2 = a 2 匀速运动，运动一周的时间为 r . 若质点 
在时刻 t = 0位于点 M 0 ( a ,0), 求质点的速度和加速度在 Oa 轴上的投影 r 和肌 

1154. 在重力场中，质点 M ( x , y ) 在竖直平面内以初速度抑沿与水平面成 a 
角的方向拋出.建立运动方程（忽略空气阻力)，并确定速度 r 和加速度 w 的大小及运动 
轨迹.质点的最大上升高度和射程等于多少？ 

1155. 质点的运动方程为 

x = 4 sina;t — 3 cosa ; t , y = 3 sina;t + 4 cosa;t ( a ; 为常 数). 

求运动轨迹、速度与加速度的大小. 

求下列指定阶的 导数： 

1156. y = x (2 x — l ) 2 ( a : + 3) 3 ,求 y ( 6 ) 及 y ( 7 ). 


1157- y 


a 


x 


，求 〆 "• 


1158. y = v ^， 求 2/( 10 )- 


1159. y 


x 


2 


1 — X 


，求 2/(8). 


1160. y 


1 + a: 

y/1 — X 


，求 y _ 


1161. y = x 2 e 2x ，求 y ( 20 )- 


1162. y 


e 


x 


，求 ?/ 1D l 


1163. y = : rlnrc ， 求 y ( 5 ). 


1164. y = 求 y ( 5 ). 


1165. y = or 2 sin 2 a ;， 求 y ( 50 ). 


1166. y 


x 

cos 3 x 
v^l — 3 a : 


，求 2/"_ 


1167, y — sin a : sin 2： rsin 3 x ， 求 y ( 1() ). 1168. y = xsinhx ， 求 y ( 100 ) 


1169. y = e x cosx ， 求 y ( 4 ). 


1170. y = sin 2 a : In a :, 求 y ( 6 ) 


在下列各例中，视: T 为自变量，求指定阶的微分. 


1171. y = 求 d 5 p . 

1173* y = rccos 2 x ， 求 d 10 y . 
1175. y = cos a ; - cosh X ， 求 d 6 y 


1172 . y 


1 


\fx 


求 d 3 y . 


1174. y = e ^ lnx ， 求 d 4 y 


设 u 为: c 的充分多次可微函数，在下列各例中求指定阶的微分. 
1176 - y = u 2 ,^ d 10 y . 1177- y = e u ,^ d 4 y . 


1178. y = lnw ， 求 d 3 y . 

1179 . 视: r 为某个自变量的函数，由函数 y = / ㈤ 求 d 2 y ， d 3 ? /及 d 4 y . 

1180. 以变量 a ； 和的逐次微分来表示函数 y = /( x ) 的导数 ，及 〆 〃，但不假定 
x 为自变量. 

1181. 证明： 函数 

y — C \ cos x ^ C 2 sin x ， 

其中 G 及 c 2 为任意的常数，满足方程 

V ’ + y = o . 

1182. 证明： 函数 

y — C \ cosh x + C2 sinh a :， 

其中 G 及 c 2 为任意的常数，满足方程 

y ,f -y = 0. 

1183. 证明： 函数 

y = C\e XlX 4 - C^e 入 2 ' 

其中 G 及 C 2 为任意的常数， A : 及 A 2 为常数，满足方程 

y n — (Ai 4- \ 2 ) y f 4- Xi\ 2 y — 0. 

1184. 证明： 函数 


y = x n [Ci cos(ln x) + C2 sin(ln a:)], 
其中 G 及 C 2 为任意的常数， n 为常数，满足方程 

x 2 y f, + (1 — 2 n)xy f + (1 + n 2 )y = 0. 


1185.证 明： 函数 


X 

75 


( Cl 


cos —= + Co sin 

V 2 


ln ^) 


一 x f X 

+ e"^2 ( C3 cos —7= + C4 sin 

V \/2 




其中 Q，C 2 ，C7 3 及 C 4 为任意常数，满足方程 


y ⑷ + y = o. 


1186. 证明： 若函数 /⑻ 有 n 阶导数，则 


[/(⑽ + &)] ㈨= a n / ㈨ (ax + 卟 


1187•若 


P(x) = aox n + aix n-1 + • • • + a n 


求 P( n )0). 
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1193. y = sin 2 x. 

1195. y — sin 3 x. 

1197. y =sin ax sin bx. 

1199. y 一 =sin ax cos bx. 

1201 . y = sin 4 x 4 - cos 4 x. 

1203. y = x 2 sin ax. 

1205. y = —— . 

x 

1207. y = e x sin a;. 

1209. y = e ax P(x), 其中 P(x) 为多项式. 


1194, y = cos 2 x. 

1196. y = cos 3 x. 

1198. y- =cos ax cos bx. 
1200. y = sin 2 ax cos bx. 
1202 . y = xcos ax. 

1204. y = (x 2 + 2:r + 2)e_ x . 


1206. y 一 = e x cosx. 


1208. y = In 


a -\-bx 


bx 


1210. y 


a — 
xsinhx. 


求 d n y ， 设： 

1211 . y = x n e x . 
1213. 证明等式: 


1212 . y = 


lnx 

x 


(1) [e ax sin(6a; + c)]( n ) = e ax (a 2 + 6 2 ) 晉 sin(fcc+ c + np )， 

(2) [e ax cos(bx + c)]( n ) = e ax (a 2 + b 2 )^ cos(bx + c + rup). 


其中 simp 


b 


y a 2 ^rb 2 


cosy 


a 

\/a 2 + b 2 


1214 •求 2/( n )， 设： 

(a) y = cosh ax cos bx 
1215. 将函数 


(b) y = cosh ax sin bx 


f(x) = sin 2p x 


其中 p 为正整数，化为三角多项式: 


r 

f(x) = ^2 cos 2kx 


以求 / ( n ) ㈤ . 


fe =0 


提示：令 sin a ; = — (i — t ), 其中 t = cos a : + isinx 及 Z = cos a : — isinx , 并且利用 


棣莫弗公式来计算. 


1216 .设： 

(a) f(x)= sin 2p+1 x; (b) f(x)= cos 2p x; (c) f(x) = cos 2p+1 x, 

其中 p 为正整数，求(参阅前题). 

若 


/( 工） = A ㈤ + i/2 ㈤ ， 

其中 i 是虚数单位，炙 ㈤ 和 f 2 (x) 为实 变量 : C 的实函数，则按定 义有: 

/’㈤=/((^) +1/2(^)- 

1217. 利用恒等式 


x 2 + 1 2i \ x — i x + i 


证明 : 


(n) 



(~l) n n\ 

( l +； r 2 ) 乎 


sin[(n + 1) arccot x 


提示： 利用棣莫弗公式 . 

1218. 求函数 f(x) = arctanrr 的 n 阶导数 . 


求 / (7 ° ⑼，设 : 
1219. (a) f(x) 


(1 - 2x)(1 +x) 


0) /㈤ 


1220 . (a) f(x) = x 2 e ax 


(b) f(x) = arctan x 


(c) f(x) 


=axcsma: 


1221 . (a) f(x) = cos(marcsina;) 

1222 . (a) f(x) = (arctanx) 2 ; 

1223 . 设 


(b) f(x)= sin(m arcsinx). 
(b) f(x) = (arcsinx) 2 . 


f ( 工 )^ (x - a) n (p(x), 

其中函数 cp(x) 在点 a 的邻域内有 n - 1 阶的连续导数，求 /㈤ (a) 


1224. 证明： 函数 


/⑷ 


x 2n sin-, x 0. 

X 


(n 为正整数 ) ，于点 : c = 0 有一直到 n 阶的导数，而无 n + 1 阶导数 


1225. 证明： 函数 


/㈤ 


" 怎 2 ， 


在 


0 处是无穷次可微的.作出此函数的图像 


1226 •证 明： 切比雪夫多项式 


Tm(x) 


满足方程 


2 m 


j cos(m arccosx) (m = 1 ，2 , 


擊争擊 


(1 一 x 2 )T^(x) - xT f m {x) + m 2 T m (x) = 0. 


1227 . 证明： 勒让德多项式 

^ W -^[(^ 2 - l ) m ] (m) (m = 0， l ，2, …） 

满足方程 ' 

(1 - x 2 ) P ^( x ) - 2 xP , m { x ) + m(m + l ) P m ( x ) = 0. 

提示：把等式 （ z 2 — l ) w ’ = 2 mxu 作 m + 1次微分，其中 u — { x 2 — l ) m . 

1228. 切比雪夫-拉盖尔多项式定义 如下： 

L m ( x ) = P (: c m e - x ) ㈣ (m = 0,1，2,… ). 

求多项式 L m (x) 的显式表达式. 

证明： L m ( x ) 满足方程 

xL ^ x ) + (1 — x ) L f m ( x ) + mL ( x ) = 0. 


- 88 • 


第二章 一 元函数微分学 


提示：利用等式; rw ’ + ( a ; — m)u = 0,其中 w = x m e ~ x . 

1229. 设 y = /( w ) 及 w = < p ( x ), 其中 f ( u ) 及 cp ( x ) 为 n 阶可微函数.证明 


其中系数 A k ( x ) (fc = 0, l , 


, n ) 与函義无关. 


1230. 证明：对于复合函数 y = /( a : 2 ) 的 n 阶导数，成立公式 


d n y 

dx n 


(2 x ) n f { n ) ( x 2 ) 



n(n — 1) 
~1!~ 


(2 x ) n - 2 



n(n — l )( n - 2 )(n _ 3) (2 x 广- 4 fin - 2 )^ + , 


• m 


1231. 切比雪夫-埃尔米特多#式定义 如下: 



rrt 


( x ) = (—『 〆 ( 〆)(—（m = 0,1， 2, 


« 秦 _ 


求多项式 H m ( x ) 的显式表达式 


证明： H m ( x ) 满足方程 
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( x ) — 2 xH f m ( x ) + 2 mH m ( x ) = 0. 


提示：利用等式 V + 2 ;rw = 0,其中 w 

1232.1. 证明等式： 


2 


争 

x n ^ 1 e ^ 


(n) 


提示： 运用数学归纳法. 

1232.2. 证明公式： 

An / n 1 

⑷ d^^ lnx) = n! ( lnx + S^ 

\ fc=l 


x n +i 


(x > 0) 


( b ) 


d 2n 

dx 2n 


smx 


巧:上 [ C n ( x ) sin X - S n ( x ) cos x 


其中 


C n ( x ) 


r 2 T 2n 

卜可—并 1 广両 


/v*3 ^271—1 


1233. 设+ = D 表示微分算子, 

ax 


• 

f(D)= 52 Pk (x)D 


k =0 


为微分符号的多项式，其中 Pk{^){k = 0,1 5 


♦ •泰 


， n ) 为 a : 的某连续函数， 证明: 


f ( D ){ e Xx u ( x )} = e Ax f(D + X ) u ( x ), 


Ax 


其中 A 为常数. 


1234. 证明： 若在方程 


中令 


# V 

E 

fc =0 


akX k y^ = 0 


其中 t 为自变量，则此方程化为 


其中 

at 


. 罗尔定理、拉格朗日定理和柯西定理 

71 

dkD(D - 1) . (_D - fc + l)y = 0, 

fc =0 


. 89 • 


§6. 罗尔定理、拉格朗日定理和柯西定理 


1- 罗尔 定理. 若函数 /Or): (1) 在闭区间 [a,&] 上有定义并且是连 续的； （2) 在此区间内有有 
限的导数 f ( x ); (3) f ( a ) = /(6),则在区间 ( a ， b ) 内至少存在一个数 c 5 使 

/'(c) = 0. 

2. 拉格朗日定理. 若函数 f ( x ): (1) 在闭区间 [a，&] 上有定义并且是连 续的； （2) 在区间 
( a , b ) 内有有限的导数，则 

/⑻一 /⑷ = ( b - a)/(c ), 其中 a < C < & 

(有限增量公式). 


3. 柯西 定理. 若函数 f ( x ) 及 g ( x ): (1) 在闭区间 [a, 6] 上有定义并且是连 续的； （2) 于 (a, 6) 
内 /( 工）及分(工）有有限的导数 f ( x ) 及 g f { x ); (3) 当 a < x < 6时， f r 2 ( x ) + g ,2 ( x ) ^ 0; (4) 


5(a) #〆&)，贝! J 


f ( b ) — f ( a ) 二 /'(c) 
9 ( b ) ~ g ( a ) ~ p'(c)’ 


其中 a < c < b . 


1235. 检验罗尔定理对于函数 

f ( x ) = (x ~ 1)(工 - 2 ){x - 3) 

的正确性. 

1236. 函数 f ( x ) = 1 —没当；^ — 1及 x 2 = 1时为零，但是当 -1 彡： c 彡1 

时， 尸㈤一 0. 说明与罗尔定理表面上的矛盾. 

1237. 设函数/(㈡在有限或无穷的区间 (a, 6) 中的任意一点有有限的导数八; c；), 且 

lim /(x) = lim f ( x ). 

x-m+O W x^b-0 

证明： 

/'(c) = 0 ， 

其中 c 为区间 （a，6) 中的某点. 

1238. 设函数 f ( x ): (1) 在闭区间 [x 0j x n ] 上有定义且有 n - 1阶的连续导数 
严 -D(x) ; (2) 在区间 ( x Q , x n ) 内有 n 阶导数 (3) 下列等式 成立： 

/(^o) = f { xi ) =…= f ( x n ) ( x 0 <Xi <-' < x n ). 

证明： 在区间 ( xo ^ Xn ) 内最少存在一点 t 使 

/⑻⑹= 0 ‘ 

1239. 设函数 f ( x ): (1) 在闭区间 [ a ，&] 上有定义且有 p+g 阶的连续导数 
(2) 在区间 （a，&) 内有 p + g+ 1阶的导数 /( p +9+D( x); ( 3 )下列等式 成立： 

/⑷=/’⑷= . _ ■ = / (p) (a) = 0, 
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m = f ( b ) 


• • •""" 


f { q ) ( b ) = 0. 


证明： 在此种情形下 


/( p +9+ l )( c ) =0 


其中 C 为区间 （(1,6) 内的某点. 

1240. 证明： 若具实系数抑 （ A : = 0,1，…， n ) 的多项式 

Pn{x) = aox n + aix n_1 + …+ a n (a 0 ^ 0) 

之一切根为实数，则其逐次的导数巧⑻， W ㈤ ，… ^ P ^ ix ) 也仅有实根 


1241. 证明： 勒让德多项式 


Pn{x) 


d n 


{Or 2 - 1 广 } 


2 n n ! dx n 


的一切根都是实数且包含于区间（- i ， i ) 中. 
1242. 证明： 切比雪夫-拉盖尔多项式 

L n ( x ) = e x 

所有的根都是正数. 


d n 


dx n 


( x n e 


X 


X 


2 


d n 


dx 


n 


( e- x 


2 


1243 •证 明： 切比雪夫-埃尔米特多项式 

H n { x ) = (- l) n e 

所有的根都是实数. 

1244. 在曲线 y = x 3 上某点的切线，平行于连接点 ^(-1,-1) 及点 5(2,8) 所成 
的弦，求出此点. 

1245. 若❿ < 0,有限增量公式对于函数 


/㈤ 


在闭区间 [ a , b ] 上是否正确? 

1246.1 .设 


x 


⑷ f { x 、 = ax 2 + bx + c (a 一 0); 
( c ) f ( x ) = i ； 

Jj 


(b) f(x) =r X 


3 


( d ) f ( x ) = e 


X 


求满足 


/(X + Ax ) - f ( x ) = Axf(x + OAx ) (0 <0 <1) 


的函数 0 = 0( x , Aa ;). 

1246.2 •设 f(x)e C ( D (- oo ，+ oo )， 且对于任何: r 和/ 1 成立恒等式 

f(x -\-h)~ f(x) = hf(x). 

证明: 

f(x) = ax -\-b, 

其中 a 和 6 为常数. 

1 246 _ 3 •设 f(x) e C (2 )(- oo ，+ oo ), 且对于任何 t 和 h 成立恒等式 

/( a : + h) — f(x ) 三 hf (z + •). 
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证明: 


f ( x ) = ax 2 + + c , 


其中 a , & 和 c 为常数. 

1247. 证明： 若 : c > 0, 则 


yx + 1 — \fx = 


1 


2 yjx + 0( x ) 


其中 i 彡0(岣< 

1248 •设 


并且 = Jii 0 ⑷ 


2 


3 — x 2 


/ ⑻ 


0 ^ x ^ 1, 


x 


1 < X < +00 


在闭区间 [0,2] 上对于函数 /( x ) 求有限增量公式中的中间值 c . 


1249•设 


/ ㈤ -/(0) = xf [ i { x )} 


其中 0<《( x ) <: c . 证 明：若 


/⑻ 


xsin ( lnx ), x > 0, 


0 


x = 0 


则函数 C = aw 在任意小的区间 （0， S ) 内 （e > 0) 是不连 续的. 

1250. 设函数 f { x ) 在区间 （ a ，6) 内有连续的导数 f ( x ). 对于区间 （ a ，6) 内任何一 
点6可否从此区间中指出另外的两点 以及: r 2 , 使得 

f(x 2 )~ f(xi) 心 、 f " . 、o 
―— = /(0 (^1 < ^ < 灼)？ 

上2 上1 

研究一个例子： 

f(x) = X 3 (―1 彡 x 彡 1 )， f = 0. 

1251. 证明下列不 等式： 

( a ) | sina ;- siiiy | ^ \x - y \; 

( b ) py p ~ l (x - y ) < x p - y p ( px p-1 (x - y ) (0 < y < x,p > 1); 

( c ) I arctan a — arctan 6| ^ \a — b \; 

/ lX CL —— b CL CL — b _ 、 

( d ) ―— < In T < — ； — (0 < 6 < a ). 


a 


b 


1252. 说明在闭区间[- 1,1] 上柯西定理对于函数 /( x ) = x 2 R g ( x ) = x 3 何以不真? 

1253. 设函数 f ( x ) 在闭区间 [ x 1;3 ; 2 ] 上可微，并且> 0. 证明： 


1 


Xi - X2 


Xl 


X 2 


/(^ l ) /( 工 2) 


m 气 m 


其中 a：i < ^ < X 2, 

1254. 证明： 若函数 f ( x ) 在有限的区间 ( a ， b ) 内可微但无界,则其导数 f ( x ) 在区 
间 （ a ，&) 内也无界.逆命题不真（举出例子). 
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1255. 证明： 若函数/ ㈤ 在有限或无穷的区间 （ a , 6) 内有有界的导数尸⑻，则 


/(4在 （ a , &) 中一致连续. 

1256. 证明： 若函数 f ( x ) 在无穷的区间 ( x 0 ,+ oo ) 内可微,且 

lim f ( x ) = 0, 

X — ^ + 00 


则 


lim 型=0, 

x—¥+oo x 


艮 P 当: r — +oo 时， f ( x ) = o ( x ). 

1257. 证明： 若函数 f ( x ) 在无穷的区间 ( x 0 ,+ oo ) 内可微且 


当 T +00 时， f ( x ) = o ( x ), 

则 


lim \ f ( x )\ = 0. 

怎 ―^ + 00 


1258.1. 证明： 若函数 f ( x ): (1) 在闭区间 [ x 0) X ] 上有定义并且是连 续的； （2) 在 
区间 ( x 0 ^ X ) 内有有限的导数 /' ㈤ ； （3) 存在有限或无穷的极限 

lim 4 _n 尸⑷=/’(工 0+0), 

x ―►工0+0 

则相应地存在有限或无穷的单侧导数/;(吻）且 

z +^ o ) = f ( x 0 -\- 0 ). 


1258.2. 证明： 对于函数 

/⑻= 

存在有限的极限 


arctan 

0 , 


1 + rc 
1 — x J 


z 一 1 ， 

X = 1 


lim /’⑻， 

X —^1 

但是函数 / ㈤ 没有单侧导数炅⑴及 /；( i ). 给出这个事实的几何解释.然而，在这个 
点存在广义单侧导数（见习题 1009.2). 

1259. 证明： 若当 a < or < &时尸 ( x ) = 0,则 

当 a < x < 6时， f ( x ) = 常数_ 

1260. 证明： 导数为常数 

f’ (x) = k 

的唯一函数 f(x) (― oo < x < + 00 ) 是线性函数 

f(x) = fcc + &_ 

1 26 1.1■若/⑹ ㈤ 二0,则函数 f { x ) 有什么性质？ 

1261.2. 设 /㈤ G C (00) (- oo ，+ oo ), 并且对每个: c 都存在正整数〜< n ), 使得 

/(^)( x ) =0. 

证明： 函数 f(x) 是多项式. 

1262. 证明： 满足方程 


y f = Ay (A =常数) 


的唯一函数 y = yO ) (-00 < x < + 00 ) 是指数函数 y = Ce Xx , 其中 C * 为任意常数 


提示：研究 ( ye ~ Xx y . 

1263. 检验函数 


f(x) = arctan 


1 + x 


g(x) = arctan x 


在 区间： (1)x<1R(2)x>1 内有相同的导数.推出这些函数间的关系 


1264. 证明下列恒 等式： 

(a) 2 arctan x + arcsin 


2x 
1 + x 


nsgnx, ^ |x| > 1; 


( b ) 3 arccos x — arccos (3 a : — 4x 3 ) = Jt ， 当 |rc| 彡臺. 

1265. 证明： 若函数 f ( x ): (1) 在闭区间 [ a ，6] 上是连 续的； （2) 于此区间内有有限 
的导数 fix ); (3) 不是线性函数，则在区间 （ a , 6) 内至少能找到一点 c , 使得 

I 户 / T \ 户 / 、I 


\ f ( c )\ > 




给出这个事实的几何解释. 

1266. 证明： 若函数/ ㈤ ：⑴在闭区间 [ a ，6] 上有二阶导数 /" ㈤ ； （2) f(a) = 
f(b) = 0,则在区间 （ a ，6) 内至少存在一点 c , 使得 

1267. 汽车从某点开始行驶，于 i 秒内走完了路程，所经过的距离为 证明： 汽车 
运动的加速度在某瞬时不小于 


§7. 增函数与减函数.不等式 


1. 增函数与减函数 .若 

当 a 彡 A < 奶彡 & 时， f(x 2 ) > f(x!) (或当 a < a < 奶彡 & 时， f(x 2 ) < /( xi )) ; 

则称函数 f(x) 为闭区间 [ a ，&] 上的 增函数 （或 减函数 ). 

若可微函数 f(x) 是闭区间 [ a , b ] 上的增函数（或减函数)，则 

当 a 彡 a : 彡&时， f ( x ) ^ 0 (或当 a 彡: r 《&时， f ( x ) ^ 0). 

2. 函数递增（或递减）的充分条件. 若函数 f ( x ) 在闭区间 [ a ,&] 上是连续的，并且在其内有 
正的（或负的）导数 f(x), 则函数/( ㈡ 在 [ a , b ] 内递增（或递减). 


求下列函数的严格单调（增或减）区间 

1268. y ~ 2 + x — X 2 . 


1269. y = 3x — X 3 . 


1270. y 


2x 


1271. y 


x + 100 


(x ^ 0) 


1272. y = x + sin cc 


1273. y = x + \ sin2x . 


1274. y = cos 


1275 - y 


2 X 
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1276. y = x n e~ x (n > 0 ,x ^ 0). 1277. y = x 2 ~\ nx 2 . 

x + sinlnx ) , a : > 0, 

0, x = 0. 

1279. 证明： 圆的内接正 n 边形的周长 & 当边的数目 n 增加时增加，而此圆的外 
切正 n 边形的周长此时则减小.利用这点来证明，当 n — oo 时，仏及有相同 
的极限. 

1280. 证明： 函数 

i + ir 

j 

在区间 （-00,-1) 及 （0，+ oo ) 内递增. 

1281. 证明： 有理函数 



1278 .若 f { x ) 


P { x ) = ao + a\x + . ■. + a n x n (n > l , a n ^ 0) 

是区间（- oo ,- 邱）及 ( x 0 ,+ oo ) 上的严格单调函数，其中:为充分大的正数. 


1282. 证明： 有理函数 

R ( x ) = 


Qq + a\x H - h a n x n 

b 0 + hx H - h b m x m 


7 ^ 0 ) 


是区间（- oo ,- 吻）及 ( xo ^ oo ) 上的严格单调函数，其中邱为充分大的正数. 

1283. 单调函数的导数是否也必为单调的？研究一个 例子： 


f ( x ) = x + sin ; r . 

1284. 证 明：若 ^( x ) 为可微的单调增函数，且当 x 彡邱时， \ f ( x )\ ^ ，则 

当 z > : r 0 时， 1/($) - f ( x 0 )\ ^ ( f ( x ) - ( p ( x 0 ). 

给出这个事实的几何解释. 

1285. 设函数 f ( x ) 在区间 a^x < + oo 内连续，而且当 : r > a 时， f ( x ) > k > 0, 

其中为常数.证 明：若 /⑷ < 0,则在区间 Qa ， a - 内方程 f ( x ) = 0有且仅有 

一 ■个实根. 

1286. 若在某邻域 | a :— 抑| < 5内，函数增量 A /( a ： o ) = /( z ) — f ( x 0 ) 的符号与自 
变量增量 Ax 0 = x - x 0 的符号相同，则称函数 f ( x ) 为在吻 点的增函数. 

证明： 若函数/ ㈤ ( a < x < b ) 在有限或无穷的区间 ( a ， b ) 内的每一点皆为增函数, 
则它在此区间内为增函数. 

1287. 证明： 函数 

" 、 I x + x 2 sin x ^0, 

f(^) = < ^ 

y o, x = o 

在点 : r = 0是增函数，但在包含此点的任何区间 (- e , e ) 中并非增函数，其中 e > 0为任 
意小的数.作出此函数的略图. 

1288. 证明定 理：设 （1) 函数 咖及 教 x ) 为 n 阶可微 函数 ； ⑶= 
岭⑻ （ x 0 ) ( A : = 0,1， • ■.，n - 1); (3) 当 : r > x 0 时， ^ n \ x ) > V ?( n )( x )， 则当 x > x 0 时有 


不等式 


§7,增函数与减函数.不等式 
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( f ( x ) > ^( x ). 


1289. 证明下列不 等式： 

(a) e x > 1 + x (x 一 0); 


X 


2 


( b ) x — ^― < ln(l + x ) < x (x > 0); 


(c) X- 


X 


3 


< sinx < x (x > 0); 


(d) tan x > x + 


x 


3 


3 


0 < x < 



( e ) ( x a -\- y a )i > ( x ^ -\- y 0 )0 (x > 0, y > 0,0 < a < /?). 
给出不等式⑷ 一 (d) 的几何解释. 

1290. 证明： 不等式 

2 


jr 


—x < sinx < x 

71 


当0 < a ; < $时成立. 

△ 


1291. 证明： 当 ; r > 0时有不等式 


X + 1 


+ 一 
X 


< e < I 1 + - 

x 


1292. 等差数列与等比数列的项的数目相同且有相同的首项与末项,并且一切项都 
是正的. 证明： 等差数列各项之和大于等于等比数列各项之和. 


1293. 用不等式 


^2(a k xb k ) 2 ^ 0 , 


k 


其中 a ;, 叫， 6 fc (fc = 1，…， n ) 为实数，来证明柯 西-布尼亚科夫斯基不等式: 



2 




\ fc = l / k —1 

1294. 证明： 正数的算术平均值的平方不 k 于这些数的平方平均值，即 


n 




k 



n 




k 


1295 . 证明： 正数的几何平均值不大于这些数的算术平均值，即 


^XiX2 


» _ ♦ 


提示： 用数学归纳法 . 






+ $ n ) _ 


1296. 设 a 及6为两个正数，则由等式 


a s 


1 


△ 5 (a ， 6) 


2 

lim At(a, 6), 
t—►o 


所定义之函数称为正数 cx 与6 之 S 阶平 均值. 


5 # 0 , 

s = 0 


例如，当 S - 1时得调和平均值，当 S = 0时得几何平均值（试证明 !)； 当 S = 1 
时得算术平 均值； 当 s = 2时得平方平均值. 

证明 ： （ 1) min(a ， 6 ) 彡 A s ( a ) b ) < max(a ， 6); 

( 2 )当 a 时，函数 A s ( a ,&) 是变量 s 的增 函数； 
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(3) lim A s (a ， b) =min(a ， 6)，lim A s (a^b) = max(a, b). 

s —► —oo s^+oo 

提示： 考察 -^[lnA s (a,6)]. 

as 

1297. 证明下列不 等式： 

(a) x a — 1 > a(x — 1 ), 若 a 彡 2, ;r > 1; 

(b) ^/x — ^fa < ^Jx — a , 若 n > 1, x > a > 0; 

(c) 1 + 2lnx < x 2 , 若 x > 0. 

§8. 凹凸性.拐点 

1. 凹凸性的充分条件. 若由可微函数定义的一段曲线 y = f ( x ) ( a ^ x ^ b ) 位于其任意一 
点的切线之上（或之下)，则称这个可微函数2/ = f ( x ) 的图像在闭区间 [ a , b ] 上是凸（或对应地， 
凹） 的®.在假设二阶导数/〃 ㈤ 存在的情况下，当 a < z < 6时不等式 

f ( x ) > 0 (或对应地 f ( x ) <0) 

成立，为图像是凸（或对应地，凹）的充分条件. 

2. 拐点的充分条件. 若函数的图像在某点的凹凸性改变，则称此点为拐点. 

若在点: C0 有 /" (: c 0 ) = 0,或者 f ff ( xo ) 虽不存在但 fixo ) 有意义，并且无论在哪种情形下， 
/ 〃(: r ) 在; r 经过 xo 时改变符号，则; cq 是拐点. 

1298. 研究曲线 


y = 1^- \/x 

于乂(-1， 0), B ( l , 2 )及 <7(0,1) 诸点的凹凸性 ■ 


求下列函数的图像的凹或凸的区间及 拐点： 
1299. y = 3 x 2 — x 3 . 

1301. y = x + x 毫. 

1303. y - = x + sinx . 

1305. y = ln(l + x 2 ). 

1307. y = x x (x > 0). 

1308. 证明： 曲线 

X + 1 


1300 •以 = ^^( a > 0 ). 

1302. y = VTTx ^. 

1304. y = e ~ x2 . 

1306. y = x sin(ln x ) (x > 0)- 


在位于同一直线上的三个拐点.作出这个函数的图像. 
1309. 如何选择参量/ I ，可使“概率曲线” 


V = 


h ^h 2 X 2 




(/i>0) 


①更一般的定义见习题 1312. 原书把凸称为下凸或上凹，把凹称为下凹或上凸，译文已按照国际上更通用 
的术语修改.关于凹凸性更详细的讨论，详见与本书配套的参 考书： 沐定夷，谢惠民.吉米多维奇数学分析习题 
集学习指引（第一册) • 北京： 高等教育出版社， 2010. 第二章 §2,8. ——译注 
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有拐点= 士 CT ? 

1310. 研究摆线（旋轮线） 

x = a(t — sint), y = a(l — cost ) (a > 0) 


的凹凸性. 

1311. 设函数 f { x ) 在区间 a < ^ < +oo 中二阶可微， 并且： 

(1) /(a) = A >0; (2) 尸⑷ < 0;⑶当 x > a 时， f ff { x ) < 0. 

证明：在区间 （a, +oc) 内方程 f { x ) = 0有而且仅有一个实根. 

1312. 若对于区间 （a, &) 内的任意两点町与: r 2 及任意两数与 A 2 (A x >0, A 2 > 
0,A! + A 2 = 1) 有不 等式： 


/(Ai^i 4 - A 2 x 2 ) < Ai/(xi) 4 - A 2 /(x 2 ) 


(或对应地，相反的不等式 /(Ai^i + X 2 x 2 ) > Ai/(x!) + A 2 /( x 2 )), 则称函数 f { x ) 在区 
间 （a，&) 上是凸（凹）的. 

证明： （1) 若当 a < z < 6时，/〃㈤ > 0,则函数/ ㈤ 在 ( a,6) 上是 凸的； （2) 若当 
a < a: < 6时，/〃(: c) < 0,则/■ ㈤ 在 ( a, 6) 上是凹的. 

1313. 证明： 函数 


x n (n > 1), e x , xlnx 


在区间 (0,+oo) 上是凸的，而函数 


x 


(0 < n < 1), lnx 


在区间 （0，+oo) 上是凹的. 


1314.1. 证明下列不等式，并解释其几何 意义: 


x + y 
2 — 


⑷ -(x n +y n ) > 

(b) (x ^ y ) 


(x > 0，y > 0，x # y，n > 1) 


(c) xlnx^ylny > (x + y ) In 


x^ry 

2 


(x > 0, y > 0). 


1314,2. 设当 a r < 6 时 /"(X) > 0, 证明： 对于任何 xi,x 2 e [a,6]， 都有 


Xi +X 2 

~2 


^ o [/(^ l )+/(^2)]. 


1315. 证明： 有界的凸函数处处连续，并有左导数和右导数. 

1316. 设函数 f ( x ) 在区间 （a，&) 内二阶可微，且/〃(0 / 0,其中 a < ? < 6. 证明 


在区间 (a, 6) 中可找出两个值 n 与❿， 满足 

X2 — Xi 


/'⑹. 


1317. 证明： 若函数 f ( x ) 在无穷的区间 (x 0) +oo) 内二阶可微，且 


/(x) = 0, 

►xq+O 


lim /(x) = 0, 

—+ oo 


则在区间 ( x 0 ,+ oo ) 内最少有一点满足 /" ⑹ =0. 
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§9. 不定式的求值法 


洛必达法则.情形1:不定式^的求值法■若： （1) 函数/(工）与 〆 工）在点 a 的某邻域 仄① 

内有定义并且连续（此处 a 为数或符号 00 )，并且当 a : — a 时，这两个函数都趋 于零： 

lim f ( x ) = lim g ( x ) = 0; 

x ― ><x 

⑺导数 /' ㈤ 与 〆 ㈤ 在点 a 的邻域 ％ 内存在（在点 a 本身可不存在)，并且当 z 一 a 时，二 


者不同时 为零； （3) 有限或无穷的极限值 


lim 


存在，则有 


■T ㈤ 

夕’⑻ 


r f ( x ) v /’ O ) 

lim -)-( = lim : L rHr . 
cc—a g ( x ) X—►a g f \X) 

情形 2 : 不定式 $ 的求值法 .若： ⑴当 x — a 时，函数 / ㈤ 与 〆 a ；) 都趋于无 穷大： 

lim f ( x ) = lim g ( x ) = 00 ， 

x — ><x x—►a 

其中 a 为数或符号 oo ; ⑺对于异于 a 且属于点 a 的邻域 £4 的一切 a : 值，导数 f ( x ) 与 g ^ x ) 
都存在,并且对于这样的 cc 有 


f 2 {x)+g ,2 {x)^0- 


(3) 有限或无穷的极限 


lim 


存在 ，则 


/’⑻ 
9 f {^) 


lim 孕 I = lim 

r—a g\X) x—^a g f { x ) 


对于单侧导数也有类似的法则. 

利用代数变换与取对数的方法，可使不定式 0-00,00 

0 oo 

这两个基本类型的不定式的求值法. 


, 0°等的求值法化为 


求出下列各式 之值： 

1318. lim 

x~^o sin ox 

1320. lim 

x — sinx 

1322. lim 

x —§ tana ; 

1324. lim 1 

工 —f 2 sin ^ x — l 

1326. lim ~~ C ° S f , 

^-►o x z sin x z 


1319. lim 

x —^0 


cosh x — cos x 


1321. lim 


3 tan 4 a ; — 12 tana : 


0 3 sin 4 x — 12 sin a : 


1323* lim 


1325 - lim 

x —^0 


1327. lim 


x cot x — 1 

X 2 • 

+ 1) - 2( e x - 1) 
x 3 

arcsin 2 x — 2 arcsin x 

x 3 


①所谓点 a 的邻域系指满足下列不等式的数 x 的 集合： （ 1 ) 0 < |a; — a | < e ，若 a 为一 个数； （ 2 ) 
| 工 | > i ，若 a 为符号 oo , (这样定义的邻域通常叫做去心 邻域 . —— 译注） ’ 
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1328. lim 


0 Xy/X 


V^aarctan 4 /— — V^arctan'/ 手 )• 


1329. 


lim 

x—>0 


a x 


x 3 


(a > 0). 


1331. lim 


1333 - lim 

x —^0 


ln(sin ax) 
o In (sin bx ) # 

cos (sin x) — cos 2 ： 


o x 4 


1330. lim ( 1 ^ 

怎 ― i \ hix — x + 1 


1332* lim 


In (cos ax) 
o ln(cos bx 、 


1334. lim — ( - - —— 

x-^o x \ tanhx 


tanx 


1335. lim ^Msinh，) - axsinh ㈣ ，其中 arsinh ^ ln( ^ 

a—o smh x — sin x 


+ x 2 ) 


1336. lim (e > 0). 

a: — ^+oc x e 


1337. lim — (a > 0, n > 0) 

x—► +oo Q ax 


1338. lim 


el 


o x 


1000 p 


1339. lim x 2 e_ 001x . 

X 4 + OC 


1340. lim In a: - ln(l — x) 

X — ►!—0 


1341. lim X s Inx (e > 0) 

^—►+0 


1342. lim 

X ― ►H-O 


1343 - lim〆 -1 

X—^0 


1344 • 思 i o (〆-1) 
1346. lim . 


1345. lim ^ i+i^. 

rc 一 +0 

1347. lim (2 - a:) tan ^ 


1348. lim (tano;) tari2:c . 


1349. lim (cot x) 


sin X 


1350. lim ( In —). 

^+o \ x J 

1352. lim ^ 丫。 

x—a V tana / 


•t(x—a) 


1351 • lim tan 


71X 


2x + 1 


1353. lim ( 

x^o \ b x — x\nb / 


1354. lim [ - 

x-^o \ x e x 


1355. lim -— 

x-^i V lrxa: 


x — 1 


1356. lim ( cot x - 

x—^0 \ X 


n x — x a 

1358. lim - (a > 0). 

x—^a x — a 

1360. lim ㈣); 二苎 (a>0) 

X—0 X 2 


1357. lim - , 

i\n(x + V^l + x 2 ) 


1359 - iim 


(1 +岣 


1361. lim { — arctanx 

x—^+00 \ 71 


ln(l + x) 


1362. lim (tanh x) x . 

x—^+oo 
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1363 - ( a ) lim 


arcsm x 




o 


( c ) lim 一 


x 


tana : 


x 


( b ) lim 


o 


since 

x 






( d ) lim 


arc tan a : 


x 




( e ) lim 一 


arsinh x 




x 


其中 arsinh x = In (x + \/1 + x 2 ) 


1364. lim 

X—>0 


(l + x)i 


e 


1 


丄 




0 


1366. lim 


u 


f COS X \ ^I 


coshx 


) 


1367- lim 


— arccos x 

71 


In cosh a ; 


0 Vcoshx — Vcosh x 


1368. ( a ) lim 


o 


l+e x 
一 2 


coth 


( b ) lim 


x 


In 


+oo (In x) x 9 


1369- 


lim 

—+ OC 


^+^+x+l-^+x + l-- n(eX+x) 


X 


1370. + 


1371. 若当 x — 0 时，曲线 y 

有倾角 a , 求 lim I 

X 


f ⑻ 通过坐标原点 （0,0) [lim /⑻= 0]，且在此 


1372. 若当 


x 


+0时，连续曲线 y = /⑷通过坐标原点 （ o ,0)[ lim / ⑷ = 0]， 

并且当0 < r e 时，此曲线完全位于两直线 y = -kx 及 y = kx (k _ oo ) 所组成的锐 
角之内，证明： lim 〆 ⑻ = 1. 

x — +0 

1373.1. 证明： 若函数/⑷的二阶导数 f f ( x ) 存在，则 


/ 〃⑷= ㈣ 


f{x + h ) + f(x - h ) - 2 f ( x ) 


h 2 


1373.2. 研究函数 


1 


/⑻ 


x e x — 1 


: r _ 0, 


在点 ; C = 0的可微性 

1373.3. 求曲线 


2 


x = 0 


V 


x 


l+x 


(1 + 0 ；) 


(x > 0) 


的渐近线. 


1374 - 研究运用洛必达法则于下列各例的可能性 


( a ) lim 


x 2 sin 


X . 


o smx 


( b ) lim 


x — smx 
: r + sin a : 


§10. 泰勒公式 
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( c ) lim 

X—^ + CX) 


( d ) lim 


e~ 2x (cosx + 2 sin a :) + e 一 x2 sin 2 x 


e 


X 


(cos x + sin x ) 


1 + $ + sin x cos a : 


: r—oo 


(x + sin o ; cos x ) e sinx ' 


1375. 设有一弓形， 其弦长为 b , 拱高为 / i , 半径为丑，又有内接于此弓形的等腰 
角形.若当丑不变时弓形的弧长趋于零，求弓形面积与内接等腰三角形面积之比的极 
限.利用所得结果推出弓形面积的近似 公式： 


5 « hh . 


§10. 泰勒公式 


1. 泰勒局部公式.若： （1) 函数 f(x) 在点; To 的某邻域 - Xo \ < £ 内有定义； （2) /( I )在 
此邻域内有一直到 n — 1阶的导数/'⑻,…，/^一 1 %);⑶在点仰存在 n 阶导数 / ( n ) ( x 0 )， 则 


n 


f{x) = y^Qfe(^ — X 0 ) k - o((x- a ； o) n ) 

k=0 

其中办 = ’ ㈦ 卜 (fc = 0,1, …， n ). 特别地，当 rc 0 = 0时 ，有： 


⑴ 


k\ 


/⑻ 




在上述条件下， （1：) 式是唯一的. 


fe =0 


k\ 


( 2 ) 


若在点 x 0 存在导数 / ( n +1) 0 ro )， 则公式⑴中的余项可以取为0*(化 - x 0 ) n +1 ) 的形式. 


从泰勒局部公式 （2) 得出下列五个重要的展 开式: 

2 


I. e^l + x + ^ + ^^ + ^+oCx 71 ); 

z! n! 


E, sinx 


X 


3 


…百 + 


» ♦ ♦ 


+(_i) n — 1 


2n 


2 


HL cosx 




(2n- 1)! 

2n 


+ o(x 2n ) 


^o(x 2n+l ) 


IV. (1+x) 


m 


1 + mx + 


m(m — 1) 
2 ! 


2 


X " + 
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n! 


x 


2 


V, ln(l + x) = x ——— + 


X 


n 


_ « ♦ 


+ (-l) n - 1 —+ 0(^). 

n 


2. 泰勒公式.若 ：（1) 函数 f(x) 在闭区间上有 定义； （2) f(x) 在此闭区间上有连续的 
导数尸 ㈤ ，… (3) 当 a<x <6时存在有限的导数 /( n )( a :)， 贝 IJ 


其中 


(拉格朗日余项)，或 


f(x) = ^2 f fe! ⑷ ( x _ a ) k + ^n{x) {a^x b), 

fe =0 * 

R n {x)= ’⑻ (a + ，一 a)) 0r -a) 71 (0<9<1) 

n\ 


= /(n)(a + ^~ a)) (i - e^r~\x - a) n (0 < < 1) 

( n - 1)! 


(柯西余项). 
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1376. 将多项式 


P ( x ) = 1 + 3 x + 5 a : 2 — 2 a : 3 

改写为二项式 x +1的非负整数次幂多项式. 


写出下列函数按变量 x 的非负整数次幂的展开式，到含有所指阶数的项 为止: 


1377. 


1 + a: + x 2 
\ ~ x + x 2 


到含 x 4 的项，/ ⑷ (0) 等于什么? 


(\ 4 - r'l 100 

1378 - ( i - Lr ( i + 2 ，r 到含 p 的项. 

1379. ^/^Tx (a > 0) 到含: c 2 的项. 

1380. Vl — 2 x + x ^ - v^l — Zx x 2 到含: r 3 的项. 

1381. e 2 ^ 2 到含: c 5 的项. 1382. 到含; c 4 的项. 

_ e * — 1 

1383. Vsinx 3 到含； r 13 的项. 1384. In cos x 到含 / 的项. 
1385. sin ( sina ;) 到含 a ; 3 的项 • 1386. tan a : 到含; r 5 的项 • 


1387. In —到含 a : 6 的项. 

X 

1388. 求函数 f ( x ) = ^ 按照 : c - 1 的非负整数次幂展开式的前三项. 

1389. 将函数 /( x ) = x x ~ l 按照 : r - 1的非负整数次幂展开至含有 Or - I ) 3 的项. 

1390. 在点 ; c = 0的邻域中，用抛物线（二次多项式）近似地代替函数 

y = a cosh — (a > 0). 

CL 

1391. 按公式 i 的非负整数次幂展开函数 /(x) = vTT^ -X ( x >0) 到含^ 

的项. ^ ^ 


1392. 求函数 f ( h ) = ln(x + / i ) ( x >0) 按增量 / i 的正整数次幂的展开式，到含 W 
的项 （ n 为正整数). 

1393.1 .设 

un 

f { x -\- K ) = /( x ) + hf f { x ) + . ■. + ― j ~/( n ) (x + 沒 / i ) (0 < 0 < 1)， 

且/(心1) ⑷ — 0. 证明： n . 

lim 0 = —-— . 
h — ►O 71+1 


1393.2. 设当 x^O 时有 f ( x ) = 1 + h + o ( x ). 证明： 

lim n [/ ㈤ ] * 

x —*0 

1393.3 . 设 / ㈤ eC ( 2 )[0， l ]，/(0) = /( l ) = 0,且当 : r e (0，1) 时 |/ 〃 ㈤ | < A 证 
明：当 0 彡: E 彡 1 时 

剛 


1393.4 •设 f ( x)(-oo < x < + oo ) 为二阶可微函数，且 

M k = sup 1/⑻(: c )| < +oo (k = 0, 1,2). 

—CC<X< + CX) 


§10. 泰勒公式 
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证明不 等式: 


Ml < 2M 0 M 2 . 


1394. 估计下列近似公式的绝对 误差： 

( a ) e x « 1 + a ： + ^ + •.. + 当 o 彡丨 （ 1 ; 

3 

( b ) sinz w 尤 一 ~^~，当 |尤| 彡秦； 

v Zi 

x 3 

( c ) tanx % x + 7 ,当 |怎| 彡 0 , 1 ; 

o 


( d ) VTT ^ 义 1 + 吾—|_，当 


1395.1. 近似公式 


cosx 


1 


X 


2 


对于怎样的 x 精确到 0 . 0001 ? 
1395.2. 证明公式： 


2 


V ^ 72 + x = a + 


x 


其中 0 < r < 


n — 1 
2n 2 


x 


2 


na 


n — 1 


r (n 彡 2，a > 0，x > 0) 


a 


2n-l . 


1 396 . 利用泰勒公式近似地计算并估计误差: 

⑷ ^30； ( b ) ^250； 

⑷ ( e ) sin 18。； 

( g ) arctan0 . 8 ; ( h ) arcsin0 . 45 ; 

1397. 计算： 


(c) V4000 ； 
(f) In 1.2; 

( i ) l . l 1 - 2 . 


⑷ e ， 精确到 10 ~ 9 ; ( b ) sinl °, 精确到 lO - 8 ; ⑷ cos9 °, 精确到 10 ~ 5 ； 

( d ) A 精确到 10 ' 4 ； ( e ) lgll ， 精确到 10 - 5 . ’ 


利用展开式 I — V , 求下列 极限: 


IE 


2 


1398. lim 

x—►O 

1400. lim x 

x—►H-oo 


cos x — e 2 


X 4 


1399. lim 

X—^0 


3 


e x sinx - x(l + x) 

x 3 


2 y /5) 


1401. lim (^ 6 +x 5 - ^x 6 - X 5 ). 

丄^ Vs / 


1402 


a :—>+00 

lim 

X—► + (» 



— 


X 2 + I) ei - V^TT 


a x + a 


1403 


lim 

x ~^0 


X 


2 


x 2 


- (a > ())• 


1404. lim 

X—^OC 


x - x 2 \n\ 1 + 二 

x 


1405. lira 

25—^0 \ x 


smx 


1406. ( a ) lim - I - cotx 

x \ x 


sin ( sina ;)- x ^ l - x 2 
W 一 ^ 


x—^Q 
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(c) lim 


— ( cosx) sl 

X 3 


( d ) lir ^ 


sinh ( tanx ) — x 

^ . 

当 a ; — 0 时,求出无穷小量 2 /的形如 C # ( C 为常数）的主项，设 


1407^ y 
1409. y 


tan (sin x ) — sin (tan a ：). 
x _ (! + ^) - 


1408. 2 / = (1 + x) x — 


e 


1410.1. 当选择怎样的系数 a 与6时，量 


x — (a ^-b cos x ) sinx 


对于: E 为 5 阶无穷小? 


1410么选择系数>1和5,使当 x ^ O 时成立渐近公式 

1 + Ax 2 


cotx 


+ 0(工 5 ). 


x + Bx 3 


1410.3. 系数人 S ， C，D 为何值时，在 x — 0 时有渐近公式 

中 1 +如+ 价％⑽)？ 


e 


1 + Cx + Dx 2 


1411. 假设问为小量，推出下列各式的简单的近似 公式: 


⑷ 


1 


1 


3 


B ? (R + x ) 2 


(丑 >0); 


( b ) 



⑷ 


A 


x 


1-1 + 


X 


n 


100 


⑷ 


1 + x 

1 ~ X 

In 2 



1 


x 


1 + X’ 


In 1 + 


x 


100 


1412. 假设 x 的绝对值为小量，推出形如 


x = a sin x + /? tan a 

且精确到: c 5 项的近似公式.应用此公式近似地求小角度弧长. 

1413. 估计下面的 切比雪夫法则 的相对 误差： 圆 弧长似近地等于以此弧的弦为底、 

以其拱高的^为高的等腰三角形的两腰之和. 


§11. 函数的极值.函数的最大值和最小值 


1. 极值存在的必要条件 .若函数在点 rr 0 的双侧邻域中有定义，且对于某区域0 < | rr - 甽 < 5 
内的一切点: r ， 下列不等式分别 成立： 

/ Or ) < /0 r o ) 或 f(x) > f(x 0 ), 

则说函数 f(x) 在点抑有极值（极大值或极小值).在有极值的点导数 r ( cco )=0 (若它存在). 

2. 极值存在的充分条件. 

第一法则 •.若 

(1) 函数 f(x) 在点 X 。的某邻域 b -xol < <5内有定义并且是连续的，且在 X0 点导数 
/ , (^ o ) = 0 或不存在（临界 点)； 

(2) f(x) 在 K 域 0 < -耶| < J 内有有限的导数 /' ⑻； 

(3) 导数尸⑻在抑的左侧与右侧有固定的符号，则函数 f(x) 的性质可用下表表示 出来： 


§11. 函数的极值.函数的最大值和最小值 
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导数的符号 




论 


无极值 

极大值 

极小值 

无极值 


第二 法则： 若函数 f ( x ) 有二阶导数 r ( x ), 并且在点: c 0 下列条件 成立： 

/'( xo ) = 0 与 f f (x 0 ) / 0, 

则函数 f(x) 在些点有极值，并且当 r[x 0 )<Q 时有极大值，当 f ,f {x 0 )>0 时有极小值. 

第三法则：设函数 f(x) 在某区间 - rc 0 | < (5 内有导数/»，•••， / ( n _1) ㈤ ，在点工 0 有导 
数/ Cn ) (^ o ), 并且 

f (k) (x 0 ) = 0 (k = 1 , ■•- , n - l ), / ( n ) ( xo ) 7 ^ 0. 

这时，⑴若 n 为偶数，则函数 f ( x ) 在点帥有极值，并且当 f ( n \ x 0 ) < 0时有极大值，当 
/ ( n ) (^ o ) >0时有极 小值； （2) 若 n 为奇数，则函数 f(x) 在点: c 。 无极值. 

3. 绝对极值. 在闭区间 [a j 上，连续函数 f(x) 或者在其临界点（就是导数 f(x) 等于零或 
不存在的点）达到最大（最小）值，或者在所给闭区间的端点 a 或6达到其最大（最小）值. 


研究下列函数的 极值： 


1414. y = 

2 -h x — x 2 . 

1415. y = ( x - l) 3 . 

1416. y = 

(卜 l ) 4 . 

1417. y = x m (l - x) n (m 及 n 为正整数). 

1418. y = 

cos a: 4 - cosh a;. 

1419. y = (x + l) 10 e _:c . 

1420. y - 

/ 1 X 2 

(l + x + 可 + 

… (n 为正整数） 

1421. y = 

X . 

/ 

1422. y = xi (1 — x )^. 

1423 .设 

/㈤ = 

(x - xo ) n ip ( x ) (n 为正整数)， 


其中函数 ( f ( x ) 当 a : = 时连续，且 ( f ( xo ) 7 ^ 0 . 研究此函数在点 x = xo 的极值_ 


1424.设 


制 =譌，勝鎖 


X0 为函数 f ( x ) 的临界点，即 


Pi ( x 0 ) = 0, Q { x 0 ) ^ 0. 


证明: 


sgn /’’( a : 0 ) = sgnP ^ xo ). 


1425. 可否 断定： 若函数 f ( x ) 在点: ro 有极大值，则在此点的某充分小邻域内，函 
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数 /(： C ) 在点: To 的左侧递增，而在其右侧递减？研究一个例子: 


/⑷ 


2 — x 2 


2 + sin 


x # 0 , 


0 _ 


1426. 证咏 函数 


/㈤ 


一赤， #0, 


在点 x = 0有极小值,而函数 


9(^) 


xe 


-古 


a : 一 0 


在点$ = 0没有极值，尽管 


/㈤(0) = 0 ， ^ (n) (0) 




(n = 1 ， 2, 




作出这些函数的图像. 


1427. 研究下列函数的极值并作出其图像: 


⑷/㈤ 


1 

X 


{ V 2 


+ sin 


x ^ 0 


0 , 


( b ) f { x ) 


T^T (y/2 + cos — ) , a: — 0, 


0 , 


0 . 


1428. 研究函数 


/ ㈤ 


x ( 2 + cos — 

V x 


，$ # 0 , 


在点 : c = 0 处的极值，并作出此函数的图像. 
求下列函数的 极值： 


1429. y 


3 — 6 x 2 + 9 x 


1431. y = x(x — l) 2 (x — 2) 3 . 


2 x 
1 + :r 


1433 - y = — 

y 14 

1435. y = y /2. 
1437. y = xe ~ 

In 2 

1439 - y = — 


2 . 


2 x — x 2 


1441. y 
1443 - y 


1 + sin 2 x 


e x sinx . 


1430. y = 2 x 2 — x 4 . 


1432. y = x + —• 

x 


1434. y 


x 2 — 3 x + 2 
x 2 + 2x + 1 


1436. y = x\/x — 1. 
1438. y = ^/ x \ nx . 


1440. y =cos x + - cos 2 x . 

△ 

1442. y = arctan ^ ln(l + x 2 ) 

1444. y = . 


§11. 函数的极值.函数的最大值和最小值 
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求下列函数在所给闭区间上的最大值和最 小值: 

1445. / Or ) =2' [-1,5]. 

1446. f ( x ) = x 2 — 4 ：x 6, [—3,10]. 

1447. f ( x ) = | x 2 — + 2|，[-10,10]. 

1448. f ( x ) [0.01,1001. 

X 

1449. f ( x ) = V 5 - 4 x : [-1,1]. 


求下列函数在所给区间上的下确界 ( inf ) 与上确界 ( sup ): 


1450. f ( x ) = xe 


O.Olx 


， （0，+ oo ). 


1451. f ( x ) 


X X \ 


， （0，+oo). 


1452. f ( x ) 
1453 - f { x ) 


1 + x 2 
1 + x 4 


( 0 , + oo ). 


e~ x cos x 2 , (— 00 , + oo ). 


1454丄 求函数 /(0 


列函数的 图像: 


1 + 之 
3 + f 


在区间 x < e < + oo 内的下确界与上确界.作出下 


M ( x ) 


1454.2 •设 


sup /(0 

x<^<+oo 


m ( x ) = inf /(O 

x<$<+oo 


Mfc = sup |/ ( fc ) ( x )| (k = 0 , 1 , 2 , 


^ f ( x ) = e ~ x ，求 

1455. 求以下各数列的最大项: 


10 


( a ) (- 


1,2 


(b) n + 1^000 (n = 1 ， 2 . 


( c ) ^/ n(n = 1 , 2 , 


_ 峰 《 


1456.1. 证明下列不等式： 

( a ) \3 x - x 3 \^2 (| x | ^ 2 ); 

(b) ^ + (1 - ^ 1 (0 ^ x ^ l,p > 1); 


m n 


(c) x m (a — x) n ^ 7 - 、丄 a m+n (0 彡 x 彡 a，m > 0，n > 0) 

(m + 

( d ) ^ 彡 \/ x n + a n ^ x + a (x > 0,a > 0 ? n > 1 ); 

2 n 

(e) |asinx + 6cosa;| ^ y/a 2 + b 2 . 


1456.2. 证明不 等式: 

2 



1457, 求多项式 


X 2 + 1 

x 2 + x + 1 



(—00 < a: < +oo) 


P ( x ) = x(x — l) 2 {x + 2) 
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在闭区间[- 2 ， 1 ]上“与零的偏差”，就是求 

Ep = sup \P{x)\. 

1458. 应当选择怎样的系数 g ， 使多项式 

P(x) = x 2 q 

在闭区间 [- 1 , 1 ] 上与零的偏差最小，即 

Ep = sup \P{x)\ = min ? 

1459 •数 

△= sup \f(x)~g{x)\ 

a ^. x^b 

称为函数 /(x) 与 g(x) 在闭区间 [a } b] 上的绝对偏差. 

求函数 /( x ) = P 和 〆 岣= x 3 在闭区间[ 0 , 1 ] 上的绝对偏差. 

1460. 在闭区间 [ a ；!, x 2 ] 上用线性函数 

g(x) = (xi -f x 2 )x + 6 

近似地代替函数 

f{x) = x 2 , 

使函数 /( oO 与 〆 : C ) 的绝对偏差（参阅上题）最小,并求此最小的绝对偏差. 

1461. 求函数 

f{x) = max {2| a :|, |1 -h x\} 

的极小值. 

确定下列各方程实根的数目，并划分出这些根所在的 区间： 

1462. - 6;r 2 + 9x- 10 = 0. 1463. x 3 ~ 3x 2 - 9xh = 0. 

1464. 3x 4 — 4x 3 — 6x 2 + 12x — 20 = 0. 1465. x 5 — bx = a. 

1466. lnx = kx. 1467. e x = ax 2 , 

1468. 当 0 彡 x 彡 Jt 时， sin 3 x - cosx = a. 1469. cosh a : = kx. 

1470. 在什么条件下方程 

X s px q ~ 0 

有：⑷ 一个 实根； （ b ) 三个实根？在平面 ( p , g ) 上画出相应的区域. 

§12. 依据函数的特征点作函数图像 

为了作出函数 2 / = f { x ) 的图像，必须：⑴确定此函数的存在域并研究函数在其存在域边界 
点的 性质； （2) 查明图像的对称性和周 期性； （3) 求出函数的间断点及连续的 区间； （4) 确定函数 
的零点及同号 区间； （5) 求出极值点并査明函数上升和下降的 区间; （6) 确定拐点及函数图像凹凸 
的 区间； （7) 若有渐近线存在则求出渐 近线； （8) 指出函数图像的各种特性. 

记有星号的题，只求其拐点的近似值. 

作出下列函数的 图像： 



§12. 依据函数的特征点作函数图像 


1471^ y = 3x - x 3 . 


1473. y = (x + l )( x -2) 2 . 


1472. y = l + x 


2 


X 


1474*. y 


2 


x 


2 


1 + X 


4, 


1475' y 


x 


2 


1 


x 2 — 5x + 6 


1477 - y 


x 


4 


3 • 


1479. y 


2 • 


1481. y 


(1 + x) 
x 2 (x — 1) 
+ !) 
(x + l) 3 

Or - lj 


2 • 


1483 - y 


10 


1 



1 + x 3x 2 1 — x 


1485. (a) y = 土 — 工 4 


I486, y = ±^/(x~l)(x- 2)(x — 3) 
1488. y = 砰 - \/x 2 + 1- 
1490- y={x-\-l)i + (x- 1) 暑 _ 


1492. y 


x 2 yx 2 — 1 
2x 2 — 1 


1494. y = 1 — x + 


X 


3 


3 + x 


1496*- y = 


x 4 + 3 
x 2 + 1 • 


1498. y = (7 + 2 cos x) sin x 
1500. y =cos x cos 2x. 
1502. y = sinx • sin3cc. 


1504. (a) y 


cosx 
cos 2a: 


1505. y = 2x — tanx. 


2\^-x 


1507. y = (l+x 2 )e 
1509 - (a) y = x^e~ x ; 


2 


1510. y 


e 


X 


1 + X 


1476' y 


x 


(1 +x)(l - x) 2 


1478 - y 


1 + x 
1 — x 


4 


1480. y 


x 


1482' y 


(l-x 2 ) 2 
x 4 + 8 
a: 3 + 1. 


1484. y = (x — Z)\/x. 


( b ) y 


x 


2 


\ fx 2 + 1 


1487' y 




2 


1489 - y = (x + 2)s - (x - 


1491. y 


x 


1493 - y = 


Vx 2 -l 


i 


1 + X 


\fx 


1495. y 


3 / o 

x z 


x + 1 


1497* y = sinx + cos 2 x. 

1499. y = sinx + ^ sin3a: 

o 

1501. y = sin 4 x + cos 4 x. 


1503 - y 


sinx 


( b ) y 


sin (x + 


sin a: 



2 + cosx 


1506. y = e 2x ~ x 
1508. y = x + e 


2 


X 


( t >) y 


= e 


2x sin 2 


x 


1511- y = y/l-e- x2 . 
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把下列曲线方程化为参数方程，然后作出这些曲线的 图像: 
1541. a: 3 + y 3 — Saxy = 0 (a > 0). 

提示： 令 y = tx . 


1542. x 2 y 2 = x 4 - y 4 . 1543. x 2 y 2 = x 3 ~ y 3 . 

1544. x y — y x (x > O^y > 0). 

1545. 作出曲线 cosh 2 x — cosh 2 y = 1 的图像. 

作出下列用极坐标 （ p ， r ) ( r 彡 0) 表示的函数的 图像： 

1546. r = a -\- bcos^p (0 < a ^ 6). 1547. r = a sin 3^ (a > 0). 


§13. 函数的极大值与极小值问题 
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1548. r 


a 


y/COS 


(a > 0) 


1549*. r = a ，其中 p > 1 (a > 0) 

(f ~ 1 


1550*. ip = arccos 


r — 1 


r 


2 


作出下列曲线族的图像 （ a 为参变 量): 


1551. y = x 2 — 2x + a. 


1552. y = x + 


a 


2 


X 


1553. y = x =b y a(l — a: 2 )- 
1555. y = xe 一 t. 


x 


1554. y = — + e 


ax 


§13. 函数的极大值与极小值问题 


1556. 证明： 若函数 f { x ) 不为负，则函数 

F ( x ) = Cf 2 { x ) ( C >0) 

与函数/化）有相同的极值点. 

1557. 证明：若当 - oo < x < + oo 时函数 ( f ( x ) 严格单调递增，则函数 

/( r ) 和 ( p ( f ( x )) 

有相同的极值点. 

1558. 若二正数之和等于常数 a ， 求此二数的 m 次幂与 n 次幂 （m > 0 ,n > 0) 之 
积的最大值. 

1559. 若二正数之积等于常数 a , 求此二数的 m 次幂与 n 次幂 （m > 0 ，n > 0) 之 
和的最小值. 

1560. 当对数之底取何值时存在这样的数,它本身和它的对数相等？ 

1561. 从面积为给定值 S 的一切矩形中，求其周长为最小者. 

1562. 若直角三角形的一直角边与斜边之和为常数，求具有最大面积的直角三角形. 

1563. 要使容积为给定值 F 的圆柱形闭合容器具有最小的表面积，其尺寸如何？ 

1564. 在不超过半圆的给定弓形内作出具有最大面积的内接矩形. 

1565. 在椭圆 

^2* + ^2 = 1 

内作出具有最大面积而边平行于椭圆轴的内接矩形. 

1566. 在底边为及高为/ I 的三角形内作出具有最大周长的内接矩形.研究此问 
题有解的可能性. 

1567. 从直径为 d 的原木（圆形横截面）切出横截面为矩形的梁，此矩形的底等于 
6 ,高等于 / i . 若梁的强度①与姑 2 成正比，问梁的尺寸如何其强度最大？ 

1568. 在半径为 E 的半球中作出具有最大体积且底为正方形的内接长方体. 

@此处的强度指梁的截面模量.——译注 
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1569. 在半径为丑的球内作出具有最大体积的内接圆柱体. 

1570. 在半径为 E 的球内作出具有最大表面积的内接圆柱体. 

1571. 在已知球外作出具有最小体积的外切圆锥体. 

1572. 求母线为给定值〖的圆锥之最大体积. 

1573. 在顶角为 2 a 底半径为丑的直圆锥体中作出具有最大表积的内接圆柱体. 

1574. 求从点 M ( p , p ) 到抛物线 y 2 = 的最短距离. 

1575. 求从点 A (2,0) 到圆 x 2 ^ y 2 = l 的最短与最长距离. 

2 2 

1576. 求椭圆$ + ^ = 1 (0 < 6 < a ) 的经过顶点 B ( Q ，— b ) 的最大弦. 

1577. 过椭圆^ + ^ = 1上的点 M ( x : y ) 引切线，使由此切线与坐标轴构成的三 
角形具有最小的面积. 

1578. 直径相同的圆柱体与半球体拼接在一起构成一物体,其体积为 V ：要使此物 
体具有最小的表面积，其尺寸 如何？ 

1579. 设明渠的横截面为等腰梯形，渠中流水的横截面面积为 S ， 水面的高为 L 问 
水渠侧边的倾角^如何，才使其横截面边界被水浸湿的部分具有最小的长度？ 

1580. 设封闭曲线所围面积为&则该曲线的周长与面积同为 S 的圆的周长之比 
称为封闭曲线的弯曲度. 

设等腰梯形 ABCD ( AD // BC ) 的底边 AD = 2%锐角 BAD = a , 问等腰梯形的 
形状如何，才有最小的弯曲度？ 

1581. 从半径为丑的圆中应切去怎样的扇形，才能使余下的部分可卷成一漏斗，其 
容积为最大？ 

1582. 从南至北的铁路经过 B 城，工厂4距此铁路的最短距离为 a ， 距偏北方的 
B 城所在纬线的距离为 6. 为了从 A 至忍运输货物最经济，从工厂修建一条专线铁路. 
若每吨货物沿专线运输的价格是 p 元 / km ， 而沿常规铁路为 g 元 / km(p > ^)，则支线应 
向常规铁路取怎样的角度以 

1583. 二船各以恒定的速度 u 和〃沿直线前进,二者前进方向所成的角为 0. 若在 
某时刻它们到其路线交点的距离分别为 a 和卜求二船的最小距离. 

1584. 在 A 与 B 二点处各有一光源，其发光强度分别为5!与在线段 AB = a 
上求出最小照度的点 M . 

1585. 发光点位于半径为丑与 r ( i ? > r *) 的二互不相交之球的连心线上，并在此 
二球的外面.此发光点的位置如何,才可使二球表面上被照明部分之和为最大？ 

1586. 设圆桌面的半径为 a . 应当在正对桌面中央多高的地方安置电灯，才可使桌 
面边缘的照度为最大？ 


提示： 照度可用下列公式表示: 



式中 W 为光线对桌面的倾角， r 为光源与被照面的距离， Jo 为光源的发光强度. 
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1587. 向宽为 a 的河修建一宽为 6 的运河,二者成直角相交，问能驶进这运河的船, 
其最大的长度如何？ 

15 8 8. 船航行一昼夜的耗费由两部分组成：固定部分等于 a 元,变动部分与速度的 
立方成正比增加.在怎样的速度 r 时，航行最为经济？ 

1589. 重量为 P 的物体位于粗糖的水平面上，需用力把物体从原位置移动.若物体 
摩擦因子等于 fc , 问作用力对水平面的倾斜程度如何，才使所需的力为最小？ 

1590. 有一茶杯，其形状是半径为 a 的半球，在茶杯中放一长为丨 > 2 a 的杆，求杆 
的平衡位置. 


§14. 曲线的相切.曲率圆.渐屈线 


1 . n 阶 相切. 对于两曲线 y = 


^( x ), 若在点 a ； 0 有 


^ fc )(xo) = ^ Cfe) (xo) (fc = 0 ， l ，.，.， n ) 且 W ( n + 1 )( x 0 )/ V n+1 )(x D )， 
便说这两曲线在此点 n 阶相切 （在严格的意义上讲!) . 在这种情形下，当 ; r — 帥时有 


(f(x) — = 0*(x — Xo) n+1 


2 . 曲率圆. 若圆周 


(: C 一 e ) 2 + (y — 77) 2 =丑 2 


与已知曲线 y = f { x ) 二阶或更高阶相切，则称此圆为在相应 点的曲率圆. 

(i + y /2 )" 


这个圆的半径 


R 


\y f, \ 



A ：-- 称为曲率. 


3. 渐屈线. 曲率圆中心 ($,7?) (曲率 中心) 




的轨迹称为已知曲线 y = f ( x ) 的渐屈线. 

1591. 选择直线 


y" 


v 


y = kx + b 


的参数 k 与 b ， 使它与曲线 


y = x s — Zx 2 + 2 


二阶或更高阶相切. 


1592. 应该怎样选择系数 a ， 6和 c ， 才能使抛物线 


y = ax 2 -hbx c 


在点 X = x 0 与曲线 y = e x 二阶相切？ 

1593. 下列曲线与 Or 轴在点 x = 0 相切的阶如何 


( a ) y = 1 — cosx ; 


( b ) y = tan x — sin x 


( c ) y = e 27 - ( 1 + x + 


x 


2 


2 
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1594. 证明： 曲线 

/ e_ 士， 

y= U 

在点 : r = 0与轴相切的阶为无穷大. 

1595. 求双曲线 


2： # 0, 
a: = 0 


xy — 1 


在下列各点的曲率半径和曲率中心 

⑷ M(l,l); 

求下列曲线的曲率 半径： 

1596. 拋物线 y 2 = 2px. 


( b ) iV (100,0.01) 


2 


隱 椭圆 5 4 


1 (a ^ 6 > 0) 


a 2 


y 

_反 = 

a cost , y 


bsint 


1598. 双曲线 

1600. 椭圆 x 

1601. 摆线 x = a(t — sint ), y = a(l — cost). 

1602. 圆的渐伸线 x = o(cost + tsint ), y = a(sint — t cos t) 

1603. 证明： 二次曲线 


1599 - 星形线 d 


a 


2 


y 


2 


2px — qx 


2 


的曲率半径与法线段的立方成正比. 


1604. 写出以极坐标表示的曲线的曲率半径公式 


求下列极坐标方程所表示的曲线的曲率 半径： 

1605. 阿基米德螺线 r = ap 1606. 对数螺线 r = ae m£ ^. 

1607. 心脏线 r = a(l -|- cos (f). 1608. 双纽线 r 2 = a 2 cos 2(f. 

1609. 在曲线 y = lnz 上求曲率最大的点. 

1 

1610. 三次抛物线 y = — (0< x <+ oo ,^>0) 的最大曲率等于 - i -, 求达到 

d 1000 

此最大曲率的点 X . 


求下列各曲线的渐屈线 方程: 
1611. 拋物线 y 2 = 2px. 
1613. 星形线 d + yi = ai. 


1612. 椭圆 @ + 


1614. 曳物线 x = aln V 2 — V ^T^. 

y 


y 


2 


b 2 



1615. 对数螺线 r = ae m ( 

1616. 证明： 摆线 


x — a(t — sint ), y = a(l — cost ) 
的渐屈线仍为一摆线，仅其位置与所给摆线不同而已. 




§15. 方程的近似解法 


• 115 • 


§15,方程的近似解法 



比例法（弦线 法). 若函数/0)在闭区间 [ a ，6] 上连续且 


mm < 0 


而当 a < 6时，则方程 


/㈤ 


⑴ 


在区间 ( a , b ) 内有而且仅有一个实根$可取下面的值作为此根的第一个近 似值: 


式中心 


/⑷ 

m -7(a) 


xi = a + <5i 


(b — ci )_ 


进而,对区间 （ a ， n ) 和 ( xub ) 中使函数 / Or ) 在其两端异号的那一个区间运用此方法，得到 

▲ •處 - - a — ▲. 息 H 波 、―八 v » M, I .蠱 / i I \ I I _ f \ m > I . 


根《的第二个近似值心，并不断重复此过程.对于第 n 个近似值〜，有以下估计: 


Xn — ^ 


/(^ n ) 


( 2 ) 


m 


其中 m = inf \ f { x )\, 并且 lim x n = C ， 

a<x<b n 一 >oc 

2. 牛顿法（切线法). 若在闭区间 [ a , &] 内 f f ( x ) # 0,且/⑷ /" ⑷ > 0,则可取数值 

p . 7 m 

作为方程 （1) 的根$的第一个近似值 

重复利用这个方法，很快就得到趋于根？的一系列近似值 (n = 1, 2 , ■ . • )，这些近似值的 
精度可根据公式 （2) 来估计. 

为了大致确定方程的根，最好作出函数 y = f ( x ) 的图像. 

利用比例法求下列方程的根（精确到 0-001): 


1617. x 3 -6x + 2 = 0. 
1619. x — 0.1 sin 工= 2, 


161 S * — x _ 1 


1620. cosx 


X 2 . 


利用牛顿法求下列方程的根（精确到所指定的精 度): 


1621. a ; 2 + ^ = 10 x (精确到 10- 3 ). 

1623. cosx - cosh x = I (精确到 10 -3 ) 

1624. $ + # = ()( 精确到 10_ 5 ). 

1626. 求方程 


1622. xlgx = 1 (精确到 10_ 4 ) 
(二正根). 

1625. xtavhx = 1 (精确到 10 - 


tana: 


最小的三个正根（精确到 0.001) 

1627 - 求方程 


cot X 


的二正根（精确到10- 3 ). 
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§1. 最简单的不定积分 


1. 不定积分的概念. 若函数 fix) 在区间 (a ， b) 内有定义且连续， F(x) 是它的原函数，即当 
a < x < 6 时 F\x) = /(a;) ， 贝 I] 



f(x) dx = F(x) + C ， a < x < 


其中 c 为任意常数 . 

2. 不定积分的基本性质 


(a) d 



f(x)dx 


f(x)dx 



(b) / d^(x) = ^(x) + C 


(c) 



Af(x) dx — A J f(x)dx (A 为常数 ， A # 0); 



(d) / [f(x) + g(x)] dx= I f(x)dx^ / g(x)dx. 



3. 最简积分表. 



x n dx 


x 


n+1 


n + 



da; 


1 + x 2 


了 + C (n / -1 )， 

arc tan x + C, 

— arccot x + C. 



E _ 



da; 


x 


In |rc| + C (a: 0). 


IV. 



da; 


1-x 2 2 


In 


1 + x 


x 


+ C 


y . 



dx 


\/1 — x 2 



VE. / a x dx 


a 


In a 


arcsin x + C ， 

— arccos x + C. 

+ C (o > 0,0 7^ 1); 



VUI. I sin x dec 


cos x + C 


X . 



dx 


sin 2 x 


cot x + C 



XU. I sinh xdx = cosh x C 


VI. 



dx 


yx 2 ± 1 


In 


x 


+ \/ x 2 ± 1 


+ C 



e x dx = e x + C. 



K. / cos xdx = sinx + C 


XI. 



da? 


cos 2 x 


tan x + C 



XIIL / cosh xdx = sinhx + C 
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da; 


sinh 2 x 


— coth x + C 


XV, 



dx 


cosh 2 x 


tanh x + C 


4. 积分的基本方法 . 

(a) 引入新变量法，若 



f{x)dx = F(x) + C, 


则 



f(u) du = F(u) + <7, 式中 w = ip(x) 是连续可微函数 . 


(b) 分项积分法.若 


f(x) = fi(x) + f 2 (x) 


则 



f(x) dx 



fi(x) dx -h / , 2 ( 工 ) dx 



(c) 代换法 . 若 f(x) 连续，令 


X = (fit), 式中 w ⑷及其导数皆连续 


则得 : 



f(x)dx 



dt 


(d) 分部积 分法. 若 u 和 i; 为 a: 的可微函数，则 



udv = uv — / vdu. 


利用最简积分表,求下列积分. 

1628. [(3-x 2 fdx. 


1632 


1634 


1636 


1638 


1640 


1642 



1630. / (1 — x)(l — 2x)(1 — 3x) dx 




a a 2 a 3 \ 

y/x — + 1 

\fx 


dx 



1 


x 2 


yxy/x 


dx 



yx 4 -\- x— 4 + 2 


x 3 


dx 



x 2 dx 
1 — x 2 



V1 -f x 2 + y/1 — x 2 
y/l — x 4 


dx 


1629. J x 2 (5 — x) 4 dx. 

1 _ \ 2 

1631» / I -- I da;. 



1633. 


1635. 


1637. 


1639 


1641 


1643. 


x 



dx . 



3 


dx. 





x + 1 

\fx 


(1 - z ) 

X\fx 

{y/2i- ^3x) 


X 


x 2 dx 

l-\- X 2 ' 

x 2 3 

^ i dx 


2 


dx 



Vx 2 + 1 — \Jx 2 — 1 

Vx 4 — 1 


dx 
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1644. / (2 x + 3 x ) 2 dx 


1646. 



e 3x + l 
e x + 1 


dx 



1648. / vl — sin 2 xdx (0 ^ x ^ n ) 



1650* / taxi 2 xdx . 



1652. I tanh 2 x dx 


1654. 证明：若 


则 



2^+i _ gx—l 

1645. / —-— dx. 




1647, / (1 + sin x + cos x ) dx 


1649. / cot 2 xdx . 


1651 


7 (a sinhx+6coshx)d ^ 



1653 - / coth 2 a ; dx . 


f ( x ) dx = F ( x ) + C 



f(ax + 6 )dx = - F(ax + 6) + C (a # 0). 

a 


求下列积分: 


1655- 



1659. 


1661^ 


1663. 


1667, 


1669. 


1672 


dx 


x + a 



1657. / Vl - ^xdx 



dx 




(5x-2)5 

dx 

2 + Sx 2 ' 
dx 

V 2 - 3 x 2 



1665. / ( e^ x ^ e ^ 2 x ) dx . 



dx 


sin 2 ( 2 x + 




dx 


1 — cosx 



1658. 


1660 


1662 


1664 



1668- 


1670. 


1671. / [ sinh (2 a ; + 1) + cosh (2 x — 1)] dx . 



dx 


cosh 


2 ^ 

2 


1673 


1656. / ( 2 x - 3 ) lo dx . 



dx 


V 2 - 5 x 



\/ l - 2 x + x 2 


l — x 


dx 



dx 


2 ~ 3 x 2 



dx 


V 3 a : 2 - 2 



1666. / (sin 5 a : — sin 5 a ) dx 



dx 


1 + cos a : 





1 + sin x 



dx 


sinh 


2 


x 

2 


用适当地变换被积函数的方法求下列积分: 
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1674 



1676 


1678 


1680 


1681 


1683 


1685 


1687 


1689 


1691 


1693 


1695 


1699. 


xdx 


vl — X 2 



dx 






3 - 2x 2 • 

xdx 

4-\- x 2 

dx 

(1 + x)^ 

,1 dx 

sm - ^ • 

x 

dx 





x\J x 2 — 1 
xdx 

(x 2 - 1 ) 暑 
dx 

\/x(l + x) 


xe— x dx. 



dx 


e x + e _rr 



In 2 


x 


dx. 


x 



sin 5 x cos a; da: 



1697. I tan x da;. 



smx + cos x 
\Zsinx — cosx 


dx 


1700. (a) 



sm a: cos x 


V a 2 sin 2 x + b 2 cos 2 x 


(c) 



cosx 


1701 



%/ cos 2x 
dx 


dx 


1703 



sin 2 x \^cotx 
dx 


1705. 



smx 

dx 

sinh 



1675. I x 2 \/l + x 3 dx 


1677. 



xdx 


1679- 



(1 + x 2 ) 2 

X s dx 


提示 ; 


dx 

\/x 


2d(Vx) 


1682 



dx 


xy x 2 + 1 


1684 



dx 


(x 2 + 1) 


1686 



x 2 dx 


1688 



1690 



(8rc 3 + 27) 

dx 

\/x(l - x) 
e x dx 


2 + e 


1692. 



dx 


vl + e 2x 


1694. 



dx 


x In In (In x) 


1696. 



smx 


V COS 3 X 


dx 



1698. / cot xdx. 


dx; (b) 



smx 


⑷ 



Vcos 2x 
sinh a; 
V cosh 2x 


dx 


dx 


1702. 



dx 


sin 2 x + 2 cos 2 a; 


1704. 



da; 


cosx 


1706- 



da: 


cosh 
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1707 



1709 


1711. 


1712 


1713 


1715- 


1717. 


1719- 


sinhxcosha: 
sinh 4 x + cosh 4 x 


dx 



arctan x 
1 + x 2 


dx. 


ln(x + y/l + x^) 


l -\- x 


dx 



x 2 + 1 
x 4 + 1 


dx . 



x A + 1 


dx. 





dx 

y /\ + a ； n + 2 

cos x dx 
y/2 4 - cos 2x 

gx __ 4X 


1708 



dx 

cosh 2 x y/ tanh 2 x 


mo 



da? 


(arcsinx) 


^2 


提示： 1 + 


x 4 dx 
( x 5 + l ) 4 ' 

1 , 1 + x 」 

-- 9 In -- dx. 

1 — 1 — x 


1714 



1716 



1718 



1720 



sin x cos x 
sin 4 x + cos 4 x 

xdx 


dx 


1 + x 2 + -^(1 + x 2 ) 


用分项积分法计算下列积分 

1721. (a) f x 2 {2 - 3 x 2 ) 2 d : 


1722 


1724 


1726 


1728 


1730. 


1731 


1733 


1734 


1736 



1 + x 


— X 


dx. 



3 + x 


dx. 



(2 - 邱 

2-x 2 


dx 



: r + 1 


dx. 



2 — 5x dx. 






xdx 

l^lx 


dx 

(x - 
dx 

x 2 -h x — 2 

dx 

(x 2 — 2)(x 2 + 3) 



(b) / x(l — x) 10 dx. 


1723- 



1-h x 


dx. 


1725 - 



1 + x 2 


dx . 


1727, 



_ 一 100 


(1-x) 


dx 


1729- 



dx 


提示: 


: x 


X + 1 + \/x — 1 


(2 - 5x) + - 



1732 - / x 3 \/l + x 2 dx. 


提示 ：1 


1735 



1737 



^ [( x + 3) - (x - 1)] 

dx 

( x 2 + l )( x 2 + 2) * 
xdx 

{x + 2)(x + 3) 



§1. 最简单的不定积分 


■ 121 • 


1738 



1740 


1742 


1754 


1T55 


1757. 


1759. 


1765. 


xdx 


x 4 +• 3x 2 + 2 


1739 



dx 


(x + a) 2 {x + b) 2 



dx 


(x 2 + a 2 )(x 2 + b 2 ) 


(a 2 ^ b 2 ). 1741. j sin 2 xdx. 




cos 2 x dx. 


1743 



sin x sin ( 2 ; + a) dx 



1744. / sin 3x - sin 5xdx. 


1745 



x x . 

cos — - cos — dx. 
2 3 


1746. / sin (2x - 署 ) cos (3:r + ^ da:. 1747 



O 

sin x dx. 


1748. / cos 3 xdx. 



1750. I cos 4 x dx. 



1752. I tan 3 xdx. 



da; 


sin 2 x cos 2 x 



dx 


sin 2 x cosx 



cos 3 x 


sin a; 


dx. 



dx 


l + e x 



1761, / sinh 2 x dx. 



1763. / sinh a: sinh 2x dx. 



dx 


o n 

sinh x cosh x 



1749. / sin 4 " xdx. 



1751. / cot 2 xdx. 



1753. / sin 2 3x sin 3 2xdx 


# 示 ： 1 e sin 2 x + cos 2 x 


1756 



1758 


1760 


1762 


dx 


sin x cos 3 x 



dx 


cos 4 x 



(l + e^) 2 
l + e 2x 


dx 



cosh 2 x dx. 



1764. / cosh x - cosh 3x dx 


用适当的代换，求下列积分 



1766. I x 2 \/l — xdx. 


1768. 



x 


2 


\/2 — x 


dx 


1770 . 


J x b (2 — 5x 3 ) 


2 


3 da: 


1772. 



sin x cos 3 x 
1 + cos 2 x 


dx 


1769 



1773. 


1767* / x 3 (l — 5x z ) LU dx. 


2\10 



X 


5 


V 1 — X 2 


dx. 



1771. / cos 5 x • V sin a; da: 



sin 2 x 
cos 6 x 


dx 


(a 7^ 6). 
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1774. 



\nxdx 


xv 1 + lnx 


1775 ^ 



da : 


e 号 + e x 


1776- 



dx 


+ e : 


1777. 



arctan y/x dx 


y/x 


1 + $ 


用三角函数代换 a: = asint,x = atani,x = a sin 2 1 等，求下列积分 ( 参数为正的 ) 


1778. 



dx 


(1 — X 2 ) 


1779. 



1780 




1 — x 2 dx. 


1781. 



x 2 dx 
\!x 2 — 2 
dx 

(x 2 4- a 2 )i 


1782- 



a + x 


dx 


1783. / x 


a — x 




x 


2a — x 


dx. 


1784- 



dx 


y{x- a)(b - x) 


提示：用代换 x — a = (b — a) sin 2 1. 


1785. J \Z(x — a)(b — a) dx 


用双曲函数代换 : r = asinht^ = cicosht 等，求下列积分（参数为正的 ) 


1786 




a 2 + x 2 dx. 


1787. 



x 2 dx 


ya 2 + x 2 


1788. 



x — a 
x + a 


dx 


1789- 



dx 


\/(x + a)(x + b) 


1790 


.J \/(x + a)(x + b) dx 


提示：令 x + a = (& — a) sinh 2 1 


用分部积分法，求下列积分 : 


1791. I Inxdx. 



1792. / x n In a; da: (n ^ —1) 


1793 


./( 


lnx 


2 


dx 


x 



1794* / y/x In 2 x dx 



1795 - / xe' x dx. 


1796. / x 2 e^ 2x dx. 



1797. / x 3 d 



1798* / xcosxdx. 


1799 - / x 2 sin 2xdx. 


1800. / x sinh x da: 



1801. / a: 3 cosh 3x da: 



1803. I arcsinxdx. 



1802. I arctan x dx 



1804. / x arctan x dx. 




§1. 最简单的不定积分 



1805. / x 2 arccosxdx. 



1807* / \n(x + V 1 + x 2 ) dx 


1809. / arctan V^dx. 


1806 


1808 



arcsin x 


x 2 


dx. 



xln\^-dx 

1 — X 



1810. / sinx - ln(tanx)dx 


求下列 积分 : 


1811. / x 5 e x3 dx 


1812. / (arcsinx) 2 dx- 


1813« / x(arctan x) 2 dx. 


1815 


1817 


1819 


1825. 


1829. 


1833. 



x ln(:r + 


+ x 2 ) 


1 + X 


dx 



dx 



(a 2 + x 2 ) 2 ' 
\/x 2 + adx. 



1821. / x sin 2 x dx. 


1823. / xsiny^dx. 



arctan 


(1 + X 2 ) 


dx 



1827. I cos(lnx) da;. 



sin bx dx. 



1831* / (e x — cosx) J dx 



In (sin x) 
sin 2 x 


dx 


xe 


1814 


1816 


1818 


1820. 


1824 


1826 


1828. 


1832 


1834 



x 2 ln rr ^ d " 



(1 + x 2 ) 2 


dx. 



a 2 — x 2 dx. 



a 2 -f x 2 dx 



1822 - / e^dx. 



xe 


arctan 


(1 + X 2 ) 


dx 



sin(lna;) dx. 



cos bx dx. 


1830. / e 2x sin 2 x dx 




arccot e 
e x 
xdx 

COS 2 X # 


dx 


i835 . y (x+i ) 2 d 兀 

在求下面的积分时 , 需要把二次三项式化成标准形式，并利用下列公式 



I. 



dx 

a 2 + x 2 
dx 


arctan — + C (a ^ 0) 

a 


a 2 — x 2 2a a 


In + C (a ^ 0) 

a 一 x 


nr. 



xdx 
a 2 士 x 2 


士臺 ln| a : 


士 


+ c. 
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则 


IV 



dx 


ya^ — x 2 


arcsin — h C (a > 0). 

a 


V. 



dx 


yx 2 ± a 2 


In 


x 


+ y/x 2 a 2 


+ C (a > 0) 


VI 



xdx 


v a 2 ± x 2 


±y/a 2 ± x 2 + C (a > 0), 



VIL / \Ja 2 ~ x 2 dx = ~\/ a 2 — x 2 + 2-. arcsin - + C (a > 0)_ 

么 2 ^ 


2 


a 


7^ 


X 


2 


2 士 a 2 dx = 专 y/x 2 ± a 2 ± In x+ yj i a 2 

2k 2 


+ C (a > 0) 


求下列 积分 : 


1836, 



dx 


a + bx 2 


(ab ^ 0) 


1837 



dx 


x 2 — x + 2 


1838 



dx 


3x 2 ~2x — 1 


1S39 



xdx 


x 4 — 2x 2 — 1 


1840 



a: + 1 


x 2 -h a: -h 1 


dx 


1841 



xdx 


x 2 — 2x cos a + 1 


1842 



x 3 dx 


x 4 — x 2 + 2 


1843 



x 5 dx 


x 6 ~ x 3 ~ 2 


1844 



dx 


• r\ 

3 sin x — 8 sin x cos a: + 5 cos 2 


1845 


x 



dx 


sin x + 2 cos a: + 3 


1846 



dx 


y a -h bx 2 


(6 一 0). 


1847 



dx 


v 1 —2x — x 2 


1848. 



dx 


Vx + x 2 


1849 



da: 


y2x 2 — x + 2 


1850. 证明：若 


y = ax 2 + bx + c (a 一 0), 


当 a > 0 时 



当 a < 0 时， 


dx 


Vv 



dx 


In 


2 


+ V a v 


+ c, 


\/y v~a 


arcsin 


1, 


Vb 2 — Aac 


+ C, 


1851. 



xdx 


\/5 + x — a: 2 


1853. (a) 



xdx 


VI - 3rr 2 - 2a: 4 


1854. 



a: 3 da: 


1856- 



vx 4 — 2a: 2 — 1 
dx 

x\/x 2 + x + 1 


1852- 



x + 


(b) 



vx 2 + x + 1 
cos x da; 


r da: 


+ sinx + cos 


x 


1855 



x -h x 3 


y/1 + x 2 — x 4 


dx 


1857 



dx 


x 2 \/x 2 + x ~1 
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1858. 



dx 


(x + l)y/x 2 + 1 


I860. 



dx 


(x + 2) 2 yx 2 -\-2x — k) 


1862 




+ x + x 2 dx. 


1864. 



1 — x + x 


2 


X\/l + X ~ X 2 


dx 


1859. 



dx 


(x — l)\/x 2 — 2 


1861* 


J "s/2 - x — 


x 2 dx 


1863 


7^ 


4 + 2x 2 — 1 xdx 


1865. 



X 2 + 1 

xVx^ + i 


dx 


§2. 有理函数的积分法 


利用待定系数法，求下列积分 


1866. 



1868. 


1870, 


1872 


1874 


1876 


1878 


1880 


1882 


1884 


1886 


1888- 


2x + 3 



(x — 2)(x + 5) 

尤 10 da; 


x 2 + x — 2 


dx 



x 


4 


x 4 -f 5x 2 + 4 


dx 



x 2 + 1 



(x + l) 2 (x — 1) 

dx 


dx. 


(x + l)(x + 2) 2 (x + 3) 3 



: c 2 + 5x + 4 
x 4 + 5a: 2 + 4 


da:. 



dx 




(x 2 — 4x + 4)(x 2 — 4x + 5) 

dx 

x(l + x)(l + x + x 2 ) • 
xdx 


x 3 — 1 



dx 


x 4 -\-l 9 



dx 


: r 6 + 1. 



dx 


x 5 — x 3 — X 2 + X ~ 1 


1890. 在什么条件下，积分 


1867. 



1869 


1871 


1873 


1875 


1877. 


1879. 


1881. 


1883- 


1885- 


1887. 


1889. 



ax 


2 + + e 


x s (x — l) 2 


dx 


xdx 


(x + l)(a: + 2)(x + 3) 



x 3 + l 


x 3 — bx 2 + 6x 


dx. 



xdx 



x 3 ~ 3x + 2 

x 

x 2 — 3x + 2 


2 


dx 



dx 


x 5 + x 4 — 2x 3 — 2x 2 + x + 1 







(x + l)(x 2 + 1)’ 

xdx 

(x — l) 2 (x 2 + 2a: + 2) 


x 3 + 1 



dx 





dx 


X 4 + X 2 + 1 



dx 


(1 + a:)(l + x 2 )(l + x 3 ) 



x 2 dx 


x 4 + 3a; 3 + -x 2 + 3x + 1 
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为有理函数 ? 


利用奥斯特罗格拉茨基方法求积分 


1891. 



xdx 


1893. 



(x — l) 2 (x + I) 3 
dx 


1895- 



1897. 



(x 2 + l ) 3 

dx 

(x 4 + l ) 2 

da; 

(x 4 — l) 3 


分出下列积分的代数 部分 : 


1898. 



x 2 + 1 


(X 4 + X 2 + l) 2 


dx 


1900. 



4x 5 -1 


(x 5 + cc + l) 2 


dx. 


1901 . 计算积分 


1892- 



da; 


(x 3 + l) 2 


1894. 

1896. 


x 2 dx 

(x 2 + 2x + 2) 2 ■ 

x 2 + 3x — 2 
(x — l)(x 2 -h x + l) 2 



1899. 



dx 

(x 3 + cc + l) 3 _ 



dx 


x 4 + 2x 3 + 3x 2 + 2x + 1 


1902. 在什么条件下，积分 



ax 2 + 2px + 7 
(ax 2 + 2bx + c) 2 


dx 


为有理函数 ? 


利用不同方法，计算下列积分 

,3 


1903. 



1905. 


1907. 


1909. 


1911. 


1913 


1915 


x 



(X - 1) 

x 3 dx 


100 


dx. 


x 


8 + 3- 



x 


4 


3 



x(x s + 3x 4 + 2) 
: c u dx 

a: 8 + 3x 4 + 2 • 


dx 



x 


2n — 1 


X n + 1 


dx 



dx 


x(x 10 H- 2) * 



1 — x 


7 


x(l + X 7 ) 


dx 


1904 



1906 


1908 


1910 


1912 


1914 


1916 


xdx 



x 8 — 

X 2 + 


X 


x 6 -f- 1 


dx. 



x 4 da; 


(x 10 — 10) 2 



x 9 dx 


(x 10 + 2x 5 + 2) 2 



x 


3n—1 


dx. 




(x 2n + l) 2 
dx 

x{x 1Q + l ) 2 ' 


x 4 — 


x(x 4 — 5)(o: 5 — 5x + 1) 


dx 
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1917. 



x 4 + x 2 + 1 


dx. 


1918, 



1919. 



a ; 8 +1 


dx. 


1920. 



x 4 + x 3 + a: 2 + x + 1 
x 4 + 1 ^ 


dx 


x 6 + 1 


dx 


1921 . 试导出用于计算积分 


In 


的递推公式，利用这个公式计算 : 



dx 

(ax 2 + 以 + c) 


(a#0) 


h 


/ 


dx 


(x 2 + cc + l) 3 • 


提示：利用恒等式 4a(ax 2 +bx c) = (2ax + b) 2 + (4ac — b 2 ). 
1922. 利用代换 t ^ 计算 积分： 


利用这个代换，求 


^ 计算 积分： 

x + 6 

f dx 

(x + a) m (x + b) 


(m 和 n 为正整数 ). 



dx 


(工一 2) 2 (x + 3) 3 . 


1923. 若 / ^ ⑻为 a: 的 n 次多项式，计算 

f W dx 

J (x - a) n+1 

提示： 利用泰勒公式 . 

I 924 •设 R{x)= R*(x 2 ), 其中 iT 为有理函数.函数 R(x) 分解为有理公式时有什 


么特性 ? 


1925 . 计算 



dx 

1 + X 2 


式中 n 为正整数 . 


§3. 无理函数的积分法 


利用化被积函数为有理函数的方法，求下列 积分 : 


1926 


f dx 

• J TTV^' 


1927 



1928. 



1930 



1932 



1934 



x \/2 + x 」 
- 0 ； dx. 

x 4 - \/2 + x 
dx 

y/x(l 4 - v^) 3 * 

dx 


^/(x-\- l) 2 (x - l) 4 

dx 


\/{x — a) n+1 (x — b) 


1929 


1931 


1933 


(n 为正整数)， 


dx 

X(1 + 2y/x + ^/x) 



X + 1 
X + 1 


dx. 



x + 1 — \Jx — 1 


r X + 1 + yjx — 1 


dx 



xdx 


x^(a — x) 


(a>0) 
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1935. 



dx 



yjx 4" 工 


提示：令 X 


U 


1 


2 


2u 


1936. 考虑积分 



R[x(x — a)^— b)^] dx 


其中只为有理函数 , P) q,n 为整数 . 证明：若 p + g = to, 其中 fc 为整数，则该积分为初 


等函数 . 


求最简单二次无理式的积分 : 

f X 2 

1937- 



1939 



1941 



Vl + 

- dx. 

x + x 2 


dx 

(1 — x) 2 y/l — x 2 


xdx 


1938 



dx 


(x + l)vx 2 + a; + 1 


1940 



V 工 2 + 2x + 2 


da:. 


(1 +x)vl 


1942 


x — x 


2 



X 


1 — X + X 


2 


\/l + X — X 2 


dx. 


利用公式 



^^d^ = g n _i(^ + A r dx 


y 



y 


式中 y = ^ax 2 - \-bx + c, P n (x) 为 n 次多项式， Qn - 1 ㈤ 为 n - 1 次多项式， A 为常数， 
求下列积分： 


1943. 



X 


y/l + 2x — 


dx 


1944 



1945 


f x^y/a 


2 — x 2 dx. 


1946 



a: 10 da: 

\/l + x 2 

3 — 6x 2 + llx — 6 


x 


1947. 



dx 


1949. 



x 3 \/x 2 4 - 1 

da: 


1948 



\/x 2 + 4r + 3 
da; 


dx 


(x — l) 3 Vx 2 + 3a; + 1 


1950 



x 4 y/x 2 — 1 

da; 


(x + l) 5 y/x 2 + 2x 


1951. 在什么条件下，积分 



是代数函数 ? 


a\x 2 + b\x + Ci 

\/ ax 2 + + c 


dx 


麵麵数謅为最简分式’求积分 



1952. 



xdx 


1954. 



(x — l) 2 \/l + 2x — x 2 


y/x 2 X + 1 


Q{x)y 

1953^ 


dx, 式中 y = \/ax 2 + bx + c 



xdx 


(x 2 — \)yjx 2 — x — 1 


{x + l) 2 


da; 


1955* 



x 


3 


(1 +x)yl + 2x- x 2 


dx 


1956. 



xdx 


(x 2 一 3x + 2)y/x 2 — 4x + 3 


1957. 



dx 


(1 + x 2 )y\ — x 2 
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1958 



1960 



dx 

(x 2 + l)Vx 2 — 1 

v / ^ 1 T2 , 
aH +1 


1959* 



dx 

(1 — x 4 )Vl + X 


化二次三项式为标准形式，计算下列 积分 : 


1961 



1963 


dx 



(x 2 + :c + l)y/ X 2 + x — 1 

(x H- 1) da; 

(x 2 + x + l)y/x 2 + x + 1 


1964. 利用分式线性代换 o: 


q + /3 尤 
1 +1 


1962 



计算 积分 : 

dx 



(X 2 - X + l)\/x 2 + X + 1 


1965 •求 



da: 

(x 2 + 2)y/2x 2 — 2x + 5 


x 2 dx 


(4 — 2x + x 2 )V2 + 2x — x 2 


利用欧拉 代换： 

(1) 若 a > 0, V ax 2 + bx ^r c = 士 : 


(2) 若 c > 0, 




(3) ^/a(x - x\)(x — X 2 ) = z(x — x\), 


求下列积分 : 

1966. 



dx 

X + \/x 2 + X + 1 


1968- 



x 2 — 2x -h 2 dr. 


1970. 





1 + 


x(l + x) 


利用不同方法，计算下列积分 


1971. 



1973 



1975 



1977 



dx 

%/a: 2 + 1 — y/x 2 ~ 1 

dx 

+ \J\ — X + y/l~-\-~X 

資 (^L dx . 

y/X + \/X + 1 

(x 2 + l)dx 

(x 2 — l)y/x 4 + 1 


1967- 



1969 



1972 


1974 


1976 


1978 


dx 

1 + \/l — 2x — x 2 

x — \/^ 2 + + 2 

x 4- \/x 2 + 3x -h 2 


dx 



xdx 


(1 - x^) 


X 2 





X +v^T + X + X 2 
1 + 3 ： + X 2 

(x 2 — 1) dx 
(x 2 + l)\/x 4 +—1 

dx 

xVx 4 -|- 2a; 2 — 1 


dx 
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1979. [ (广 + 1 ^ da L. 

J x^s/x 4 -\~x 2 + I 

1980. 证明：积分 

J R(x，Vax b, Vex +^) dx (_R 为有理函数 ) 

的求法归结为有理函数的积分法 . 


二项微分式的积分 

J x m (a + bx n ) p dx ( m , n 和 p 为有理数） 

仅在下列三种情形下可化为有理函数的积分（切比雪夫定 理)： 

第一种情形， P 为整数.此时令 z =，，其中 TV 为分数 m 和 n 的公分母. 

第二种情形，为整数.此时令 a + ，其中 iV 为分数 p 的分母. 

n 

第三种情形，为整数.此时利用代换 a^- n + b = 其中 TV 为分数 p 的分母. 
若 n = 1 ，则这^倩形等价于：⑴ p 为 整数； ⑵ m 为 整数； ( 3 )m + p 为整数. 


计算下列 积分： 

1981 - / 

f xdx 

1983, / t —— • 

\/l + 

dx 

\/l X 3 

dx 

X^l + X 6 


1985. 

1987- 


1989. J \/3x — X s dx. 

1990. 在什么情形下， 积 # 

J \/l + x m da; 

为初等函数？ 


1982 



1984 


1986 


1988 


y/x 





(1 + ^/x) 

x 5 dx 

^/1 — X 2 

dx 

^1 + X 4 

dx 


2 


dx 


x 


3 


1 + - 
X 


(m 为有理数 ) 


§4. 三角函数的积分法 


形如 


J sin m x cos 71 x dx 
的积分可利用巧妙的变换或^用递推公式计算. 

求下列 积分： 

1991. / cos 5 x da;. 


( m 及 n 为整数) 


1992. / sin 6 xdx. 
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1993. I cos 6 x dx. 



1995* / sin 4 a:cos 5 a:dar. 


1997* 



sin 3 


cos 4 怎 


dx. 


1999. 



2001 



2003 



dx 

sin 3 x 
da: 

sin 4 x cos 4 x 
dx 

sinx cos 4 x 



2005* / cot 6 x da:. 


2007 



da: 


sin x cos 0 x 


2009 



dx 

tana; 


2011 . 推出下列积分的递推公式 


(^) — 
利用这些公式计算 



sin n a;dx; (b) K' 




1994* / sin 2 xcos 4 a:dx. 



1996. I sin 5 x cos 5 xdx 


1998 



2000 



COS 4 X 

sin 3 x 
dx 


da;. 


2002 



2004 



COS 3 X 

dx 

sin 3 x cos 5 x 
taxi 5 xdx. 


2006 



sin 4 a; 


cos 6 x 


dx. 


2008 



dx 


cosxv^ sin 2 x 


2010 



dx 

tanx 



cos n x da: (n > 2) 


sin 6 a: drc 和 



cos 8 x dx 


2012. 推出下列积分的递推 公式 : 
(a) In = f . n _； (b) K n 


利用这些公式计算 


sin n x 



Ar 

cos n x 


(n > 2) 



dx 



da: 

cos 7 x 


为了计算下面的积分 , 可以运用 公式： 

L sin asin/3 = i[cos(o ： — /3) - cos(a + /?)]; 


IL cos a cos /3 = - [cos(a — /?) + cos(a + /3)]; 


Iff _ sin a cos 0 = - [sin(a — 0) + sin(a + 0)] 

求 积分： 

2013. /sin5xcosxda;. 



2014 



2015, / sin a: sin ^ sin — dx, 

• 2 3 


cos x cos 2x cos 3x dx. 


2016. / sin x sin(x + a) sin(x + b) dx 
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2017. / cos 2 ax cos 2 bx dx- 



2018. / sin 3 2x - cos 2 3a: dx 


为了计算下面的积分，可以运用恒 等式 : 


sin (a -/?) = sin [(a; + a) - (x+ /?)], 
cos(a - /3) = cos[0 + a) - (x + f3)]. 


求积分 

2019^ 



dec 


2021 . 



2023. 



sin(x + a) sin(x + 6) 

da: 

cos(a; + a) cos(a: + 6) 
dx 


cosx + cos a 


形如 



2020 



dx 


2022 



sin(a; + a) cos(x + 6) 
da: 


sin x — sin a 



2024. / tana:taii(a; + a) dx. 


il(sin re, cos a;) dre (R 为有理函数 ) 
的积分 , 在一般情形下可利用代换 tan^=t 化为有理函数的积分 . 


(a ) 若等式 


x 

2 


H(-sin x, cosx) = -R(smx } cosx) 


或 


H(sina:, - cos x) = -R(sinx,cosx) 


成立，则最好利用相应的代换 

(b ) 若等式 


cosx 




t 


R(- sinx, - cosx) = i?(sinx ， cosa:) 


成立，则最好利用代换 tana: = t. 


求积分 

2025. 


2027 


2028 


2029 


2031 


2033 



dx 


2 sinx — cos x + 5. 


2026. 



dx 


(2 + cos x) sin a; 



sin 2 


x 


sin re + 2 cos a: 


dx. 



dx 


1 + e: cos a: 


? (a) 0 < e < 1 ； (b) e: > 1. 



ry 

sin x 


1 + sin 2 x 


dx. 


2030 



da: 


a 2 sin 2 x + 6 2 cos 2 a; 



cos 2 x dx 


(a 2 sin 2 x + b 2 cos 2 x) 2 


2032 




dx 


(a sin x + 6 cosx) 2 * 


2034. 



sinx cosx 
sinx + cos a: 

sinx dx 


dx 


sin 3 x + cos 3 x 
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2035 



dx 


2037 



2039. 



sin 4 x + cos 4 x 

sin 2 x — cos 2 x 

sin 4 x 4 - cos 4 x 
dx 

sin 6 x + cos 6 x 


2036 



sin 2 x cos 2 x 


sin 8 x + cos 8 x 


dx. 


dx 


2038 



smx cos x 
1 + sin 4 a; 


dx. 


2040 



dx 


2041. 把分母化为对数的形式,求积分 


(sin 2 x + 2 cos 2 x) 


2 


2042. 证明： 

a\ sinx + bi cosx 
a sinx + 6cosx 

式中 A C 为常数 . 



dx 


asinx -h bcosx 9 



da: = Ax + 5 In |a sin a: + 办 cos x + C 


提示： 令 M sin x-hbi cosx = A(a sinx + 6cosx) + B(a cosx - 6 sinx), 式中 4 和 


B 为常数 . 

求 积分： 

2043. (a) 



2044. 



sm x — cosx 
sin x + 2 cosx 
dx 


da: 


(b) 



sinx 


sin x — 3 cosx 


dx. 


3 + 5 tanx 


2045. 



2046. 证明 : 


ai sinx + bi cosx 
(a sinx + 6 cos a:) 2 


dx 



a\ sin x + b\ cos a: + ci 
asinx cos : r + c 


dx 


Ax + Bln la sin a: H- 6 cos a; + cl + C 


式中 A ^ c 都是常系数 . 



dx 


a sinx + 6 cos a: + c 


求积分 : 

2047. 



2049. 



sin ^ + 2 cos x — 3 
sin a; - 2 cosx + 3 
2 sin x + cosx 


dx 


2048. 



sinx 


\f2 +sinx + cosx 


dx 


3 sin x + 4 cos x — 2 


dx. 


2050. 证明： 

sin 2 x 4 - 2b\ sinx cos x + C\ cos 2 x 

a sinx + 6cosx 

式中 A 尽 c 都是常系数 . 



dx = A sin x + B cos x -h C 



da: 


a sin x + 6 cos a: 


求积分 


2051. 



da: 


2052. 



sin 2 a; — 4 sin x cos x + 3 cos 2 a: 

sinx + cosx 

sin 2 x — sin a: cos rr + 2 cos 2 x 

-:-- da:, 

sm x + 2 cosx 


2053, 证明： 若 （a - c) 2 + 6 2 _ 0 ,则 
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ai sin x + 61 cosx 


a sin 2 x + 2b sin x cos x + c cos 2 x 


dx = A 



dui 


k\u\ + Ai 


+ B 



du 


2 


k 2 u\ + A 2 


式中人 S 为待定系数， A l9 A 2 为方程 


ci 一 A 


c 一入 


0 (Ax ^ A 2 ) 


的根，而 


Ui = (a — Xi) sin；r + bcosx, ki 


求 积分 : 

2054. 


a ~ \i 


(i = l ，2 ). 



2 sin a: — cosx 
sin 2 x + 4 cos 2 x 


dx. 


2055 



(sin x -f cos a:) da: 


2 sin 2 a: — 4 sin a: cos x + 5 cos 2 x 


2056. 



sin x ~2 cos x 
1+4 sinx cosx 


dx. 


2057. 证明 : 



dx 


A sin x + B cosx 


{cl sin x + bcosx) n (a sin x cosx) 

式中 A C 为待定系数 . 


n — 1 


+ c 



dx 


(asinx b cos x) n 一 2 


2058 •求 



dx 


(sinx + 2 cosx ) 3 • 


2059 • 若 n 为大于 1 的正整数， 证明 : 



dx 


A sinx 


a + 6 cosx) 


n 


(a + 6 cosa:) n " 


t + b 



其中 |a| # 1 & 1 ，并求出系数 A B 和 C. 


dx 


(a + 6 cosa;) n 


+ C 



dx 


(a + bcosx) 11 ^ 2 


求积分 

2060. 


2062. 


2064. 



sinx da; 


cosxy 1 + sin 2 x 



sin x dx 


\/2 + sin 2 a: 



cos 


n-1 ^ + Q 

2 


sin 


n+l 


x — a 
2 


da；- 


2065 - 推出积分 


2061. 



2063. 


sin 2 a: 



cos 2 xvtanx 

dx 

(1 + £COS x) 2 


dx 


(0 < £ < l) 


x + a 
cos - 

提示：令6= -2_ 

• x — a 

sin - 

2 


x — a 


In = 



sm 


sm 


x + a 

2 


n 


(n 为正整数 ) 


的递推公式 . 


. 各种超越函数的积分法 


§5. 各种超越函数的积分法 


2066. 证 明：若 P{x) 为 n 次多项式，则 

/ P(x)e ax dx = e ax |"^) _ + + 



n+1 


+ c_ 


2067. 证 明：若 P(x) 为 n 次多项式，则 



P ㈤ _油 =~ [P ㈤ — 孕 + — 

a a 2 a 4 

cosax [ P n, (x) 、 尸⑻⑻ 


P{x) sin ax dx 


求积分： 

2068. f x 3 e 3x dx. 


+ C ， 


， [p ⑻— 
a a 2 



sin ax 



a 1 



P ⑷ (x) 

—a 4 — 

尸 ( 5 )(x) 

"a 4 


_■ 4 ♦ _ 


+ c, 


2069. / (x 2 — 2$ + 2)e^ x dx. 


2070. I sin 5x dx 


2071. / (1 + x 2 ) 2 cos ^ da; 


2072. / : r 7 e 一工 2 也 


2073 - x 2 e^dx. 


2074* / e ax cos 2 bx dx. 



2076. / xe x sinxdx. 



2078, / xe x sin 2 :r dx. 



2075. / e ax sin 3 bxdx. 



2077, I x 2 e x cosxda:. 


2079. / ( x — sin x) 3 dx. 


2080. j cos 2 ^/xdx. 

2081. 证明 ：若丑 为有理函数，数 a 1? a 2 


R{e aiX ,e a2X 


是初等函数 . 



， a n 为可公约的，则积分 
e anX )dx 


求下列积分 : 


2082. 



da: 


2084. 


(1 + e x ) 2 * 

v 

dx 

e 2x + e x — 2 


2086. 



1 + ea 

(r+— e ” 


dx 


2083 



2x 


1 + e 


da：- 


2085 



dx 


2087 


1 + et + et + e 奢 

dx 
- 1 
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2088. 




e x 


e x + 1 


dx. 


2089 


•J 士 


2x 


+ 4e x — ldx 


2090. 



dx 




X 


2091. 证 明：若 ii 为有理函数 , 其分母仅有实根，则积分 


可用初等函数和超越函数 



R(x)e ax dx 


来表 7K. 



e 


x 


dx = li(e ax ) + C ， 式中 lia 


2092 . 若 W - 


x 


ao + t + ... + 与 

X x n 


积分 



PI - )e x dx 
x 



dx 

\nx 


ao, ai， … 


a n 为常数，则在什么情形下， 


为初等函数 ? 


求积分 : 


2093 


. 1 ( 


2 


2 


1- I e x dx. 

x 


2094. 



l-- in 

X 


2095 



e 


2x 


x 2 — 3x + 2 


dx 


2096. 



xe 


X 


(x + l) 2 


dx 


2097 



x 4 e 2x 
(x - 2)2 


dx. 


求含有 ln/(x) ， arctan/(x), arcsin/(x) ， arccos/(x) 等函数的积分，其中 f[x ) 为 


代数函数 : 



2098 - / ln n xdx (n 为正整数 ), 



2099« / x 3 In 3 xdx. 


2100 


_/( 


In a; 


x 


3 


dx. 



2101. / In [{x-\-a) x+a {x^b) x+b 


dx 


(x +a){x + b) 



2102. / \n 2 (x + Vl+x 2 )dx. 



2103. I ln(v 1 — a; + + x) dx. 


2104 



lnx 


(1 +z 2 ) 


dx. 



2105. x arctan(x + 1) dx 


2106 



\fx arctan y/x dx 



2107. / xarcsin(l — x) dx. 



2108. / arcsin \fx dx. 



2109 - / x arccos — dx. 

x 




§6. 求函数积分的各种例子 


• 137 - 


2110 



arcsin ^ 

1 + x 


2112 



x arccos x 


(1 — x 2 ) 


dx 


2114 



xln^-^-dx. 


X 


2111 


2115. 



arccos x 


3 


dx. 


(1 — X 2 ) 2 



2113. I xarctanxln(l x 2 )dx 



ln(x + vl + x 2 ) dx 


3 


(1 + x 2 )^ 


求含有双曲函数的 积分： 
2116. f sinh 2 x cosh 2 x dx 




2118. / sinh 3 x dx. 



212CK / tanhxdx. 



2122. / Vtanh x dr. 


2123. (a) 



dx 


sinh x + 2 cosh x 5 


( c ) 



dx 


0.1 + cosh a: 



2124. / sinh ax sin bx dx. 


(b) 



⑷ 



2117. I cosh 4 x dx. 



2119. I sinhx sinh 2x sinh3x dx 



2121. I coth 2 xdx. 


dx 



ry q 

sinh x — 4 sinh x cosh a: + 9 cosh x 
coshx dx 


3 sinh x — 4 cosh x 



2125. / sinh ax cos bx dx. 


§6. 求函数积分的各种例子 


求积分 


2126. 



2128- 


2132 


2134 


2136 


2138 


dx 



X 6 (l + X 2 ) . 

dx 

1 + X 4 + X 8 


2130- / x 



2 



X 


1 


dx 


x 




x 



1 — X\fx 

dx 


dx 




^/x 2 (l-x) 

dx 

x^/x^ — 2x 2 — 1 
(1 -f x) dx 


x + \Jx + x 2 


2127. 


2129. 


2131. 


2133 


2135 



2137 


2139 


x 2 dx 




(1-x 2 ) 3, 

da; 

\/x + ^/x 
x + 2 



x 2 v 1 — x 2 
x 5 dx 


dx 


V1 + X 2 



dx 


xyl + x 3 + x 6 



1 + Vl — a? 2 

1 - vT^ 


2 


da：- 



ln(l + x + x 2 ) 
(1 + x) 2 


dx 
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2140. 

2142. 

2144. 

2146. 

2148. 

2150. 

2152. 

2154. 

2156. 

2158. 

2160. 

2162. 

2164. 

2166. 

2168. 

2170. 

2172. 

2173. 

2174^ 



(2x + 3) arccos(2x — 3) dx 



arcsin x 1 + x 


2 


X 2 


y/l - X 2 


dx. 




x\J x 2 + lln \/x 2 — 1 dx 


dx 



(2 + sin x) 2 # 

dx 



sinx\/l + cosx 
ax 2 + b 


x 2 — 1 


In 


x 


x +1 


dx 



: r arctana: 



VI + x 2 
x 3 arccos x 


dx. 



vl — x 2 
x arctan x 


dx 


(1+d) 


2 


dx. 


J \/l~x 2 arcsin x dx 


x x (l + In x) dx. 




arctan e 2 

et (1 + e x ) 


dx. 



ry 

tanh x + 1 dx 



\x\dx. 


J (x + I a;|) 2 da;. 



e 


1x1 dr. 



2143- 


2145. 


2147. 


2149. 


2151. 


2153- 


2155 - 


2157. 


2161- 


2163. 


2165. 



2141. j a;ln(4 -h x 4 ) da:. 



xln(l + y/1 + x 2 ) 
y/l + x 2 


dx. 



x 


In 


x 


Vl — x 2 — X 


dx 



sin 4a: 


sin 8 x + cos 8 a: 


dx- 





ax 2 + b 
: c 2 + 1 

xlux 

(1 + X 2 ) 2 

sin 2x 


arctan xdx- 


da:. 


cos 4 a: 



vT+ 

x 4 arctan x 


dx 


l + x 


2 


dx. 



x \n(x + Vl + x 2 ) 

(Y-x 2 ) 2 


dx 



2159. / x(l -h x 2 )oxccotxdx. 



arcsin e 
e x 


dx. 



dx 


(e I+1 + l) 2 - (e^^ 1 + l) 2 . 



1 + sin x 
1 + cos a; 


e x dx. 



2167* / x\x\dx. 


2169 - / {|1 + 叫 一 |l-x|} dx. 



2171. I max(l,ar 2 )d^. 


^(x) dx, 其中 (p(x) 为数 o: 到最近整数的距离 . 



[a:]I sin kx] dx (x ^ 0). 


//(0：)(10：，其中/(3：) 


1 — x 2 ^ | 工 | < 1 

1 一 14 \x\ > 1 


. 求函数积分的备种例子 


则 


2175 


• j f(x)dx ， 式中 f{x) 


1 ， —oc < x < 0 , 

: r + 1 ， 0 ^ x ^ 1 ? 


2x 


1 < x < +oo 



2176 •求 / xf n {x) dx. 



2 irr •求 / f f (2x)dx 


2178 •设 f f (x 2 ) 


( a : > 0)， 求 f(x). 


2179 •⑷设 f^sin 2 x) = cos 2 x ， 求 f{x). 


⑼设 f(lnx) 


1 ， 0 < x ^ l y 

x, 1 < x < +oo 


且 /⑼ = 0, 求/⑷ 


2180 .设 f(x) 为单调的连续函数，广 1 ⑷为其反函数.证 明：若 

[f(x) dx = F(x) H- ( 7 , 




f~ 1 (x)dx = xf~ 1 (x) - + C. 


研究例子: 


( a ) f(x) = x n (n > 0) 
( c ) f(x) = arcsine ; 


( b ) f{x) = e x ; 

( d ) f(x) = artanh x 
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§1. 定积分是积分和的极限 



黎曼 积分 . 若函数 f ( x ) 在闭区间 [ a ，6] 上有定义且 a = XO < XI < X2 < • • • < X 


b 


则数 



b n—i 

f(x) dx = lim f(^i)Axi (xi < + 1, Axt = Xi+i - Xi) 

max I Aa：^|—>0 7-^ 

t=0 


⑴ 


称为函数 f ( x ) 在区间 [ a ,6] 上的积分①. 

极限 （1) 存在的充分必要条 件为: 下积分和 

n— 1 


5 = rriiAx 


及上积分和 


1 


S = ^ : MiAx 


当 max|Axi| — ^ 0 时有共同的极限，其中 


i=0 


rrti = inf f ( x) y Mi 


= sup /(x). 

若等式⑴右端的极限存在，则函数 f ( x ) 称为相应的可 积函数 （常义的).例如，⑷ 
连续函数， （ b ) 具有有限个间断点的有界函数， （ C ) 单调有界的函数,这些都是任意有限闭区间上 
的可积函数.若函数 f ( x ) 在闭区间 [ a , b ] 上无界，则它在 [ a ,6] 上不可积（常义的). 

2. 可积条件 . 函数 f ( x ) 在已知闭区间 [ a ,6] 上可积的充分必要条件为成立等式 

n —1 

lim coiAxi = 0, 

max II—►O ’ J 

i =0 

式中咕为函数 f ( x ) 在闭区间上的振幅. 

2181. 把区间 [-1,4] 分为 n 个相等的子区间，并取这些子区间中点的坐标作自变 


量&的值 （i = 0,1 ，…， n - 1). 求函数 f ( x ) = l + a ; 在此区间上的积分和 S n . 


①这里的 I f (^ Xi 称为积分和，——译注 



§1. 定积分是积分和的极限 
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2182. 把所给区间分为 n 个相等的部分，求下列函数 f ( x ) 在相应区间上的下积分 
和么与上积分 和又： 

( a ) f ( x ) = x 3 (-2 < ^ ^ 3); ( b ) f ( x ) 二办 (0^3：^ 1); 

( c ) f ( x ) = 2 X (0< x <10). 

2183. 把闭区间 [1，2 j 分为 n 份，使这 n 份的长构成一等比数列，求函数 f { x ) = x 4 
在此区间上的下积分和.当 n — oo 时此和的极限等于什么？ 

2184. 从积分的定义出发，求 

j 、 v 0 + gt ) dt ， 

其中为常数. ° 


以适当的方法分割积分区间，并视积分为相应积分和的极限，计算下列定 积分: 

2 

2185. / x 2 dx . 2186. / a x dx (a > 0). 

0 




2187- 



sin a : da : • 


2188- 


o 



cost dt . 


0 


2189 - 



b 


dx 


(0 < a < 6), 提示：令& = y / XiXi^i (i = 0,1， •. •， n ) 


b 


2190. J x m dx (0< a < b ; m ^~ l ). 

提示：选° 择诸分点，使它们的横坐标而构成一等比数列 

b 


2191. 



dx 


x 


(0 < a < 6). 


2192. 计算泊松积分 



ln(l — 2 a cosx + a 2 ) dx 


o 


考虑两种情形 ：（ a ) | a | < 1; ( b ) | a | > 1. 

提示： 分解多项式- 1 为二次因式. 

2193.1. 设函数/ ㈤ 及 #( 0 ；) 在 [ a , 6] 上连续， 证明： 

max j Aa：t —^0 

2=0 - 
其中心 Xi + \,Xi d ( Xi + \ (< = 0,1 ，…， n - 1)， 且 Axi = x^i — Xi ( x 0 



f ( x ) cp ( x)dx 


a . x 




2193.2. 设函数 / ⑻在 [0,1] 上有界且单调， 证明: 

^ 1 tr > ^ v 



2193.3. 


1 1^ ./k 

"0 \ n , 

设函数 f ( x ) 在闭区间 [ a , b ] 上有界并凹（参考习题 1312), 证明: 

{ b - a) f(a) ^ m ^ I " f ( x ) dx ^ ( b - a ) f 


2193.4. 


v ， 2 J J 、〆— ^ v " y 2 J 

设 f ( x ) G C ⑺ [ l ，+ oo ), 且当 ： c G [ l ，+ oo ) 时 f ( x ) > 0, f f ( x ) > 0, 
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f f , ( x ) ^ 0. 证明：当 n — + oo 时 

J 2 f ( k ) = \ f ( n ) + J i f(^)dx + 0( l ). 


k 


n 


2193.5 •设 f { x ) G C ^[ a , b ] 

b 



n 


A n = / f {x)dx - b -^J2f(a + k b -^ 


n 


求 lim nA 

n—►oc 


fc=l 


n 


n 


2194. 证明： 不连续函数 


在区间 [0,1] 上可积. 

2195. 证明： 黎曼函数 


f { x ) = sgn ( sin -) 

X / 


W(X) 


0， X 为无理数 


n 


在任何有限的区间上可积. 
2196. 证明： 函数 


77 ? 

- ( m 及 n ( n 彡 1) 为互素的整数) 


/⑷ 


=< X 


X 


Z # 0, 


0 


x 


在闭区间 [0,1] 上可积 • 


2197. 证明： 狄利克雷函数 


XO ) 


x 为无理数 
r 为有理数 


在任何区间上不可积. 


2198. 设函数/⑷在 [ a , b \ 上可积，且 


fn{x) = snpf ( x ) ( Xi^X ^ x i+l ) 


其中 Xi = a - {- —(b — a ) (i = 0,1，… ， n;n = 1， 2, … ）■ 证明: 

TV 

b nb 


lim 


n 



f n { x ) dx 



f { x ) dx . 


2199. 证明： 若函数 / ⑷在 [ a ， fe ] 上可积，则存在连续函数 ip n ( x ) (n = I ， 2 , …) 


的序列，使得在 a < c < &时 



f ( x ) dx = lim 


n 



c 




a 


2200. 证明： 若有界函数 f ( x ) 在闭区间 [ a y b ] 上可积，则其绝对值|/⑷ | 在 [ a 7 b ] 


上也可积，并且 



b 


f ( x)dx 





b 


\ f ( x )\ dx . 


2201 •设 / ⑻在闭区间 [ a } b ] 上绝对可积，即积分/ \ f ( x)\dx 存在 .这个函数在 



6 



§2. 利用不定积分计算定积分的方法 
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[ a , 6] 上是否为可积函数？ 研究例子： 

/( 工）= 


1 
— 1， 


a : 为有理数 
为无理数. 


2202. 设函数 cp ( x ) 在闭区间 [ A , B ] 上有定义并连续，函数 /㈤ 在 [ a ，6] 上可积， 
并且当 a < r 6时乂 < f ( x ) < B . 证明： 函数 p (/(： r )) 在 [ a , 叫 上可积 _ 

2203. 若函数 f ( x ) 及 ^( x ) 可积，则函数 f { ip ( x )) 是否也必定可积？研究 例子： 


/㈤ 


0 


0 


1 ， X 7^ 0 


^( x ) 为黎曼函数（见习题 2195). 


2204. 设函数 f ( x ) 在闭区间 [ A , B ] 上可积, 证明： 函数 f { x ) 有积分连续性，即 

r b 

lim 


h -^0 



f(x + / i ) — f ( x ) I da : = 0 


其中 [ a , 6] C [ A , B \. 


2205. 设函数 f ( x ) 在闭区间 [ a ,6] 上可积， 证明： 等式 

b 



f ( x ) dx = 0 

I 

当且仅当对属于闭区间 [ a ，6] 内函数 f ( x ) 连续的一切点有 f ( x ) = 0时方成立. 


§2. 利用不定积分计算定积分的方法 


1. 牛顿-莱布尼茨公式.若函数 f{x) 在闭区间 [ a , 上 
有定义且连续， F (： r ) 为它的原函数，即 F \ x ) = /( aO , 则 



b 


f(x)dx = F(b) - F(a) = F(x) 


b 


当 /( x ) > 0 时，定积分 



b 


在几何上表示由 


曲线2/ = { x) ) Ox 轴及垂直于 Ox 轴的二直线 
x = b 所围成的面积5 1 ( 图 9). 

2. 分部积分法•若 f ( x ), g ( x )^ C ⑴ [ a , b ], 则 

6 . (6 
f(x)g (x) dx = f(x)g(x) 


和 



图 9 




b 


-/ 9{x)f{x) dx. 


3. 变置代换.若： （1) 函数 f ( x ) 在闭区间 [ a , b ] 上 连续； （2) 函数及其导数皆在 
闭区间 [ a ,/3] 上连续，其中 a = p ( Q：)，b = ^(/3); (3) 复合函数 /[ p ⑴]在闭区间 [ a ,/3] 上有定义 
并连续，则 



f(x) dx 





利用牛顿-莱布尼茨公式，求下列定积分并绘出相应的曲边图形 面积: 

8 

2206* if \ fxdx . 2207. / sinxdx - 




o 
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2208 




dx 


1 + a : 2 


2209 


2210 



V 3 

sinh2 dx 



2 


dx 


sinh 1 V^l + 尤 2 
1 


2211 



2 


2212 


x l — 2x cos a + 1 


2213 



2n 


\/1 - 

X 2 

1 —X 1 

dx. 

dr 


0 


1+6： COS X 


(0 < £ < 1) 


2214. 



l 


da; 


— 2ax + a 2 )(l — 2bx ■+■ b 2 ) 


(|a| < 1, \b\ <1 ， ab > 0). 


2215. 



n 

2 


dx 


o a 2 sin 2 x + 6 2 cos 2 x 


(ab 0). 


2216. 对于下列定积分： 

, 、厂 1 do; /I 、厂 2 兀 sec 2 x dx 

⑷厶 I ; ⑼乂 


㈦ 



f . arctan - 
ax V x 


dx 


说明为什么运用牛顿-莱布尼茨公式会得到不正确的结果. 

1 J / 1 \ 广 IOOji _ 

2217 •求 ! ―― [ - r I dx, 2218 •求 / y/l — cos 2x dx 



一 1 


da: Vi + 2x 



o 


利用定积分求下列和的极 限值: 


2219. lim 


n—^oo 


n 2 




n 


2 


1 


2220. lim 4 … 。 

Ti—oc \ n -h 1 n + 2 



n 2 


1 + … + 1 


n + n 


n 


n 


2221 ' ™ V n 2 + l 2 ' n 2 +2 2 


n 


_ 镛離 


n 2 + n 2 


， _ f Jt 2k (n — 1)jt 

2222. lim — I sin — h sm - 1 - h sin - 

n—oo n \ n n n 

2223. lim l : + 2 p \. … + n 一 p 

n—oc nP ^ 1 


2224. lim — 

n—^oo 71 




1 + - + W 1 + - + 

n V n 


♦ ♦ • 


+ 


i + -1. 

n 


2225. l im ^ 

n—^oo Tl 


2226. lim 

n— 


n 


丄 \ — ^ « ( - b 一 d 

-Y"/ [a + k - 

n V n 

k=l ^ 


弃掉高阶无穷小量，求下列和的极 限值: 


2227. lim 

n—^OC 


in ^ + ( 


2228. lim sin 


n 


1 H —— I sin 
n 


n - 

71 1 

in — • > - 


l + ^ sin 2 " 
n 


- 1 - h 

n 2 


1 + 


n — 1 


n 


• (n — 1 )jt 

sin - 7T— 

n A 


fe=i 2 + cos 


kit . 


n 
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\ j(nx + k)(nx + k - f ^ l ) 


2229. lim 


k=l 


n 2 


(x > 0). 


2230. lim —— - 

n—^oo n + 1 



4 + … + 」 


n+ 2 


n H — 
n 


2231 •求: 


2232 •求: 


f b sin x 2 dx ; [ b sin x 2 dx ; f sin x 2 dx . 

ax L da .L do l n 


( a ) 


dx 



X vTT7 ^ ; ⑼去 £ 7!TP ; (c) i 


COS X 


cos ( jrt 2 ) d ^. 


sin x 


2233 .求: 


cos t 2 dt 


⑷鰓 ; (H 



( arctant ) 2 dt 
\ fx 2 + 1 


;( c ) lim 



x \ 2 

e i2 dt ) 


+oo 



2 t 


dt 


( d ) lim / f ( nx ) dx , 其中 f ( x ) G C 7[0，+ oo )， 且当 : r — + oo 时 f ( x ) —^ A . 

n ^°° Jo 


2234 . 证明：当 : r 


—> oo 


时 


2235 •求 



e t 2 dt^—e x \ 

2 x 


lim 



sm x 


Vtantdt 


+o 



tan x 


V sin t dt 


2236 .设 f ( x ) 为连续正值函数.证明：当 x 彡0时，函数 


V ?⑻ 



tf ( t ) dt 



f { t ) dt 


递增. 


2237 •求: 


2 


( a ) / f { x ) dx , ® f ( x ) 

Jo 


X 2 , 


1 < x ^2; 


ri [ x , 0 ^ x ^ t , 

( b ) / /( x ) da :, 设 / ㈤ =< 1 -x 

Jo I t Y ~ t } 艺彡 x 彡 L 

2238. 计算下列积分并作出这些积分对参数 a 的函数关系 i = 1 ( a ) 的 图像: 

,、 f 1 . 1 ,、、 T f n sin 2 X 1 

(a) / = / x x — a \ dx; (b) / = / •:---^ ax \ 

v } J Q 1 ， 人 l + 2acosa: + a 2 
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(c)/ 



71 


sin x dx 


o yl — 2 a cos a : + a 2 


利用分部积分公式，求下列定积分 

In 2 


2239. 



xe~ x dx . 


2240. 


o 



71 


x sin a : dx 


o 


2241. 



2n 


x 2 cosxdx . 


0 



e 


2243. 



l 


arccosxdx . 


o 


2242. I I lxix \ dx . 

i 
e 

V3 

2244. if x arctan x dx 

r 

o 



利用适当的变量代换，求下列定积分, 

^ 1 xdx 

2245. 



y /5 — Ax 



2246. I x 2 y a 2 — x 2 dx 

o 


2247. 



0.75 


dx 


0 


(x + l ) y / x 2 H - 1 


2248. 



In 2 


ye x — Ida ; 


o 



一 .a i 1 arcsin Jx ， 

2249. I —z dx . 

o yx(l - x ) 

2250. 令: c - i = t ， 计算积分 

X 



1 1 + X 


2 


1 1 + X 4 


da : 


2251. 对于下列定积分和代换 : r = 


( a ) 



l 


2 


dx , t = xs ； ( b ) 



dx 


1 + a ; 


2 


X 


㈦ 



71 


dx 


o 1 + sin 2 rr 


tan x ~t 


说明为什么用 < P ( X ) 代换: r 会引致不正确的结果. 


2252. 在积分 


中，令 x = sint 是否可以? 



3 


X 


y/l — x 2 dx 


0 


ji 


2253. 若在积分 y VI - dx 中作变量代换 a ; = sint , 可否取数 ji 和 g 作为新 

的积分上下限？ 

2254. 证明： 若函数 f ( x ) 在闭区间 [ a ,6] 内连续 ，则： 

b 广 1 

f ( x ) dx = (b — a ) / /(a + (6 — a ) x ) dx . 

2255. 证明 等式： 




2 



xf ( x)dx (a > 0). 


x s f ( x 2 ) dx =- 
o 2 j 0 

2256 •设 f ( x ) 为闭区间 [ A , B ] o [ a , b ] 上的连续函数，当 — x ] C [A B ] 

b 


时，求 


d 


dx 



f(x + y ) dy . 


a 
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2257 -证明： 若函数 f ( x ) 在闭区间 [0,1] 上连续 ，则: 


2 


2 


( a ) / f ( sinx ) dx = /(cos x ) dx ; 

Jo Jo 

(b) / x/(sinx) dx = — / /(sinx) dx. 

Jo 2 Jq 

2258. 证明： 若函数 f(x) 在闭区间 H , Z ] 上连续，则 

(1) 当函数 /( x ) 为偶函数时 

J f ( x ) dx = 2 J f ( x ) dx , 

(2) 当函数 f ( x ) 奇函数时 _ ° 

户 1 


f ( x ) dx — 0. 


给出这些事实的几何解释. 


2259. 证明: 偶函数的原函数中之一个为奇函数，而奇函数的一切原函数皆为偶函数 

2260. 引入新变量 




计算积分 



1 + 尤 - )da: 

x J 


2261. 在积分 



2 ji 


f ( x ) cos x dx 


中进行变量代换 sinx 

2262. 计算积分 


2263. 求积分 


2264•设 


求积分 


0 —2nn 


cos x fin — J dx (n 为正整数) 


x sin x 


0 1 + COS 2 X 


dx . 


/ ⑷ 


x 3 (x — 2) 


I： 


尸 ㈤ 

f 2 ( x ) 


dx . 


2265. 证 明：若 / ㈤ 为定义于 - 00 < z < + oo 而周期为 r 的连续的周期函数，则 

/ f ( x ) dx = / f { x ) dx , 

Ja JO 


式中 a 为任意的数. 



• 148 • 


第四章定积分 


2266. 证明：当 n 为奇数时，函数 


F ( x ) = j sin n tdt 和 G ( x ) = J cos n t dt 

为以 2 n 为周期的周期 函数； iSf 当 n 为偶数时，其中的每°一个皆为线性函数与周期函数 
之和. 

2267. 证 明：若 /(;r) 为以 T 为周期的连续的周期函数，则函数 


F { x ) = J f ( f ) dt 

在一般情形下是线性函数与周期等于了的駕期函数的和， 


计算下列 积分： 

2268. [ x (2- x 2 ) 12 dx 


0 



2270. I (x lnx ) 2 dx . 

l 


2272 



dx 


2274 



•2 

3 


xyx 1 — 1 


x 


arcsm 


o 


1 + x 


dx 


2276 



2ji 


da ; 


o sin 4 x + cos 4 x 



2278. / (x sinx ) 2 dx 

o 

In 2 

2280. j sinh 4 x dx 

o 



2269 



l 


xdx 


x 2 + x + 1 



9 


2271. I x\/l — xdx . 

l 

l _ 

2273. / a : 15 \/l + 3 a : 8 dx . 

o 

f 2n 

2275, 




dx 


o (2 + cos x ) (3 + cos x ) 


• 攀 

2277, j sin a : sin 2 a ; sin 3 a : dx . 

o 

ji 

2279* j e x cos 2 xdx . 

o 




利用递推公式来计算下列依赖于取正整数值的参数 n 的积分: 


2281- I n 



0 


2283 - I n 



0 


2285. I n 



sin n xdx . 

2282 - I n - 

tan 2n xdx . 

2284. I n = 

t . 71 drr _ 


2286 - l n — 

y/1 — X 2 



cos n xdx . 



l 


(1 — x 2 ) n dx . 



l 


m 


( lnx ) n da : 


2287 - I n 



0 


smx — cosx 
sin a ; 4 - cos a ; 


2n+l 


dx 


设 /( x ) = fi(x)^if 2 (x) 是实变量的复函数,其中 fi(x) = Ref(x)J 2 (x) = Im /( x ) 


-1，则按定义有: 



f(x) dx 



fi(x)dx + i j f2(x)dx 



显然 
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Re / f{x) dx 



Re f(x) da:, Im j f{x) dx 




Im/(a:) dx. 


2288. 利用欧拉公式 


cos a; + i sin a: 


证明 : 



2k 


^inx^—imx 


dx 


0, 


m 一 n 


2ji, m 


(n 及 m 为整数 ) 


2289. 证明： 



V 刪％ = f eQ(a+ ⑼ 

a -h i/3 


{oiAp 为常数 ) 


利用欧拉 公式 : 


cosx = - {e lx -f e" lx ) 

Zi 


计算下列积分 （ m 及 n 为正整数 ) 


2290. 



sin 2m x cos 2n x dx 


2292. r^- Qs(2n+1)x dx 

/n COSX 


2294. 



sin n x sin nx dx. 


求下列积分 （ n 为正整 数 ): 


2295 爭 



sin 71 " 1 x cos (n + l)xdx. 


2297. 



2n 


ax _2n 


cos xdx. 


sinx = —(e lx 一 e 一 1 x ), 


2291- 



sin nx 
sin j: 


dx. 


2293. 



cos n x cos nx dx 


2296. / cos 71 ^ 1 x sin(n + l)x d:r 

Jo 


2298. 



2 


In cos x - cos 2nx dx 


2299. 多次利用分部积分法，计算欧拉 积分 : 


B(m,n) = / - x ) n ~ l dx (m 及 rz 为正整 数 ). 

Jo 


2300. 勒让德多项式 P n {x) 可由以下公式定义 : 


Pn{x) 


证明 : 


1 d n 

2 n n! dx n 


[Or 2 — 1 广 ] (n = 0 ,l, 2 ,---). 



Pm{x)P n (x)dx 


m _ n 


2n + V 


m 


1， 


2301. 设函数 /㈤ 在 [a,6] 上可积，函数， ㈤ 在 [a,6] 内除了有限个内点 q (i = 
,p) 及点 a 与 & 外皆满足等式 F f (x) = f(x), 而在这些点上 F(x ) 有第一类间断点 
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(广义原函数).证明： 

!_ P 

f(x)dx = F(b — 0) - F(a + 0) - + 0) - F(a-0)}. 

i=l 

2302. 设函数 f(x) 在闭区间 [ a , b ] 上可% M 

f ( x ) = c + j x m 吹 

为 f(x) 的不定积分. 证明： 函数 F(x) 连续， i 在函数 / ㈤ 连续的一切点处成立等式 

F’ {x) = f{x). 

问在函数 f ( x ) 的间断点处函数 F ( x ) 的导数是什么？ 

研究例子： 

( a ) / = 1 (n = 土1，土2,…），当; r / 1 时 /( x ) = 0 

71 J ^ 

( b ) f(x) = sgnx. 

求下列有界不连续函数的不定积分： 



2303 . / sgnxdx. 



2304 . j sgn(sin x ) dx 



2305 . / [ x ] dx (x ^ 0). 



2306 . j x [ x ] dx (x ^ 0)- 


2307 . 


/( 一 i)[ ; 


dx . 



1， \ x \ < l , 


2308 . I /㈤ 如，其中 /(;r)= ■ 7 

o I 0, x > L 


计算下列有界不连续函数的定 积分 : 


2309 . 



3 


sgn ( a : — x 3 ) dx - 



2311 - 



6 


[ x ] sin 兰 dx . 
o 6 


2313 - 



n+1 


In ㈤ da : (n 为正整数 ). 


2 

2310 . / [ e x ] dx . 

o 

JT 

2312 . j,f x sgn ( cosrc ) dx . 

o 

l 

2314 . if sgn [ sin(ln x )] dx 

o 




2315 •求 

切值的集合 . 



cosx 


Vsinxdx, 其中五为闭区间 [ 0 , 4 jc ] 中使被积函数有意义的一 


E 


§3. 中值定理 


1. 函数的平均值.数 


M [ f ] 


b ~ a 



b 


f { x ) dx 


称为函数 f ( x ) 在区间 [ a , b ] 上的平均值. 


若函数/ ㈤ 在 [ a , b ] 上连续,则可求得一点 c G ( a ， 6)，使得 


M [ f ] = /( c ). 


2. 第一中值定理 .若 ： （1) 函数/(4和 < p ( x ) 在闭区间 [ a ， b ] 上有界并 可积; （2) 当 a < z < & 
时，函数 ip ( x ) 不变号，则 

pb pb 

/ f ( x ) ip ( x ) dx = fi ( p ( x ) dx ^ 

J a J a 

式中 m 彡 a 《 M 且 m = inf = sup f { x ); (3) 此外，若函数 f { x ) 在闭区间 [ a , b ] 

a ^ x^b 

上连续，贝 (I M = /( c )， 其中 a < c < 6. 

3. 第二中值定理 •若 :（1) 函数 / Or ) 和 ip 、 x ) 在闭区间 [ a ， b ] 上有界并 可积； （2) 当 a < ；r < 
时，函数 ip { x ) 是单调的，则 

/ 6 广乏 fb 

f ( x )< f ( x)dx = ( f ( a -\-0) / f ( x)dx + ip{b — 0) / f { x ) dx , 

J a J ^ 

式中 a < 5 < 匕 （3) 此外，若函数 ^ p ( x ) 单调下降（广义的）且不为负，则 

f f ( x )( f ( x)dx = ip ( a -\-0) f f { x ) dx (a ^ ^ ^ b ); 

J a J a 

若函数 ip ( x ) 单调上升（广义的）且不为负，则 

Z 6 pb 

f(x)ip(x)dx~(p(b — 0) J f(x) dx (a < ^ ^ 6). 


2316. 确定下列定积分的符号 

p 2 n 

(a) / xsinxdx; 


2 jt 


smx 


( b ) / — 

Jo x 


(c) 



x 3 2 x dx 


⑹ 



x 2 lnx dx 


2317 - 确定哪个积分 较大: 


(a) 



sin 10 xdx 或 



sin 2 xdx ; 


(b) 



da: 或 



da: 


2 jt 


(c) / e^ x cos 2 x da: 或 / e_ x cos 2 xdx. 

Jo Jn 

2318. 求下列函数在所给区间内的平 均值： 

(a) /(x) = x 2 , 在 [0 ， 1] 上； 

(b) f { x ) = v^， 在 [0,100] 上； 

(c) f ( x ) = 10 4 - 2 sin x + 3cos;r ， 在 [0,2jt] 上; 

(d) f ( x ) = sina;sin(a: + cp )， 在 [0,2 冗 ] 上. 
2319.1. 求橢圆之焦径 


之长的平均值. 


r = -- (0 < £ < 1) 

1 — € coscp 


2319.2, 求初速度为如之自由落体的速度之平均值. 
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2320. 电流强度依规律 


I = to sin 


2 nt 




变化，其中 io 为振幅， f 为时间，: T 为周期为初相,求电流强度之平方的平均值. 


2321. 设/($)€(7[0，+00)且 

f ( x ) = arctanx - 

2322•命 


lim /($) = A 求 lim — 

—+OC X—^^OO X fQ 



研究例子 



f (^ t ) dt = xf ( Ox ). 

求^设 ：（ a ) / ⑴ = t n {n > -1); ( b ) f { t ) = lnt ; ( c ) f ( t ) = e ; 


等于什么? 


lim 0 及 lim 0 

:—►+() X—► + (» 


利用第一中值定理，估计积分: 


2323. 



2 tt 


dx 


o 


1 + 0.5 cos a ; 


2324 



l 


x 


9 


0 vl + ^ 


da:. 


2325. 



100 e -x 


0 


x + 100 


dx 


2326.1. 证明等式: 


( a ) lim f 


1 


X 


n-^oo J 0 1 + 0 ： 


dx = 0 



• • 
2 


( b ) lim j sin n xdx = 0. 

o 


2326.2 •求: 

( a ) lim 




HJ 0 ^TT ; ㈨ 恕 



be 


dx 


, n # / ㈤〒 （a > 0,6> 0 ， /(x) e C[0 ， 1]), 

十 U X 


2327. 设函数 /( x ) 在 [ a , b ] 上连续，而 p ㈤ 在 [ a , 6] 上连续且在 ( a y b ) 上可微，并 
且当 a < z 时 ^( x ) ^ 0. 应用分部积分法及第一中值定理，证明第二中值定理. 


利用第二中值定理，估计 积分: 


2328. 



200ji 


smx 


dx . 


2329. 



100n x 
b 

2 



b ax 


X 


sin rr dx (a > 0; 0 < a < b ) 


2330. / sin dx (0 < a < 6). 


2331_ 设函数 认 x)R ^{ x ) 和它们的平方在区间 [ a y b ] 上可积.证明柯西-布尼亚 


科夫斯基不等式: 



b 


^(x)^(x)da:| < J ip 2 (x)dx J ^ 2 (x)da;. 


2332. 设函数 f ( x ) 在闭区间 [ a , 6] 上连续可微且 f ( a ) = 0. 证明不 等式: 

b 


M 2 ^ (6 — a ) j / /2 ( x ) dx 



其中 M = sup \ f ( x )\. 

a^x^b 

2333. 证明 等式： 


lim 



n-hp 


smx 


X 


dx = 0 (p > 0) 



§4. 广义积分 
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§4. 广义积分 


1. 函数的广义可 积性. 若函数 f ( x ) 在每一个有限区间 [ a ， b ] 上依寻常的意义是可积的，则 


可定义 



f ( x ) dx = 


lim 

b—* + oo 



f ( x ) dx . 


⑴ 


若函数 f ( x ) 在点 b 的邻域内无界且在每一个区间 [ a , 6 -£](£> 0) 上依寻常的意义是可积 
的，则取 



f ( x ) dx 



f ( x ) da :. 


( 2 ) 


若极限⑴或 （2) 存在，则相应的积分称为收 敛的， 否则称为 发散的 （在基本的意义上)， 

2. 柯西准则.积分⑴收敛的充要条 件为： 对于任意的 e > 0, 存在数 b = b ( e ), 当 b ' > b 及 
6 〃 > b 时,下面的不等式 成立： 



< £. 


对于形如 （2) 的积分 5 柯西准则的表述是类似的. 

3. 绝对收敛的判别法 .若 \ f ( x )\ 是广义可积的，则函数 f { x ) 所对应的积分 （1：) 或 （2) 称为 
绝对收敛的， 而且显然也是收敛的. 

/ +oo r+oo 

■ F ( x ) da ; 收敛，则积分 / f ( x ) dx 

J a 

绝对 收敛. 

/ +oo 

p(cc) dx 及 

Z + OO 

^{ x ) dx 同时收敛或同时发散.就特别情形来说,若当 z > + oo 时 < p ( x ) 〜 ^{ x ), 则上面的 

结果也成立. 


比较判别法 m. (a ) 设 


当 x — + oo 时， f ( x ) = 0* 




在这种情况下，当 p > 1时，积分⑴ 收敛； 当 p < 1时，积分⑴发散. 


㈨ 设 

当 : T —6 — 0 时， f ( x ) = o * ((^ r ^) - 

在这种情况下，当 p < 1时，积分⑶收敛；当 p 彡1时，积分⑺发散. 

4. 收敛性的较精密的判别法. 若 （1) 当 x -> +oo 时，函数 ip ( x ) 单调地趋 于零； （2) 函数 
}{ x ) 有有界的原函数 ① 

F ( x ) = f f(Odt 

则积分 江 

r+oo 

/ f { x )< p ( x ) dx 

收敛，但一般地说,并非绝对收敛. 江 

在特殊情形下，若 p > 0,则积分 




sinx 


dx 


xp 


(a > 0) 


• 154 - 


第四章定积分 


收敛. 


5. 柯西 主值. 若对于任意的 e > 0,函数 f(x) 的积分 



C 一 € pb 

/ ⑷ dx 及 f(x) dx (a <c<b) 

J c+e 


存在，则柯 西主值 （ v . p .) 为 





b 


fix) dx = lim 

e—+o 



相仿地 


P. 



+oo 


f(x)dx 


e 


f(x) dar + 



b 


f(x) dx 


c+e 


lim 

—+ oo 



f(x) dx 


计算下列 积分： 

+oc dx 


2334. 



x 2 


(a > 0). 


2336 



+oo 


dx 


1 + x 


2 


2338 



+ O 0 


dx 


2 


x 2 + x — 2 


2340 



+oo 


dx 


o 


1 + x 3 


2342 



i 


dx 


0 (2 - x)y/l - X 


+oo 


2344 


xlnx 


o 


(1 + x 2 ) 2 


dx 


2346 



+OC 


e 


ax 


cosfcxda : (a > 0) 


o 


2335- 



Inxdx. 


o 


2337. 



dx 


y/1 — x 2 


2339 



+oo 


dx 


(x 2 + x + l) 2 


2341 



o 


+OQ x 2 + l 
X 4 + 1 


dx 


2343 



+ O 0 


dx 


l 


x\/\ -h x 5 x 


10 


2345 



+oo 


arctan x 


o 


(1 + x 2 ) 


3 


da :. 


2347. 



十 oo 


e 


sinftxdx (a > 0) 


o 


利用递推公式计算下列广义积分 （ n 为正整 数): 


2348^ I n 



+oo 


x n e^ x dx. 


o 


2349. I n 



+oo 


da ; 


2350. I n 



+oo 


(ax 2 + 2bx + c ) 

dx 


(ac — 6 2 > 0). 


l 


2351. I n 



x{x + 1) _ • • ( a : + n ) 
x n dx 


o y/(l-x)(l + x) 


2352. I n = 



+oo 


dx 


o 


cosh n+1 x 


2353. ( a ) 



• • 
2 


In sin a : dx 


(b) 



• 攀 
2 


In cos a ; dx. 


o 


o 


2354 . 求 
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sma: — cos a: 


E 


Vsin 


e~^ dx 


x 


其中 E 为区间 （ 0 ， +oo) 中使被积函数有意义的一切： c 值的集合 


2355. 证明 等式： 

+ OC 



f [ ax + — ) dx 

x 



+oo 


0 \ ^ / a JO 

其中 a > 0, & > 0 ( 假定等式左端的积分有意义 ). 

2356 ,数 


x 2 H-4a&^ dx 


M[f] = lim - / /(0 狀 

x—^+oo X Jq 

称为函数 f{x) 在区间 （ 0 ， +oo) 上的平均值 . 求下列函数在此区间上的平 均值： 

(a) f(x) = sin 2 x + cos 2 (xy/2); (b) f(x) = arctanx; (c) f(x) = i/xsinx 


2357 • 求 : 


(a) lim x 

x —^0 



cost 


t 2 


dt 


(b) lim 



yl + t^dt 


o 


x 3 


(c) ^0 



+oo 




In 


⑷ 1 ^ T dt 



X 


其中 a > 0, / ⑷为闭区间 [0,1 ] 上的连续函数 


研究下列积分的收敛性 : 

+ oo 

2358. 

ji 

0 



x 2 dx 


x 4 — x 2 + 1 


2359. 



+ oo 


dx 


1 


x 


vx 2 + 


2360- 



2 


dx 


o lnx 


2361- 



+ OC 


x p ~ l e~ x dx. 


2362- 



x v In 9 — dx 
◦ x 


2363. 



+OC 


X 


0 


1 + X 


dx (n > 0) 


2364 



+ OC 


0 


arctan ax 
x n 


dx (a 一 0). 


2365. 



+oo 


ln(l + x) 


da:. 


o 


2366 



+ OC 


0 


x m arctan a; 
~ 2 + x n ~ 


dx (n > 0) 


2367. 



+oo 


X 


cos ax 
1 x n 


dx (n > 0) 


2368. / 

0 工 



2369 



da; 


o sin p x cos 9 x 


2370. (a) 



1 x n dx 


o yl - x 2 


㈤ 



+oo 


dx 


o 


\/x 3 -h X 


2371 



+oo 


da : 


o 


x p + x q 


2372- 



1 \nx 


1 — x 


2 


dx. 


2373. 

\/X 
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2374. 



+ 00 


dx 


2376. ( a ) 



x p In 9 x 9 

+oo 


2375 - 



+ OC 


dx 


x p (ln x) q (\n Inx ) 


dx 


x — ail ^ 1 \x _ a2 | P2 … lx _ a n 卜 


(ai < a2 < 


♦ _ _ 


〈江 n ); 



+oo 


( b ) / z 
o 

+oo 


X 


—1 ^ dx . 


2377. / : m (') dx ， 式中 P m (: r ) 和 P n ( x ) 为次数分别为 m 及 n 的互素的多 

0 A ⑻ 



项式. 


研究下列积分的绝对收敛性和条件收敛性： 
2378. dx . 提示： I sinx | ^ sin 2 x 

Jo X 

广 +oo 

2380. ( a ) / x p sin ( x 9 ) da : (q ^ 0); 

Jo 

+ O 0 

( c ) / x 2 cos ( e x ) dx . 
o 


2379. jf + °° Vxcos, dx 

0 



x + 100 



( b ) I sin ( secx ) dx ; 
o 




+ DO 


sin hr H —— 


dx * 


八 … f + x p smx ,, 、八、 _ I V x 

2381« / -- dx (q ^ 0). 

0 1 + a： 9 Jo r 

2383. / sinxdx , 式中 _ P m ( x ) 及 P „( x ) 为整多项式，且若 x ^ a ^ 0 

a 



尸 n ⑷ 


则 P n ( x )>0. 

2384 丄若 



+oo 


f ( x ) dx 收敛，则当 : r — + oo 时是否必有 /( rr ) — 0? 研究例子: 


( a ) f sin ( x 2 ) da ;; ( b ) f (—1)^ ^ da :. 

Jo Jo 

2384.2 •後 f ( x ) € C ^[ xo , + oo ), 当: r 。< x < + oo 时 \ f f ( x )\ < (7, 且 

+oo 



f ( x)\dx 


XQ 


+ OC 


收敛. 证明：当 ： r — + oo 时 f ( x ) —► 0. 提示： 研究积分 / f ( x ) f ( x ) dx . 

Jxq 

2385. 设函数在 [ a , b ] 上有定义且无界.可否把函数 f ( x ) 的收敛广义积分 

b 


看作相应积分和 



f ( x ) dx 


n —1 


^2 /(&)△& ( X i 而 +1， = ^i+1 ~^i) 


i=0 


的极限? 


2386 .设: 


§5,面积的计算法 
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+ 00 


f { x ) dx 


⑴ 


收敛，函数 ^{ x ) 有界，则积分 


是否必定收敛？举出适当的例子. 



+00 


f ( x )< p ( x ) dx 


( 2 ) 


若积分 （1) 绝对收敛，问积分 （2) 的收敛性如何? 


2387. 证明：若 



+ OC 


f ( x ) dx 收敛， f ( x ) 为单调函数，则 f ( x ) = 0( - 

\ X 


2388 - 设函数 f { x ) 在区间0 < x 彡1内是单调函数，且在点 x = 0的邻域内是无 


界的.证 明：若 


存在，则 



f { x ) dx 


o 


lim 


n 




k 



f ( x ) dx . 


o 


2389 -证明： 若函数 f ( x ) 在区间 0 〈: c < a 内单调且有界，且 


存在，则 



x p f ( x ) dx 


o 


2390. 证明 


( a ) v . p . 


lim x p ^ 1 f ( x ) = 0. 

：—^+Q 



= 0; (b) V.p. ^ + °° 


X 



0 


1 — X 2 


0; ( c ) v . p . 



+ OC 


sin xdx = 0 


2391. 证明： 当 o : > 0 且 : c # 1 时存在 


lix = v.p 




•"Vo Inr 


求下列积分 : 

2392. v . p . 



+oo 


dx 


o 


x 2 -3 x ^2 9 


2393. v.p 



2 


dx 


2 


a ; In x 


+ °° 1+x 

2394, v . p , / - r * dx . 

^ 1 + x 2 



2395. v.p 



H-oo 


arctanrcdx 


§5. 面积的计算法 

1. 直角坐标系中的面积. 以两条连续的曲线 y = yi ( re ) 和 y = V 2 {x) [y 2 (x) ^ yi ( x )] 与两条 
直线: r = a 和: r = b (a > b ) 为界的图形 (ffl 10) 3 其面积等于 

S = f \y2{x) -2/1 (a:)] dx. 
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2. 用参数方程给出的曲线所围成的 面积 . 若 z = x(t),y = y{t) 为一分段光滑 


的简单封闭曲线 C 的参数方程，并且沿曲线的环绕方向为逆时针方向，使得该曲线所围图形总是 


位于其左侧（图11)，则此图形的面积等于 


或 


S = — 



T 


y(t)x\t) dt 



T 


i ⑴ 2 /⑴ d *， 


S 


2 



T 


[x ⑺ 2 / ⑷ - x f {t)y{t)]dt 




O 



图 10 图 11 

3. 极坐标系中的面积 . 以连续的曲线 r = r ( ip ) 和两条射线 (f = a , ^ = (3 (a < 13 ) 为界的 
扇形 OAB (ffl 12), 其面积 5 等于 

1 o 

S = 2 r ^ difm 


2396. 证明： 正拋物线弓形的面积等于 

S =警 

式中 6 为弓形的底，&为高（图 13). 



图12 



求以下列直角坐标方程所给曲线为界的图形的面积 @ . 

2397. ax = y 2 ^ay = x 2 . 2398. y 二 x 2 ，x + y = 2. 

①在第四章的这一节和以后各节都把一切的参数当作是正的- 


§5, 面积的计算法 
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2399. y = 2 x — x 2 + y = 0. 

2400. ( a ) y = \ lgx\,y = 0,a = 0 , 1 ， a : = 10 ; 

( b ) y = 2 x ,y = 2 ,x = 0 ; 

( c ) y = ( x -\- l) 2 ，y = sinjty,y = 0 (0 < y ^ 1 ). 

2401. y = x,y = x + sin 2 a : (0 < x < Jt ). 

2 2 

2402. y = ^^2,2/ = 0. 2403 - ^ + ^ = L 

2404. y 2 = : r 2 ( a 2 — x 2 ). 2405. y 2 = 2 px , 27 py 2 = S ( x - p ) s . 

2406. Ax 2 + 2 Bxy + Cy 2 = 1 (A > O^AC — B 2 > 0). 

2407. y 2 = —^ —(蔓叶线)， a ： = 2a . 

2 a — x 

2408. x = aln Q+ ~ V - - yja 2 - y 2 (曳物线)，沒 = 0 . 

y 

2409. y 2 = ( 1 + ^ l +2) -2 (^>0； n >-2). 

2410. y = e ~ x \ sinx\,y = 0 (x > 0 ). 

2411. 抛物线 y 2 = 2x 把圆 x 2 + y 2 = S 的面积分为两部分，这两部分的比如何？ 

2412. 把双曲线 x 2 ~ y 2 = 1 上的点 M { x , y ) 的坐标表示为双曲线扇形 OM l M 的 
面积 S 的函数,此扇形以双曲线的弧 M f M 与二射线 ( 9M 及 OM ' 为界，其中 M ’( x ，— y ) 


是点 M 相对于 Ox 轴的对称点. 


求下列参数方程所给曲线所围图形的 面积： 

2413. x = a(t- sin 亡)， y = a(l - cos t) (0 彡无 （ 2 jt ) (摆线）及 y = 0. 

2414. x = 2t — t 2 ，y = 2t 2 — 

2415. x = a(cost + t sin t) : y = a(sint — t cos t) (0 ( t < 2jt) (圆的渐伸线）及 



x = a，y 彡 CK 

2416. x = a(2cost - cos2 亡)， y = a(2sini - sin 2t ). 

2417. (a) x = — cos 3 t,y =\ sin 3 t (c 2 = a 2 - b 2 ) (椭圆的渐屈线); 

、 a o 


(b) x = a cost, y = 


a sin 2 1 
2 + sin t 


求下列极坐标方程所给曲线所围图形 s 的面积： 

2418. r 2 = a 2 cos 2^ (双纽线). 2419. r 二 a(l + cos if ) (心脏线) ■ 

2420. r = a sin 39 ?(三叶线). 2421. r = ^ _^ Qg ~ (抛物线)， # = ? # = 2. 

2422. ( a ) r - ——-—— (0 < e < 1) (椭圆)； ( b ) r = 3 + 2 coscp ; 

w 1 十 e cos 9 ? 

1 1 / 7l\ 

(c) r = —,r = - - ( 0 < ^ 

w (p siruf v u 
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$ 

2423. T = acos a r = a ( cos(p + sinp ) (M (音， 0) 

2424. 求由曲线 p = rarctanr 及二射线 p = 0及 p 

2425. 求下列曲线所围图形的 面积： 


€5 • 


JT 


V 3 


所围成之扇形的面积 


( a ) r 2 + ( p 2 = 1 


( b ) 曲线 p = sin ( jtr ) (0 ^ r < 1) 的蔓叶线 


( c ) p = 4 r — r 3 ， p = 0; ( d ) (^ = r — sin r , ip 


Jt ; 


⑷封 闭曲线 r = 


Tit 


1+ t 2 


1 + t 


变换为极坐标，求下列曲线所围图形的面积: 


2426. x s - hy 3 = 3 axy (笛卡儿叶形 线). 2427. : c 4 + y 4 = a 2 ( x 2 + y 2 ). 


2428. ( x 2 + y 2 ) 2 = 2 a 2 xy (双纽线). 


2 


用参数方程的形式给岀下列曲线，再求曲线所 




形的面积: 


2429. xi = ai (星形线), 


2430« x 4 + 2 / 4 = ax 2 y . 
提示： 令 y = tx . 


§6 - 弧长的计算法 


1. 直角坐标系中的弧长. 一 段光滑（连续可微）曲线 


V = y(x) (a < x < 6) 


的弧长等于 



b 


\/l + y f2 {x) dx 


2 . 参数方程所给曲线的弧长. 若曲线 C 由参数方程 


给出，式中 Z ⑴， y ⑴⑴如， r ] 


3. 极坐标系中的弧长 .若 


$ ⑴， y = y{^) (to t) 

则曲线 <7 的弧长等于 

T _ 

+y /2 (t)dt. 
to 



r = r((p) (a ^ ^ 0), 

式中 r (< p)e C (1) [ a ,/3], 则相应曲线段的弧长等于 

r (3 _ 

s = I V r 2 (<p) + r f2 (ip) dip. 

关于空间曲线的弧长可参阅第八章 a 

求下列曲线的 弧长： 

2431. y = xi (0 彡 a : 彡 4). 2432. y 2 = 2 px {0 ^ x ^ x 0 ). 

2433. y = a cosh - , 从点 A (0, a ) 至点 B ( b , h ). 

CL 

2434. y = g x (0 ^ x ^ 工 o ). 2435. x = — ^ g ). 

T ： Zi 
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2436. y = oln ~~- (0 x ^ b < a). 2437. y = In cos x (0 < rz: < a < =). 

CL ~~ X \ ^ / 

2438. x = aln a v Q - V - / a 2 _ y 2 (0 < b ^ y ^ a). 

y 

2439. y 2 = —^ — fo ^ ^ 尝 a ). 2440. xi ^ yi = ai (星形线). 

2a — x \ 3 / 

2441. x = — cos 3 1, y = sin 3 1, c 2 = a 2 — b 2 (椭圆的渐屈线). 

a b 

2442. x = a cos 4 t，y = a sin 4 1. 

2443. x = a(t — sini), y = a(l — cos t) (0 ^ t ^ 2 jt). 

2444. x = a(cost +1 sint ), y = a(sint — tcost ) (0 ^ ^ < 2 ji ) (圆的渐伸线). 

2445. (a) :c = a(sinhi — t),y = a(cosht — 1) (0 ^ i < T); 

(b) x = cosh 3 t、y = sinh 3 1 {Q ^T). 

2446. r = aip (阿基米德螺线） (0 ^ cp ^ 2n). 

2447. r = (m > 0,0 < r < a). 

2448. r = a(l + cos (p). 2449. r = --- f 

1 + cos (p \ 2 / 

2450. r = a sin 3 ^. 2451. r = a tanh ^ (0 ^ ^ 2jt). 

O 

2452. ⑷ P * ( r + ;) (1 < ^ ^ 3); (b) (0 ^ r ^ 5); 

(c) ip = [ —dp (0 ^ r ^ R); 

Jo P 尤 

(d) r = 1 + cos t，ip = t — tan - (0 ^ i < T < jt). 

2453. 证明： 椭圆 

x = a cost, y = bsint 

的弧长等于正弦曲线 y = csin ^ 的一波之长.其中 C = 

0 

2454. 拋物线4即= P 沿 Or 轴滚动. 证明： 抛物线的焦点的轨迹是悬链线. 

2455. 求曲线 



的封闭部分与等周长圆周所分别围成的面积之比. 

§7. 体积的计算法 

1. 由已知横截面计算物体的体积 . 若物体的体积 V 存在，且 S = S(x) (a^x^b) 为物体 
的横截面面积，此横截面经过点$且垂直于 Or 轴，则 

V 二 f S(x) dx. 


2. 旋转体的体积.曲边梯形 
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a&x<b, O^y ^ y{x) 

绕 Ox 轴旋转所成旋转体的体积等于 b 

V x = n J y 2 (x)dx, 

这里 2/( x ) 为单值连续函数. 江 

在更一般的情形下，图形 

a^x yi{x)《y ( 2/2O) 

绕 Ox 轴旋转所成的环状体的体积等于 

P 0 

v = 7i [yl^) - yl( x )] 

这里讲⑻和 V 2( x ) 是非负的连续函数. 

2456. 求顶楼的体积，其底是边长等于 a 及6的矩形，其顶的棱边等于 c ， 而高等 

于 h . 

2457. 求截楔形的体积，其平行的上下底为边长分别等于和的矩形，而 
高等于匕 

2458. 求截锥体的体积，其上下底为半轴长分别等于和的椭圆，而高等 


于 

2459. 求旋转拋物体的体积，其底为 S , 而高等于 

2460. 设一物体之垂直于 Ox 轴的横截面的面积5 = S ( x ) 依下面的二次式规律 
变化： 

5( x ) = Ax 2, -h Bx -\- C {a ^ x b ) : 

其中及 C 为常数.证明：此物体之体积等于 

V=j S ⑷ +4^( 宇 )+ 观， 

其中 H = b-a (辛普森公式). 

2461. 物体是点 M ( x , y , z ) 的集合，其中0彡 2 彡1，而且当 z 为有理数时， 
0 彡 t 彡1,0 < y 彡1;当之为无理数时， — 1 < x 彡 0,-1 ^2/^0. 证明： 此物体 

的体积不存在，尽管相应积分 i 

[ S ( z ) dx = 1. 


求下列曲面所围成的体积： 

工 2 xp* C 

2462. — 2 "^2 = 1，之 = z = 0. 


2463. ^ + fo + ^ = 1 (椭球面). 

a 1 b z 


2464. ^ + = = 2465. x 2 + 之 2 = a 2 , y 2 -^ z 2 = a 2 . 

2466. x 2 + y 2 z 2 = a 2 , x 2 + y 2 = ax . 2467. z 2 = b(a - x ), x 2 + y 2 = ax . 


2 2 

2468. = 1 (0 < z < a ). 2469, x + y + z 2 = 1, x = 0, y = 0 ,2 = 0 

a 2 z 2 

2470- x 2 y 2 + z 2 + xy + yz + zx = a 2 . 



§7. 体积的计算法 
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2471. 证明：将平面图形 


a^x 0 < y ^ y ( x ) 

mo y 轴旋转所成的旋转体的体积等于 

f b 

V y = 2 k / xy ( x ) dx } 

这里为单值连续函数. a 

求下列曲线段旋$1所成旋转体的 体积： 

2472. 2/ = 6 (■) 1 (0 < a : < a ) 绕 Or 轴（半立方抛物线)_ 

2473. y = 2 x -: r 2 ，y = 0:⑷绕 Oz 轴； （ b ) 绕 Oy 轴. 

2474. y = sinx,y = 0 (0 < x < ji ): ( a ) 绕 Or 轴； （ b ) 绕 O ? /轴. 

2475. y = b (~)\y = b 王 ：⑷绕 Oo : 轴； （ b ) 绕 Oy 轴. 

\ fl / CL 

2476. y = e ~ x , y = 0 (0 ^ x < + oo ): ( a ) 绕 Or 轴； （ b ) 绕 轴. 

2477. x 2 + (y - 6) 2 = a 2 (0 < a < 6)， 绕 Oz 轴. 

2478. x 2 — xy y 2 = a 2 , 绕 Oa : 轴. 

2479. y = e " x V ^ {0 ^ x < + oo )， 绕 Oz 轴. 

2480. x = a{t — sini ), y = a(l — cos t ) (0 < ^ < 2 jt ), y = 0: 

( a ) 绕 Ox 轴； （ b ) 绕 Oy 轴； （ c ) 绕直线 2 / = 2 a . 

2481. x = a sin 3 t,y = 6 cos 3 1 (Q ^ 2 n )\ 

( a ) 绕 0 :r 轴； （ b ) 绕 Oy 轴. 

2482.1. 求曲线 


x = 2 t ~ t 2 ^ y = At — t 3 

所围图形绕 （ a ) Oo ; 轴； （ b ) Oy 轴旋转所成旋转体的体积. 
2482.2. 证明： 把平面图形 


0 ^ r < r((f) (p 与 r 为极坐标) 


绕极轴旋转所成旋转体的体积等于 


V 


2jt 
3 



/3 


r 3 (< p ) sin dtp . 


a 


求下列由极坐标或直角坐标给的平面图形经旋转后所成旋转体的体积 


2483.1. r = a(l + cosip) (0 彡沪彡 2 jr ): 

( a ) 绕极轴； （ b ) 绕直线 r cob ip = — 

2483.2. (x 2 -\-y 2 ) 2 = a 2 (x 2 — y 2 ): 

( a ) 绕 Ox 轴； （ b ) 绕 O ? /轴； （ c ) 绕直线 y = x, 
提示： 化为极坐标. 

2484.1. 求半圈阿基米德螺线 


r = a(p 

绕极轴旋转所成旋转体的体积. 


(a > 0;0 < ^ ^ Jt) 
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2484.2. 求曲线 


(p = nr 


3 


(f = 71 


所 




形绕极轴旋转所成旋转体的体积. 

2485. 求图形 


a ^ r ^ ay 2 sin 2 ^ 


绕极轴旋转而成的旋转体的体积. 


§8. 旋转曲面表面积的计算法 


平滑曲线 AS 绕 Or 轴旋转所成曲 面的面 积等于 


P 


式中 ds 为弧的微分. 



2jt / \y\ ds 

A 


求旋转下列曲线所成曲面的面积: 


X 


2486. y = x'l - (0 < ;r 彡 a ), 绕 Ox 轴. 

jr/yj 

2487. y = a cos 7 彡 6 )， 绕 Ox 轴. 

26 

2488. y = tanx (0 < a : < , 绕 0 :r 轴. 

2489. y 2 = 2 px (0 < x 彡卻)，⑷绕 Or 轴； （ b ) 绕 Oy 轴. 

2 2 

2490. ^ ^ = 1 (0 < 6 彡 a )，（ a ) 绕 Or 轴； （ b ) 绕 Oy 轴 

2491. x 2 (y - b ) 2 = a 2 ( 6 彡 a ), 绕 Oa : 轴. 

2492. d 绕 Or 轴. 

2493. y = acosh 王 （| a :| < 6 )，（ a ) 绕 Ore 轴； （ b ) 绕/轴， 

a 


2494. ±x 


=a In a + — yja 2 — y 2 , 绕 0 工轴 

y 

2495. x = a(t — sint), y = a(l — cost) (0 ^ t ^ 2 jt )， 
⑷绕 Or 轴； ⑼绕 Oy 轴； （ c) 绕直线 y = 2a. 

2496. x = a cos 3 t，y = a sin 3 绕直线 y = x. 


2497- 


a(l + cos ( f ), 绕极轴. 


2498. r 2 = a 2 cos 2 p ，（ a ) 绕极轴； （ b ) 绕轴 t /? = ^; ( c ) 绕轴 W = $. 

2499. 由拋物线 ay = a 2 — x 2 及 Ox 轴围成的图形绕 Oz 轴旋转而构成一旋转体， 
求其表面积与等体积球的表面积之比. 


2500. 由直线 


x 


P 

2 


与抛物线 y 2 = 2px 围成的图形绕直线 y = p 旋转而构成一 


旋转体，求其体积和表面积. 


§9. 矩的计算法.质心的坐标 


■ 165 . 


§9. 矩的计算法.质心的坐标 


1.矩.若密度为 p = p ( y ) 的质量 M 充满了 Oxy 平面上的某有界连续统 Q (曲线，平面 E 
域)，而 a ; = uj ( y ) 为 n 中纵坐标不超过 y 的部分的相应度量（弧长，面积)，则数 

n 厂 

M k = lim ^ p ( yi ) Vi ^( yi ) = / py k duj ( y ) (/e = 0， l ，2, …） 

max lAj/il—0 Jq 

称为质量 M 对 Oz 轴的 fc 次矩. 

作为特殊情形，当 A : = 0时 得质量 M ， 当 fc = 1时得 静矩， 当 /c = 2时得转 动惯量 • 

类似地可定义出质量对坐标平面的矩. 


若 P = 1 ， 则相应的矩称为几何矩（线矩，面积矩，体积矩等) • 

2. 质心. 均质平面图形 S 的质心①的坐标 ( xo ^ yo ) 可由以下公式来 定义: 


Xq 


m [ v) 


S 


yo 




s 


式中 



{ v \ m [ x ) 为图形 S 对 02/ 轴和 Ox 轴的几何静矩. 


2501.1. 求半径为 a 的半圆弧对过此弧两端点的直径的静矩和转动惯量. 

2501.2, 求拋物线弧 y 2 = 2 p;r (0 < x <警)对直线 x =^ 的静矩. 

2502.1. 求底为&， 高为 h 的均质三角形平板对其底边的静矩和转动惯量 （p = 1). 


2502.2. 求曲线 

ay = 2 ax — x 2 (a > 0), y = 0 

所围抛物线弓形对 Ox 轴和 Oy 轴的转动惯量4 = M ^ x ) 和4 = M 2 V) - 由关系式 
I x = Sri I y = Sr 2 y ( S 为弓形面积）定义的惯性半径 G 和等于什么？ 

2503. 求半轴长为 a 和&的均质椭圆形平板对其主轴的转动惯量 （P = 1). 

2504.1. 求底半径为 r 高为 h 的均质圆锥对其底平面的静矩和转动惯量 （P = 1). 

2504.2. 求半 径为丑 质量为 M 的均质球体对其直径的转动惯量. 

2505. 证明古尔丹第一 定理： 平面曲线弧 C 绕此弧所在平面上不与它相交的轴旋 
转而成的旋转面,其面积等于此弧的长度与它的质心所画出的圆周之长的乘积. 

2506. 证明古尔丹第二 定理： 平面图形 S 绕此图形所在平面上不与它相交的轴旋 
转而成的旋转体，其体积等于图形 S 的面积与此图形的质心所画出的圆周之长的乘积. 

2507. 求圆弧 a ; = acos ( f , y = asin(p (\(f \ 彡 a 彡 ji ) 质心的坐标 ■ 


2508. 求抛物线 arc = y'ay = x 2 (a > 0) 所围图形的质心的坐标 


2509. 求图形 


,2 


2 


2 



的质心的坐标. 


62 


^ 1 (0 ^ ^ a , 0 ^ y ^ 


2510^求半径为 a 的均质半球的质心 坐标. 


①质心与重心是不同的概念，重心是物体所受重力的合力的作 用点， 它在重力加速度为常量时与物体的质 
心重合.对于尺寸不大的物体，可以认为质心等同于重心 . 在下文中，凡几何对象的质心均指同样形状的均质 
物体的质心 . ——译注 
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2511. 求对数螺线 


T = ae mip (m > 0 ) 

上由点 O (- oo ,0) 到点 P (^ r ) 的弧 OP 的质心 C (^ r 0 ) 之坐标.当点 P 移动时,点 
C 画出怎样的曲线？ 




2512. 求曲线 r = a(l + cosp ) 所围图形的质心坐标. 

2513. 求摆线 x = a(t — sini ),y = a(l — cost ) (0 ^ t ^ 2 jt ) 的第一拱与 Ot 轴所 
形的质心的坐标. 


2514. 求图形0 < < a ;2 / 2 < 绕 Or 轴旋转所成旋转体的质心的坐标. 

2515. 求半球 x 2 y 2 z 2 = a 2 (z ^ 0) 的质心的坐标. 


§10. 力学和物理学中的问题 

组成适当的积分和并求出其极限，以便求解下列 问题： 

2516. 杆的长度 Z = 10 m , 若该杆的线密度按规律5 = 6 + 0.3 x kg / m 而变，其中 z 
为到杆的一个端点的距离 ， 求杆的质量. 

2517. 把质量为 m 的物体从地球（其半径为项表面抬升到高度为 h 的地方，需 
要对它作多少功？若物体远离至无穷远处，则功等于多少？ 

2518. 若10 N 的力能使弹簧伸长1 cm , 现在要使这弹簧伸长10 cm , 问要作多少功? 
提示： 利用胡克定律. 

2519. 直径为 20 cm ， 长为 80 cm 的圆柱形汽虹充满压强为 lOON / cm 2 的蒸汽.假 
定蒸汽的温度保持不变，要使其体积减小一半,需要作多少功？ 

2520. 求水对竖直放置的半圆形档板的压力，该档板的半径为 a ， 而水面位于档板 
顶部直径的位置 

2521. 求水对竖直壁面的压力，此壁面的形状为梯形，其下底 a = 10 m , 上底 
6 = 6m , 高 /i = 5 m , 下底位于水面以下 c = 20 m 的深度, 

写出微分方程并求解下列 问题： 

2522. —质点的速度按规律 

v = vo -hat (vo = 常数 ， a =常数） 

变化，问在时间间隔 [ 0 , T ] 内此质点经过怎样的路程？ 

2523. 半径为 H 而密度为 6 的均质球体以角速度 u ; 绕其直径旋转.求此球的动能. 

2524. 线密度 mo 为常数的无穷直线以怎样的力吸引距此直线距离为 a 质量为 m 
的质点？ 


①此题是流体静力学问题，在实际求解时还应知道水面上的压强卯，以及水的密度原书所给答案对应 
着 p 0 = 0的特例.类似情形还出现于习题2521, 4070, 4071, 4072. -译注 

® 此题应考虑水面处大气压 p 0 的影响.书后的答案对应 po = 0 的情形，与实际结果有较大差别.——译注 
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2525. 计算半径为 a 且面密度知为常数的圆形薄板以怎样的力吸引质量为 m 的 
质点 P ， 此质点位于通过薄板中心 Q 且垂直于薄板平面的直线上，距离 PQ 等于 b . 

2526. 根据托里拆利定律，液体通过小孔从容器中流出的速度等于 

v = Cyf2gh, 

式中9为重力加速度， A 为液体表面在小孔以上的高度 ， c = 0.6 为实验系数.直径为 
D = lm 高为孖 = 2 m 的直立圆柱形大桶，其底部有一个直径为 d = 1 cm 的圆孔，问此 
桶充满液体后经过多长时间方可完全排空？ 

2527. 旋转体容器应当具有什么形状，才能使液体从容器底部流出时，液体表面的 
下降是均匀的？ 

2528. 镭在每一时刻的衰变速度与其现存的量成正比.设镭的量在初始时刻 t = 0 
为 Qo , 经过时间 : T = 1600年它的量减少了一半.求镭的衰变规律. 

2529. 在一种把物质 A 变为物质 B 的二阶化学反应中，反应速度与此二物质浓度 
之积成 正比. 若在〖= 0时在容器中有20%的物质5,而当 i = 15 min 时其浓度变为 
80%，问在 f = lh 时其浓度如何？ 


2530. 根据胡克定律,杆的相对伸长 e 与相应横截面上的应力 a 成正比，即 

<7 

5 = E ， 

式中五为杨氏模量.求圆锥形杆在自重作用下的伸长量，此锥形的顶向下而底固定，设 
底半径等于尽圆锥的高为丑,密度为 a 


§11. 定积分的近似计算法 


a 


• 矩形 公式. 若函数= y ( o :) 在有限的闭区间 [ a ,6] 上连续且充分多次可微，并且 h 

,Xi = a + ih (i = 0,l r - ， n), 识 = 女(仏)，贝! J 

b 

y{x) dx = h(y 0 + —— ht/ n -i) + Rn, 


式中 



■Rn = ( b 2 a )^ V(0 (a ^ < b ). 

2. 梯形公式. 在 f 同的记号下，有 

y( x ) = h ( 以 ° : W + 2/1 + 2/2 + • • • + pn-1 ) -f- Rm 


式中 



R n = - ( 6 y〃(0 (a < ^ ^ b ). 


3. 抛物线公式（辛普森公 式). 命 n = 2 fc ， 得: 



b 


y ( x ) dx = — [(yo + V2k) + ^{yi + 2/3 + . ’ . + V2k-l) + 2( y 2 + 2/4 + . ■ ■ + V2k-2)] + Rn 


式中 


瓜一 ^^( 4)(0 (WO 
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2531. 利用矩形公式 （n = 12), 近似地计算 

271 


并把结果同精确答案进行比较. 



sin x da ;, 


o 


利用梯形公式计算下列积分并估计它们的 误差: 


1 Ht 

2532 - I (n = S ). 

o 1 + 



2533 -: 占卜 12 ) 




2534. / ▽ 1 - z sin 2 (n = 6). 

利用辛普森公式计算下列 积分： 

9 

2535. / y/xdx (n = 4), 

l 




2536. I v 3 -f cosxdx (n = 6) 


o 


dr (n = 10), 


2539, 取 n = 10,计算卡塔兰常数 


2538 



l 


xdx 


o ln(l + x ) 


(n = 6)， 


G 


2540. 利用公式 



l 


arctan x 


dx . 


o 


X 


n 



l 


dx 


o 1 + $ 


2 


计算数 Jt ， 精确到 10-5. 

2541. 精确到 0.001, 计算 



1 


e x dx . 


o 


2542. 精确到 1( T 4 , 计算 



l 


( e x — 1) In — dx . 

o 怎 

2543. 精确到 0.001, 计算概率积分 

+OC 

dx . 



的图像. 


2544. 近似地求出半轴为 a = :^及& = 6的椭圆的周长 

2545. 取 Ax = |,描点作出函数 

f x sint ,, 、 

y= —— dt (0 < x < 2 ji) 

Jo t 


第五章级数 


§1. 数项级数.同号级数收敛性的判别法 


1 . 一般概念.对于数项级数 

fll + Qr2 + • • _ + dn + • 

若存在极限 



lim S n = S (级数的和)， 

n— >00 


( 1 ) 


式中& = ai + a2 + . ■ ■ + a „, 则称级数 （ l ) 为收 敛的. 反之，则称级数 （1) 发散的. 

2. 柯西准则.级数⑴收敛的充分必要条 件为: 对于任何£>0,都存在数 AT = AT ( e ), 使得 
当 n >7 V 和 p >0 时，不等式 


成立.特别是，若级数收敛，贝 U 


|*Sn+p 一 Sn 


n+P 

ai 

i = n+l 


< € 


lim 



dn = 


o , 


3. 比较判别法 L 设除级数 （1) 夕卜，还有级数 

&1 + &2 + • • • + + , , • 


若当 n > no 时，不等式 


( 2 ) 


0 ^ (Xri ^ 

成立，则 ：（ a ) 从级数 （2) 收敛可推得级数 （1) 收敛； （ b ) 从级数 （1) 发散可推得级数 （2) 发散. 
特别地，当 n — 00时 如 〜 & n , 则正项级数 （ I ) 和 （2) 同 时收敛 或同时 发散. 


4. 比较判别法 E ，若 




① 


则 （ a ) 当 p > 1时级数⑴收敛， （ b ) 当 p < 1时级数⑴发散. 

5. 达朗贝尔判别法.若 a n > 0 (n 1，2, _ •.) 及 


@关于记号 O* 的意义，参阅第二章，§6, 1. 
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则⑷ 


lim - = q, 

n-^oo a n 

当 <? < 1 时级数⑴收敛， （ b ) 当 g > 1时级数⑴发散, 

tenn74£llSll^±. ^ _1 o \ IX 


6 . 柯西判 别法. 若彡0 (71 = 1，2,…）及 

lim - vTo ^ = q , 

则 （ a ) 当 g < 1时级数⑴收敛, （ b ) 当77\时级数⑴发散 

7. 拉比判别法.若 cx n > 0 ( n 二1，2, ■ ■ ■) 及 


lim n 

n—►oo 


江 n +1 


则 （ a ) 当 p > 1 时级数⑴收敛， （ b ) 当 p < 1时级数⑴发散 


8 . 高斯判别法.若知 >0 (n = 1，2,…）及 


式中|心|<0而6>0 ,则⑷当 A 


dn+1 
> 1 


A + & + 


On 
1 1+e 


时级数⑴ 收敛； （ b ) 当 A 


1 时，若 p > 1 则级数⑴收敛，若 M < 1 时级数⑴发散. 

9. 柯西积分判别法.若 f ( x ) {x ^ 1) 是非负不增函数，则级数 


< 1 


时级数⑴ 发散； （ c ) 当 


52 /W 


与积分 



+oo 


f ( x ) dx 同时收敛或同时发散. 


1 


直接证明下列级数的收敛性并求它们 的和: 

111 

2546« 1 一 — H —- 一 — + • • • H --- (- • 

248 2 n ~ l 


2547 - 2 + 3 + 


2 2 



h) 


+ 


• 44 


+ 




+ 


• I # 


祖 + 


« » 參 


2 n — 1 


2549 . + 2^3 + 3^4 + 




a 

+ n(n + 1) + 


255 °- 口 + D + 


• i # 


+ (3 n -2)(3 n + l ) + 


2551* ( a ) g sin a + q 2 sin 2 a + … + sin na + ••• (| g | < 1); 

( b ) q cos a + q 2 cos 2 a ^ - h q n cos na H - (| g | < 1) 

oo 

2552 . 〉〕 (yVi + 2 — 2 ,^/ti + 1 + y / ri ). 


n=l 


2553. 研究级数 ^ sin nx 的收敛性. 

n=l 

提示：证明：当 : r # A：Jt ( fc 是整数）时，要 sin nx — 0 (n — 00 ) 是不可能的. 

OO 

2554. 证明： 若级数 f 如 收敛，则把该级数的各项在不变更其先后次序的情况下 



§1. 数项级数.同号级数收敛性的判别法 


• 171 - 


分别组合起来，所得级数 




其中 X 


71 


71 


Pn 十 I - 1 

^2 ai = 1 ^ 1 <P2 < … ） I ， 

i=Pn 


也收敛且有相同的和,反之不真.举出例子, 


OC 


2555. 证明： 若级数的各项是正的，且把这级数的各项分别组合而得到的级 


71 


数收敛，则原来的级数也收敛. 


71 $究下列级数的收敛性: 


71 


2556. 1-1 + 1-1 + 1-1 + 

2558.1 + 1 + 1 + 


2557. 0.001 + VU 001 + V 0001 + … • 


# • # 




2559.1 + i + i + i + 


♦ ♦攀 


+ 


1 


2 n - 1 


+ 


2560. 


1 


1 


1 



1001 2001 3001 


+ , • • + 


1 


1000 n+l 


2 3 

2561. l - h -- h - + 

o 5 


2562. 1 + 


9 • m 


+ 


n 


2 n - 1 



2563. 


1 


3 2 ^ 5 2 
1 


+ ._• + 


1 


(2 n - 1) 


2 


1 


V2 2V^ 3>/4 


+ 


+ 

1 


2564^ 


1 


1 


VI-3 V3-5 


+ 


n\/n + 1 
1 


# • » 


Y (2 n — l )(2 n + 1) 


2565. 证明： 由等差数列各项的倒数组成的级数是发散的. 

oo oo 

2566. 证明：若级数 y ^ a n ( A ) 及 E ( B ) 皆收敛且 a n ( c n < b n {n 


n 


n 


oo 


.1,2 , …），则级数 c n (C) 也收敛 _ 若级数 （ A) 和 （ B) 皆发散，问级数 （ C) 的收敛性 


若何? 


71=1 


2567. 设已知二发散级数 


> : 及 〉: b n 


71 


n 


的各项不为负数，问下列级数的收敛性若何: 


CC 


( a ) y ^ min ( a n , b n ) 及 （ b ) ^ max ( a n ,6 n )? 


n 


n=l 


2568. 证明： 若级数 Z (如 > 0) 收敛，则级数 YA 也收敛.逆命题不成立 


举出例子. 


n 


n 
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2569. 证明： 若级数收敛，则级数 


71 


n 


〉 : |ctnbn| ， 〉 H" ^n) 


2 


n 


n=l 


cx; 

E Cln 

n 


n 


也收敛 • 


2570, 证明：若 


lim na 

n—^oc 


n 


a 一 0, 


则级数 2 知 发散. 


n 


2571. 证明： 若各项为正且其值单调递减的级数收敛，则 


n 


lim na n = 0, 

n—►oc 

oo 

2572. 若当 p 二 1, 2, 3,. ■•时 lim ( a n+ i + a n+2 + ■.. + a n+p ) = 0, 问级数 ^ a 


n 


n 


是否收敛? 


利用柯西准则，证明下列正项级数的收敛性: 


_ ai 

2573. a 。 + + 




+ ^" + 


4 i 4 


10 n 


(|a n |<10) 


sin x sin 2 x 

2574. -^ + + 




2 


2 2 


sin nx 
H --- h 


• # 4 


2 


n 


cosx — cos 2 x cos 2 x — cos 3 x 

2575.1. -- + - r - + 


1 


_ COS X cos 

2575.2. —^ + - 


x 2 


2 


cosx 


cos nx — cosfn + l)x 
+ - - -- + 


n 


n 


i 2 

提示： 利用不等式 

1 


_ _ • 


2 2 


71 


2 


< 


1 


1 




n 2 n(n — 1) n — ] 
利用柯西准则，证明下列级数的发 散性: 


n 


(n = 2,3, …） • 


2576. 1 + - + o + 




+ n + 


• » • 


11111 


2577. ( a)l + s — 5 + Z + K — 百 + ...; 


(b) 


2 3 4 5 

1 1 


1 


v/H2 V2^3 


+ ••• + 




+ 


运用比较判别法、达朗贝尔判别法或柯西判别法,研究下列级数的收敛性 


2578> 1000 + 100 ^ + 1000 ^ + 


1! 


2 ! 


2579. ® ® + 


« _ # 


2 ! 


4! 


3! 

+器+ 




n \ 


2580. y + ^ 



3! 

33 


+ 




n \ 

+ - + • 




n 
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，、 2. 1! 2 2 .2! 
2581. ( a ) --1- 

/T 、3 • 1! 3 2 . 2! 

㈨ 丁 + 了 



2 3 • 3! 2 n n ! 

- h • • • H - h 

3 3十 十 n n 十 

3 3 ,3! 3 n n ! 

- L - [ - U 

3 3 十^十 


2582. 


2583. 


2584. 


( I !) 2 (2!) 2 (3!) 2 ㈣ 2 

丁 + j + J + …+ 歹 +.... 

1000 1000 • 1001 1000 • 1001 • 1002 

-1-1- h 

1 1,3 1_3.5 

4 4*7 4-7-10 

-- 1- 1 - 

22_62.6.10 * 


2585. ( a ) - v ^) • • • ( v ^ 


2n 


V2); 


( b ) y ^ a n , 其中 a n 


m 


( m 为正整数) 


n=l 


n 2 


, n + m 


( c ) J2 nx Ilj 

n=l k=l 


sin 2 ka 


+ x 2 + cos 2 fea • 


2586. ^2 


n 


n 9 


2587. 


n n+ i 


2588 


E 


2 +- 

n 


n=l 


n H — 
n 


{ \/hin 


2589. ( a ) 


n — 1 


71—1 


(2 n 2 + n + 


(b) £ fT 3^ ; (c) £ (^TT 

/ n=l n=2 \ 


n(n —1) 


⑷ 


\/2 + \J 2 - V ^2 + \j 2 — ^2 + + 


2 - 


y 2 + ^/ 2 + + 


提示： W = 2 cos — * 

4 

2590. 证明：若 


lim 


Q ^ n+l 


( a n > 0)， 


则 a 


o ( gi ), 其中 qi>q 


2591.1. 设正 项级数 E 知（知 > 0) 的各项在 n > n 0 时满足不等式 


Gn +1 


<： P <1. 


证明：对于级数的余项 


= 辽？1+1 + Ctn +2 + 


在 n 彡 no 时有以下估计: 


Rfi ^ d 


ji-no+l 


no 
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2591.2. 已知级数 


其中 (2 n)U 
方可？ 


j(2n)!!] 


2 


2 * 4… 2n. 为使此级数的和与部分和&之差小于 


6 


10- 6 ,应取多少项 


2592. 证明■•若 


OC 


jrrr a n+i 

n l ^L^r~ = ? < 1 (a n > 0 )， 


a 


则级数收敛. 


n 


n 


逆命题不成立 .研究例子 







• _ 勢 


2593. 证明： 若对于级数 

n=l 

( a n > 0) 存在极限 


则 

lim ^±1 — 口 
°° Om 士 

% 

(A) 

也存在. 

lim ^ = Q 

n—^oo v n ^ 

( B ) 

逆命题不敵•咖 （ b ) 气贿⑷娜縣.研究例子 



2594. 证 明：若 


n 


2n+l 




q (卩 n > 0)， 


则⑷当 m 时级数 £ an 收敛； ㈦ 当 ？>1 


n 


研究下列级数的收敛性: 


时该级数发散 （柯西判别法的推广). 


2595. 




71 


7171 


n 


2 n 


^21 ncos 2 

2596. J 2 _ 3 


n 


2597 .⑷ f 

^ 3 n ; 

研究下列级数的: 敛性: 
2SQfi I 1 \ / 1 • 3 /I . Q cr\ P 


2 n 


(b)E 


1 + cosn\ 2n ~ [l1 

2 + cos n 


n 


如彥 J 哨 



1-3-5 

2*4-6 


+ • • • • 


2599. - + + a{a + d)( a + 2 d ) 


b(b + d ) 


Kb + d)(b + 2d) + … ( a >0^>0,^>0). 
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2600. 


n!e n 

n n ^ P ^ 


2601. ^ 


y/n\ 


J (2 4 - VT)(2 + y/2) … （2 + y/n) 


2602. ^ 


n\n~ p 


g(g + l)-__(g + n) 


(p>0,q>0). 


2603. ^2 


p{p + 1) • • _ (p + n - 1) 

n\ 


n q 


(p>0,q> 0). 


2604. g 丄 (P > o,g > o). 

o . A . f\... (On\ 、 


2605. J2 


2 • 4 • 6 … （ 2n ) 」 

p(p + 1) … (p + n - 1) 
g(g + 1) •_• (g + n — 1) 


(p > 0，g > 0). 


2606. 证明：对于正项级数 ^ a n (a n > 0), 若在 n — oo 时成立条件 


则 


^ n +1 


1+ 二 +0 二 
n \ n 


n p 


其中 e > 0 是任意小量;并且若 p > 0, 则当 n — oo 时知丨 0, 即从 n > n 0 开始，单 
调递减，且在 n — oo 时如 — 0. 

OO 

求出通项知的减小的阶 , 从而研究级数的收敛性： 


2607 - a 


n p + a\n p ~ l + ■ • ■ + a 
+ b\n^~ l - h b { 


£, 其中 n Q + b in 9-i^... + bq>0 ^ 


2608. a 


1 . JT 

一 sm —. 
nP n 


2609. a n 




(V^TT-v^rin^(n>l) 


2610. a n = ln p (sec 2) _ 


2611. a n = log b n ( 1 + 


f ) 


(a > 0,6 > 0). 


2612. a 


1 + — 
n 


2613« (a) a n 


n 1+ i ^ 


;(b) a 



2614 . 证明 热梅判 别法： 对于正项级数 fa n (a n > 0) ， 若当 n > n 0 时 


则此级数收敛；若当 n > n 0 时 


(1 


X 


(i 




» T ^ l ， 


则此级数发散 


In 


2615 . i 正明： 若存 ft a > 0 ㈣ n > n 0 日寸 2 


> 1 + a(a n > 0 ), 则级数 
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[ a n ( a n > 0) 收敛；若 n 彡 n 0 时 


In 


1 


Inn 


< 1，则此级数发散 （对数差别 法). 


研究具有如下通项的级数的收敛性: 

2616. a n = n lnx (x > 0). 


2617. a 


1 


(In In n) ln 


(n > 1) 


2618- 


1 


( lnn) lnlnn 


(n > 1). 


2619. 利用柯西积分判别法，研究具有如下通项的级数的收敛性: 


( a ) a n = 


n 


ln p 


(n > 1) 


㈤ 


n ( lnn) p (ln Inn ) 9 


( n >2) 


2620. 研究下列级数的收敛性: 


⑷ E 


In 2 • In 3… ln(n + 1) 


ln (2 + p ) - ln (3 + p ) … ln(n + 1 + p ) 


{p > 0); 


㈤ E 


n 2 


其中 u ( n ) 为数 n 的位数; 




2 


ln ( n !) 


2621. 设 (n = 1， 2, …）依次是方程 tanx = 的各个正根.研究级数 ^ A , 


2 


的收敛性. 


2622. 证明： 设正项级数的项单调递减，则级数‘与级数同 


时收敛或同时发散. 


0 


2623.设 f ( x ) 为单调不增的正值函数. 证明： 若级数^/⑻收敛,则对于它的 


余项 R 



f ( k ) 有以下 估计: 


fc=n+l 



+oc /*H-oc 

f ( x ) dx ^ i? n ^ f(n + 1) + / f { x)dx 

n+l J n+1 


利用此式,求级数 f $ 的和，精确到 o . oi . 

n=l 

2624. 证明叶 尔马科夫判别 法：若 f ( x ) 为单调递减的正值函数，且 

lim ^1 = X. 

x—+oc J\X) 
oo 

则级数 E /( n ) 在 A < 1 时收敛，在 A > 1 时发散. 


2625. 证明罗 巴切夫斯基判 别法： 若正项级数的项单调趋于零，则级数 


1 



与级数 t Pnx . 2_ m 同时收敛或者同时发散，其中是满足不等式 
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^71 ^ 2 


(打=1，2, ’ ’ • ， Pm ) 


的项& 的最大的序号. 


研究下列级数的收敛性: 


2626. ^2 


Y 71 + 2 — \J 71 — 2 


2 


71 


2628. ^2 


cot 


nn 


4n-2 


2630. 


ln(n!) 


n 


nn 


sin 


2n + 1 


2627* ^"^(\/n + a — yri? + n + 6) 


2629. ^2 




In 


n + 


n 


2631. 




2632. ^n 2 e - ^. 


oo 

2633. ^(n^TI - 1). 


2634. 


In n+b 
In n + d 


OC n 3 

2636. ^ (cos 2) 


2638. ^ 


n! 


n 


0 T 


2640. ^ ( a 


丄 


bi +Cn 


2635. ^2 


1 


In 2 I sm — 

n 


2637. ^ln 


cosh 


jt 


n 


3 


cos 


jt 


n 


2639. ^ 


n 


In 


2 


(lnn) n • 


(a>0,6>0 ， c> 0). 2641. ^(n n " — 1) 


2642. ^ 


In - In I sin 

n a V n 


2643. ^ a -(blnn+cln 2 n) ( fl > Q) 


„2n 二 [fr? -HVl n 

2644. XJ (n + a) n+6( n + & )n+a («>0,^>0). 2645 - XJ 2 !^■ (2 ti)!* 


研究级数 E l 的收敛性，其通项 如下: 


2646. u 



丄 


0 


^/xdx 

1 + X 2 


2647 - u 


1 



yl+x 4 dx 


o 


2648 - u 



(n+l):t sin 2 x 


dx 


2649. u 


x 



n+1 


e 


^ dx . 


2650- u 



sin 3 x 
1 十 x 


dx . 


2651* u n 


l! + 2! + … + n 

(2^)! 
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J 2 ln2k 


2652. u 


k 


n 


用相应的级数来代替数列 (n = 1，2, _ • ■) 


2653. x 


1 


1 





+ 


y/n 


2\/n 


然后研究它们的收敛性 ，设： 

n Ink (Inn) 2 


2654. x 


2655. 对于下列 级数: 


⑷ E 


n 2 


㈤ ；E 


2 n 


{ (打 + 1)!’ 


大约应取多少项来求级数的和方可精确到10 - 5 ? 



k 


k 


2 




1 


!(2 n - l )! 


§2. 变号级数收敛性的判别法 

1. 级数的绝对收敛性 . 级数 

oo 

^2 a n ⑴ 

n=l 

称为绝对收敛，若 

oo 

i an i ⑶ 

n=l 

收敛.这时级数 f ^ a n 也收敛.绝对收敛级数的和与各项相加的顺序无关. 

要确定级数^) 1 的绝对收敛性，只须把对于同号级数收敛性的已知判别法应用于级数 (2) 即可. 
若级数 （1) 收敛，而级数 （2) 发散，则称级数 （1) 为条件收敛（非绝对收敛).通过改变各项 
的顺序，可以让条件收敛级数的和等于任何数（黎曼定理). 

2. 莱布尼茨判别法.若交错级数 

bi — &2 + &3 — ^4 + • • • + (— l ) n _1 6 Ti + … ( b n ^ 0) 

满足条件 （ a ) 彡 b n+1 (n = 1, 2, ■…）和 （ b ) Jim b n = 0,则该级数收敛（一般说来，非绝对收 

敛).在这种情形下，对于级数的余项 — 

Rn — (― l) n 6 n +l + (― l) n_t " 1 ?)n+2 + ■ ■ ■ 

有以下 估计： 

Rn — (― l ) n 0 n & n+l (0 彡 0 n 彡 1). ' 

OO 

3. 阿贝尔判别法.若 （ a ) 级数收敛 ， ㈤ 数 b n {n = 1,2,...) 构成单调有界数列，则 

n— 1 

级数 

oo 

^ : Ojyibn (3) 

71=1 

收敛. 

71 

4. 狄利克雷判别法.若 （ a ) 全体部分和 A n = J 2^ 是有界的， ㈨ 当 n — oo 时单调 

地趋于零,则级数 （3) 收敛. t_1 
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2656. 证明： 可把非绝对收敛级数的各项在不变更其顺序的情况下分别组合起来, 

使所得的新级数绝对收敛. 

00 

2657. 设有级数 E ，若 ( a ) 当 n — oo 时,此级数的通项^趋于零； （ b ) 在不变更 


71 


其顺序的情况下分别组合该级数的各项，所得级数^ 4 收敛; ㈦ 在项 A 


Pn+1 


n 





n 


Pn 


( i = pi < p 2 < …） 中相加项叫的数目是有界的， 证明： 是收敛的. 


71=1 


2658. 证明： 若将收敛级数的各项重新排列，使每一项离开原有的位置不超过 m 个 
位置 （ m 为预先给定的数)，则级数的和不变. 


证明下列级数的收敛性并求它们的和 


2659. 


3 5 7 

I » • 

2 4 8 


2660.1 + i4 + i + l-^ + 


2661- 1 


11111 


5 6 



2 3 




提示： 运用 公式 : L + f …七 
lim s n = 0- 


C + lnn + 5 n , 其中 C 为欧拉常数，并且 


n 


2662. 已知 f 


(—l ) n+1 


ln 2. 将该级数的各项重排，得到下列 级数: 


n 


,,, 1 1 1 1 1 

(a)1 + 3~2 + 5 + 7 _ 4 + 


♦ _ * 


( b ) 


1111 


1 


2 


3 6 8 



求这些级数的和. 


2663. 把收敛级数的各项重排,使它成为发散的. 


n 


y/n 


研究下列变号级数的收敛性 


2664. 


血一 1) 

(一 1) 2 

2 n 


71 


2665. ( a ) E (— 1 广 


n 


2n + 100 
3n + 1 


n 


2 3 4 5 6 7 8 9 


2666 •设 


E (- n 


⑴ 


n 


其中 > 0,且当 n — oo 时 — 0. 由此是否可知级数 （1) 收敛？考察例子 


oo 


E (- 1 广 


2 + (—l) n 


n 


n 




研究下列变号级数的收敛性 


oc ! inn 

八 内八舞 p In n • nn 

2667. > - sin — 

^ n 4 

n=l 

2668. £( ir Sin2n . 

n=l 

2669. V(-l) n ^ -. 

} n + 100 

n=l 

2670. f ； 厂 (3'、 

oc 

2671. ^ sin (兀\/几 2 + 众 2 ) . 

n=l 

^ n 

n=l 

00 / 1 \7l 

2673. ( a ) E “； 

n=l V 

00 i 9 

, 、 1 nn 

’白 h 2 n n +1 

2674. 证 明：若 



b n _ t P 

7- = 1 H -^ 0 ( 一)， 

bn+1 n \nj 

其中 p > 0 (参阅习题 2606), 则交错级数 — &2 + &3 — + _ • * + ( — • ■ ( b n > 0) 
收敛. 

研究下列级数的绝对收敛性（除了习题 2690) 和条件收 敛性： 


2675. ^2 


(一 1广 -1 


riP 


2 咖 


2677. Vln 1 + - ―- . 

^ nP 

71=2 L J 


2678. E (_ l) n 


2 n sin 2n a ; 


n 


2679. ^2 


(~ l) n 

X + U 


2680. ^ 


n=2 


(-ir 

[ n +(—1 产 r 


2681. 


[ V ^ + ^ i )"- 1 ] 


t TbTZ 

oo sin — 

2682 - E —— 

n =i nP + sin — 

4 


2683 - 

n=l v 

2685. 

肅 • £ izilli 

^ nP 


00 


2684. ^(- l ) 1 ^ 


100 


sin 


nn 

12 


2686 - ^ 


n=2 


2688. ^2 


卜 l)[lnn] 


2689. ^(-1) 


n=l 


x |~ 1.3.5.,.(2 n — l ) 
2 • 4 • 6 … (2 n ) 


2690. 


sinn - sin n 


2691. sin n 2 . 提示：证明 lim sinn 2 # 0 

r> —* 


. 变号级数收敛性的判别法 
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2692•设 


R ( x ) 


aox p + aix p ~ l H - h a 

4 

box^ + hW — 1 H - h b c 


为有理函数，式中 a 。/ 0 ，&q 一 0, 且当 a > no 时 \ box q + bix q ~ x + 
级数 


+ bq >0. 研究 


E (- 1 广聊) 


的绝对收敛性和条件收敛性. 


n=no 


研究下列级数的收 敛性： 

2693. 丄-丄+丄一丄+丄一丄 + .... 

Ip 3 p 5 ^ 6^ 

2694_ 1 — — — + — + — — — + .. ■. 

3? 2 P 5 P 7^ 4 p 

2695. ( a ) 1 + — - — + — + — - — + — + — - — + 

v J 3 P Ip 5 p 7 p 3 P 9 P Up 5 p 

.,, 2 1 1 2 1 1 2 1 

wi — 云 + 5 + 石-品 + ㉟ + 元— ㉟ + ^ + ' 

2696 -证明： 级数 


« * 攀 


離， ♦ 


z 、 • sin 2 a ; sin 3 x 
( a ) sinx + — 2 — + ―― + …; 


/n 、 cos 2 x cos 3 a : 

( b ) coso ：+ + — ^― + 


_ « 攀 


在区间 (0, jr ) 内不绝对收敛. 


2697. 对于级数 


E 


cos nx 
nP 


E 


sin nx 
up 


(Q < x < 7 l ) 


对全体参数 ( p , x ) 定 出：⑷ 绝对收 敛域； （ b ) 非绝对收敛域. 
2698. 研究下列级数的收 敛性： 


⑷ E 


(― 


71=2 


Inn 


(b)E 


oo sin n H — 

\ 71 


n=2 


ln ( lnn ) 


2699 - 对于级数 




nln q 


定出 ：（ a ) 绝对收敛域； （ bj 疾件收敛域. 


2700. 研究级数 


E 


m 


⑷ E 


n =10 


smn 

n + 10 sin n 


1 ( l + p )(2+ p )---( n + p ) 


的收敛性，其中 


m 


m(m 一 1). • • (m — n + 1) 


n ! 


2701 •若级数收敛且 
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lim — = 1 


a 


则可否断定级数 I h 也收敛？研究例子 



(- 1 ). 

\办 


和 



(-l) n ( 1 

y/n n 


2702.1. 设为非绝对收敛的级数 


Pn 



\(^i I CLi 


N n 



\ai\ - a 

~2~~ 


证明: 


lim 


Nn 


2702.2. 证明：对于每一个 p > 0,级数 



(― l)n+l 


n p 


的和在 I 与1之间. 

2703. 在下列级 数中: 




(-i) 


71十1 


y/n 2 + 1 


( b)E 


sinn 

y/n 


应取多少项来计算级数的和，方可使其精度达到5 = 10- 6 ? 


2704. 证明： 若把级数 


1 


1111 


5 



2 3 



的各项重排，使依次 p 个正项的一组与依次 g 个负项的一组相交替，则新级数的和为 


ln 2+- ln ^. 

2 Q 

2705. 证明： 若改变调和级数 

,1 1 1 

H -1-!- 1 - 

2 3 4 


部分项的符号，使得 p 个正项之后跟随着 g 个负项 （p # g )， 但不变更原来的顺序,则此 
级数仍是发散的.仅当 p = g 时得到收敛级数. 


§3. 级数的运算 


级数的和与积 . 我们 定义： 

OO OO OO OO OO OC 

( a ) y ^ j a n ± y^ j bn = y ^( g n ± M; ㈤ an ^ b n = ^ c n , 

n=l n=l n=l n=l n=l n=l 

式中 Cn = Cllbn —1 + • • • + dn ^1 - 
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若级数^如和 f 二者收敛，则等式 （ a ) 并非仅有形式上的 意义； 至于等式 （ b ), 则要 


求级数£ a 




bn 二者收敛，并且其中最少有一个是绝对收敛的. 


2706. 若两个级数， （ a ) —个收敛，而另一个 发散; （ b ) 两个都发散，则关于这两个级 


数的和可下何种断言？ 
2707. 求二级数 的和: 



1 


3 n 


(― i) 

n 3 



1 


3 n+1 


~i) n+i 

n 3 


求下列级数 的和: 


2708. 


(一 1广 


2njr 


2 n 


3 n 


2709. 


COS 


2 n 


2710. (\ xy \ < 1). 

n=0 

2711. 证明： 



n \ 



o 


(—i) 

n \ 


2712. 证明: 



2 


= ^>+l)f (\q\ < 1) 


0 


2713 -证明： 收敛级数 



— 1严 

\fn 


的平方是发散级数. 

2714. 证明： 下面二收敛级数 

°° (-ip- 1 



n 


(a > 0) 及 



(- 1 ) 


一 1 


vfi 


C5>0) 


之积当 a + /3> 1时是收敛级数，而当 a + /? < 1 _ 时是发散级数. 


2715. 验证下面二发散级数 



2 


和 i + £ 


3 

2 


一 1 


2 n + 


1 


2 n +i 


之积是绝对收敛级数. 


§4. 函数项级数 


1- 收敛域 . 使函数项级数 


Ul ( x ) + U 2 { x ) H - Vu n ( x ) + 


» • ♦ 


⑴ 



收敛的 X 值的集合 X 叫做此级数的收 敛域， 而函数 


S ( x ) = lim Ui ( x ) (x G Xo) 

4n_▲ /vs 


称为级数的和. 


2. — 致收敛性 . 对于函数序列 


/l ㈤ ， /2(20 ， … ， fn(X), 


(*) 


若： 1) 存在极限函数 


f(x) = lim fn(x) {x e x)] 


2) 对于任何的数 e > 0,可以确定 iV = iV ( e ), 使得当 n > iV 和: c G X 时， 

\f(x)-fn(x)\ <£. 

成立，则称此函数序列在集合 x 上一致收敛. 

当序列 （*) 一致收敛于/(4时,我们使用记号 fn(x) f(x). 

若函数项级数 （1) 的部分和序列 

n 

*5n(^) = > : tXi(x) {ri = 1 ， 2 ，•…） 

在集合 x 上一致收敛 5 则称 （1) 在此集备 i 一致收敛. 

3. 柯西准则. mm . (1) 在集合 x 上一致收敛的充分必要条 件为: 对于每一个£>0,都存在 
数 TV = N { e ), 使得当 n > iV 和 p > 0时不等式 


n+p 


|*SVi+p ( 怎） 一 Sn (^) | 


D Ui ⑻ 


< € 


i=n+l 


对一切 x € X 都成立. 


4. 魏尔斯特拉斯判别法 . 对于级数（1)，若存在收敛的数项级数 


Cl + C2 + …+ Cn + 




( 2 ) 


使得对于 xex 下列不等式都成立: 


< Cn ， 


则级数 （1) 在集合 X 上绝对并一致收敛， 

oo 

5. 阿贝尔判别法 •若： 1) 级数在集合 X 上一致 收敛; 2) 函数 & n ( rr )( n = l ，2,_ 
全体是有界的并对每一个 z 组成一^序列 5 则级数 

OO 

a n (x)bn(x) 


⑶ 


在集合 X 上一致收敛. 

OO 

6. 狄利克®判别法.若： 1) 级数 （3) 的部分和 5^«n(x) 全体是有 界的； 2) 序列 bn ( x)(n = 

1,2,...) 对于每一个; c 都是单调的,并且当 n — oo X 上一致地趋于零,则级数 （3) 在集合 
X 上一致收敛. 

7. 函数项级数的性质 . ⑷以连续函数为项的一致收敛级数的和是连续函数. 

( b ) 若函数项级数 （1) 在每一个区间 [ a , 糾 C ( a ， b ) 上一致收敛且有有限的极限 lim ( a ;) = 


x— 


oo 


An ( n = 1 5 2，，__) 5 则 1) 级数 Y ^ An 收敛; 2 ) 成立等式 
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f OO 1 oo 

E 如 ㈤ =E {l^^n(x)}. 

^n=l ) n=l 

( c ) 若收敛级数 （1) 的各项当 a < x < b 时皆连续可微，并且导数的级数 f ^ u n ( x ) 在区间 


( a , b ) 内一致收敛，则 


d 

dx 


X ^ nOr ) 


^2 u n ( x ) 


( d ) 若级数⑴的各项连续，并且此级数在有限闭区间 [ a , b ] 内一致收敛，则 



b 


^2^ n { x ) 


dx 



6 


u n { x ) dx . 


⑷ 



b 


般说来，若当 n — oo 时/ R n ( x ) dx —> 0, 这里 R n ( x ) 


最后这个条件也适合于积分限无穷大的情况. 


ui ( x ), 则公式⑷成立 

=n+l 


定出下列函数项级数的绝对收敛域和条件收敛域. 


2716. 


n 


x 


2717. ^2 


(一 l) n (\-x 

2 n — 1 V 1 + x 


2718. 


n 


x 


n + 1 V 2 x + 1 


00 ^ o2n 

2720.^^-x n (l-^ 


2 n 


2719. * 


• (2 n — 1) 


2 x 


2 • 4 … (2 n ) 


1 + x 2 


2721. ^2 


2 n sin n x 
n 2 


2722. 


(- 1 ) 


((x + n)P _ 


2723 ^ nP ™ (g>0；0<x<ji) 


2724. (兰伯特级数). 2725. 

丄一 ^ 3? 


n 


1 + 如 


x(x + n ) 


n 


2726. E T 


X 


+ x 2n 


2727. 


X 


(1 + x)(l + x 2 ) •••(! + x n ) 


2728. 


ne 


2729. 


1 


^ 7^! 1 + « 2n ^ 2 * 


2730. ^(2- x )(2- a :^)(2- x 5)...(2- xi ) (x > 0). 


2731. ^2 


(n + x ) 


n 


n+x 


oo 


2732. E 


x n y n 
x n + y n 


(x > 0 ;y > 0) 


2733. 


X 


n + y n 


( y ^ o ) 


2734 . Y, y\A n2 + \y \ n2 • 
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2735. M - (尤 > 0). 2736. £ tan " ( x +^). 

n=l n=l 

+oc 

2737. 证明：若洛朗级数 ^ a n x n 当 ;r = a 和: r = ❿ {\^ i \ < |^ 2 |) 时收敛，贝 iJ 
此级数当 < | rr | < |$ 2 |时也收敛. 


2738. 求洛朗级数 


+OC 

E 

n=—oc 



的收敛域并求它的和. 

2739. 求牛顿级数的绝对收敛域和条件收敛域 


⑷; E 


x 




n \ 


㈤ E 


nP n \ 


OO 

wE 

71=1 




其中 : r [ n ] = : r(:r — 1) • • • [x — (n — 1)]. 

OO 

2740. 证明： 若狄利克雷级数 y ^当 ： r =邡时收敛，则此级数当 x > xo 时也 

上 — ^ n x 

n=l 

收敛. 


2741. 证 明： 序列 f n (x) (n = 1，2,…）在集合 X 上一致收敛于极限函数 /( z ) 的 
充分必要条件是 

lim < sup r n ( x ) > = 0, 
n — 00 Ixex ) 

式中 r n (x) = \f(x) - fn(x)\. 

2742. 序列 f n ( x ) (n = 1,2,-*-): ( a ) 在区间（: r 0 ,+ oo ) 上收敛； （ b ) 在每一个有限 
的区间 （ a ，6) C (咖 + oo ) 上一致 收敛； （ c ) 在区间 ( x 0 ,+ oo ) 上一致收敛，这分别是什么 


意思？ 

2743. 对于序列 


fn(x) = x n ( n = 1,2, ■'•) (0 < x < 1), 

求出其项的最小序号 iV = N ( e , x ), 使从这项起序列的项在已知点 a ; 与极限函数的差不 
超过0.001，设 ; r = 此序列在区间（0, 1) 内是否一致收敛？ 

2744. 应当取级数 

OO • 

sin nx 

it n ( n+1 ) 

的多少项方可使部分和 S n ( x ) 当 - 00 < :r < + oo 时与级数的和之差小于 d 对于下列 
e 值,给出具体的计算 结果： 

( a ) e — 0.1; ( b ) e — 0.01; ( c ) e = 0.001. 

2745. 对怎样的 n , 不等式 


e 



x l 


< 0.001 


(O^x^ 10 ) 


能保证成立? 
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研究序列在所给区间上的一致收敛性 : 


2746. fn(x) = x n \ (a) 0 ^ x ^ (b) 0 ^ a: < 1. 

△ 


2747. f n (x) = x n - x n+1 ; O^x^l 


2748^ f n (x) =x n - x 2n ; O^x^l. 


2749. f n (x) 


1 


x + n 


; 0 < a; < +oo 


2750. f n (x) 


nx 


1 + n + x 


; 0 ^ x ^ 1 


2751. f n {x) 


X 


n 


l + x 


n 


(a) 0 ^ x ^ 1 — e; (b) 1 — e^x^l + e; (c) 1 + e ^ x < +oo, 其中 s > 0. 


2752. f n (x) 


2nx 


1 + n 2 x 2 


;(a) 0 彡 x 彡 1; (b) 1 < a; < +oa 


2753. f n {x) 


X 2 + 


n 2 


oo < x < +oo. 



2754. f n {x) = n I \jx + - \fx ); 1 < x < -foe. 

n 


—一 / x ^ / x sin nx 

2755. ( a ) fn { x ) = - ; — oo < x < + oo ; 

n 

( b ) / n ( x ) = sin —; —oo < x < + oo . 

n 

2756. ( a ) f n { x ) = arctannx ; 0 < x < + oo ; 

( b ) f n [ x )= a;arctan nx ; 0 < x < + oc . 

2757. f n ( x ) = e 7 ^ 1 ); 0 < x < 1. 

2758. f n { x ) = e -^-^ 2 ; ( a)-Z < z 其中/ 为任意 正数； （ b ) -oo < x < + oo . 

2759. / n ( x ) = — In —; 0 < x < 1. 

n n 


x 


n 


2760. f n (x) = (1 + - ）; (a) 在有限的区间 （ a ， 6) 上； （ b) 在区间 （ -oo, +oo ) 上 

TX 


X 


2761. f n (x) = n lx^ 


:1 ^ x ^ a. 


2762. f n (x) = VTT ^； 0^x^2 


n 2 x 


2763. f n {x)= 


n 2 I - x 

n 

\ 

0, 


0 ^ x < —, 

n 

- <x <~, 在闭区间 0 彡 : r 彡 1 上 
n n 

、2 

n 


2764 . 设 f(x) 为定义于闭区间 [a : b] 上的任意函数，且 

/ 善腦 (n = i ， 2 , …)， 


证 明：当 n 


—f oo 


时 


fn(x) f(x) (a < a; < b). 


2765. 设函数 f(x) 在区间 （ a ， 6) 内有连续的导数尸⑷，且 
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f n { x ) = n 


- ) -/ ⑻ 


证明：在闭区间 a 彡 x 彡上（其中 a < a < 0 < b ), f n {^) =4 f f { x ). 

n —1 - 

2766 •设 f n ( x ) = ^ 土 / ( z + 二），其中/⑷为（— 00 , + oo ) 上的连续函数•证 

i= Q 71 \ U 

明： 序列 fn(x) 在任何有限闭区间 [ a , 6] 上一致收敛. 

研究下列级数的收 敛性： 

OC 

2767. ^ x n ; ( a ) 在区间 < g 内，此外 q < l ] ( b ) 在区间 | x | < 1 内. 


2768. ( a ) 在闭区间 —1 < a < 1 上； （ b ) f $■; 在区间 （ 0 ， +oo) 内 

n=l 7i=0 


2769. D (1 — x ) x n \ 在闭区间 0 彡 a ; 彡 1 上 


0 


2770. 


X 


X 


n+1 


n 


n + 1 


l^x^l 


2771. ^ 


X 


[(n — l)x H - 1] (nx + 1) 5 


: 0 < x < +oo 


2772. J 2 


1 


J (x + n)(x + n + 1)' 


: 0 < x < + oo . 


2773. 


nx 


(1 + x)(l H - 2 x ) • • • (1 + nx ) ， 
( a ) 0 < x ^ 其中 e > 0; 


(b) £ ^ ^ < +00 


2774. 利用魏尔斯特拉斯判别法，证明下列函数项级数在所指区间内的一致收敛性 


OC 1 

( a ) x 2 + n 2 ’ 


oo < a ; < + oo ; 


(b)E 


(-l) n 

x + 2 n 


— 2 < x < +oo 


⑷ E t 


x 


+ n A x 2 


0 ^ x < + oo ; 


⑷ E 


nx 


1 + n 5 rr 2 


, \ x \ < +00 


2 


( e ) [ + 工’， 2 < W < 2 ; 

7X— X 


( f )E 


x 



， | x | < a ， a 为任意正数 


fe)E 


sm nx 


J v ^ n 4 + x 4 


, \ x \ < + oo ; 


( h)E 


cos nx 


n 2 


,\ x \ < + oo ; 
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(i)E 


sin nx 




, \ x \ < +00 


⑴ Eh 


1 


X 


2 



2 


nln 2 n 


WE 


x 2 e 


0 ^ x < +oo 


(1) ^arctan-^3, N <+oc 


， ㈤ < a 


研究下列函数项级数在指定区间上的一致收敛性: 


2775, ^2 


sin nx 


n 


;⑷在闭区间 e < Z 彡271 — e 上，其中 e > 0; ㈤ 在闭区间 


0 < x 彡2丌 上. 


27 T 6. ^ 2" sin ^-； 0 < a ： < + oo . 


2777. ^ 


(~ l) n 

x + n 


; 0 < x < +oo_ 


提示：估计级数的余项. 


2778. ^ 


(- 1 ) 


2 


n + sin x 


0 ^ a: ^ 2 jt 


2779. ^ 


(- 1 ) 


(n-1) 


J V n 2 + 


; M < 10 . 


2780. ^ 


COS 


2 njt 

了 


J Vn 2 + x 2 


oo < a : < +oo 


2781. ^ 


sma : sin nx 


{ y/n^rx 


0 < x < +oo 


^ i-iM 

27 S 2. J 2-^=； 0 ^ x < + oo . 

n=l \/ 咖 + ㈨ 

2783. 不连续函数序列可否一致收敛于连续函数 ？研究例子 


fn(x) = -^(x) (n = 1，2，...）， 

r 0 


其中 


畛 (X) 




2784. 证明： 若级数 


在 [ a ，6] 上一致收敛，则级数 


在 [ a ，6] 上也一致收敛 

2785 . 若级数 


0， rr 为无理数 
1, $为有理数 


Y 2 \fn(x)\ 


^ 2 fn(x) 


^fn{x) 


在 [ a , 6] 上绝对并一致收敛，则级数 
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在 [ CX ，6] 上是否必定一致收敛？研究例子 




其中0彡 1. 


2786. 证明：绝对且一致收敛的级数 


^2fn(x) (0 < X ( 1 )， 


其中 


fn(x) 


sin 2 (2 n +1 jxa :) 


0 < x < 2++ 1 ) 

2_( n+1 ) < x < 2 
2— n < x < 1 ， 


不能用非负项的收敛数项级数作为其强级数 


2787. 证明： 若函数项级数 




的各项是闭区间 [ a ，&] 上的单调函数,此级数在闭区间 [ a ，6] 的两个端点绝对收敛，则此 
级数在闭区间 [ a ，&] 上绝对并一致收敛. 


2788. 证明： 幂级数 


E 


0 


在全部位于其收敛区间内的任何闭区间上一致收敛. 

OC 1 

2789 - 设 dn 4 00且级数 y — 收敛 • 证明： 级数 


E 


Gn 


在不包含点 a n (n = 1,2 


) 的任何有界闭集合上绝对并一致收敛 


2790. 证明：若级数 J 2 a n 收敛，则 狄利克雷级数 


E 


在 Z > 0时一致收敛, 


2791. 设级数收敛. 证明： 级数 


E - 


在区域 x > 0内一致收敛, 


2792 •证 明： 函数 


§4. 函数项级数 


• 191 • 


/⑻ 



sin nx 


n 3 


n 


在区域 -oo < a < +00 内连续并有连续的导数. 


2793^ 证明： 函数 

+ QO - 

/㈤ = E (^)2 

n=—oc v 7 

( a ) 在除整数点 x = 0, 士1, 土2, •■‘ 外的一切点有定义并且 连续; 

( b ) 为周期函数，其周期等于 1. 


2794. 证明： 级数 

oo 

^ nxe~ nx — (n — l ) xe~^ n ~ l ^ x 

n=l 

在闭区间 o < r < 1上收敛但不一致收敛，而它的和是此区间上的连续函数. 

2795. 确定函数/(4的存在域并研究其连续性 ，设： 


( a ) f(x) = ^ 


n 




(b) f{x) 



n 


n 


x + n (— l) n 
x 2 + n 2 


(c) f(x) 



n 


2796. 设 n (/c = l ， 2 ,...) 是闭区间 [0,1] 上的有理数.证明函数 

k—i ^ 

具有下列性质： 1) 连续； 2) 在无理点可微而在有理点不可微. 

2797. 证明： 黎曼 （ 函数 

OO . 

c ( x ) = — 

n x 

在区域 x >1内是连续的并且在此区域内有的各阶导数. 

2798. 证明： 6> 函数 

+ OC 

e(x) = 

当 a : > 0时有定义并无穷多次可微. 


2799. 确定函数 f ( x ) 的存在域并研究它们的可微性 ，设: 

n=l n=l 

2800. 证明： 序列 

fn ( x ) = - arctan x n (n = 1,2, ■ • ■) 

在区间 （— oo ,+ oc ) 内一致收敛，但 n 

lim fn{x)] ^ lim /; ⑴. 
Ln—■♦oc 」 x= i n—^oo 

2801- 证晛 序列 


fn(x) = x 2 H- - sinn 

n 



x 

(1 + x 2 ) n 
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在区间（-00，+00)内一致收敛，但 

lim fn{x)] ^ lim f n {x). 

.n—►oo 」 n—^oo 

2802. 试确定参数 a 取何值时下列命题 为真： 

( a ) 序列 

f n ( x ) = n a xe~ nx (n = 1,2,- ■ ■) 


(1) 


( n = l ， 2 ，...） 在闭区间 [0,1] 上 收敛； 

( b ) 序列⑴在 [0, 1] 上一致 收敛； 

( c ) lim f f n {x) dx 可在积分号下取极限. 
n ^°° Jo 

2803. 证明： 序列 

/ n ⑷= nxe ^ nx2 (n = 1,2, • • *) 


在闭区间 [0,1] 上收敛，但 


2804. 证明： 序列 



0 


lim / n ( x ) dx ^ lim / f n ( x)dx 

.n—^oo 」 n—^oo In 



fn(x) = nx(l - x) n (n = 1，2,…） 


在闭区间 [ o , i ] 上收敛而不一致收敛，但 

lim / f n ( x ) dx = / lim f n ( x)dx 

n—4cc jq Jq n —>oo 

2805. 在表达式 

lim / 1 nX do : 
oo J Q 1 + n l x^ 


中，在积分符号下取极限是否合理？ 

求 极限： 

2806. lim 

x — 1 一 0 L—J n x n + 1 



2807 -^oE(^ 

n—1 



2808 ■⑷ 


n 


( b ) lim ^ 


X 


2 


x-^oo — 1 + n 2 x 2 

n=l 


oo 


2809 -逐项微分级数 E 肌恤告合 理否? 
2810. 在闭区间 [0, if 卫逐项积分级数 


合理否? 




2811.1 .设 f ( x ) (~ oo < x < + oo ) 是无穷多次可微的函数，且其导数 f ( n )( x ) (n = 
1,2 ，…） 的序列在每一个有限区间 （ a ,6) 内一致收敛于函数 ( p ( x ). 证明： < p ( x ) = Ce x , 
其中 C 为常数.考察例子 f n ( x ) = e - f—> 2 ,n = 1 , 2 ,..-. 
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2811.2. 设函数 f n { x ) (n = 1，2,…）在 (- oo , + oo ) 上有定义且有界，且在任何闭 
区间 [ a , 6] 上 fn ( x ) 由此是否可知 

lim sup/ n (cc) = sup(p(x)? 

71 — ►OO rt% 


§5. 幂级数 



收敛区间. 对于每一个幂级数 

Go + — a ) + _ _ • + a n (: c — a ) 71 + • •. 

都存在封闭的收敛 区间： \ x - a \^ R , 该级数在其内收敛，而在其外发散.收敛半径丑可按柯西-阿 
达马公式 


来确定.收敛半径 K 也可按公式 


R 


lim \/\ a^i 

n ― ►<» 


R = lim 


n 


来计算（若此极限存在), 


a 


n 


On +1 


2. 阿贝尔 定理. 若幂级数 S{x) = Y, ^nX n (\x\<R) 在收敛区间的端点 x = R 收敛，则 

n=0 

S ( R ) = lim S ( x ). 

3!/^^ R^O 


3. 泰勒级数. 在点 a 解析的函数 f ( x ) 在该点的某邻域内可展开为幂级数 


f( x ) = 


/ ⑻ ( a ) 


(x — a ) fe . 


此级数的余项 


fc=Q 


k \ 


可以表示为 


(拉格朗日形式）或 


Rn(x) = f(x) - ^2 I fc ,— - ^ 

fc =0 _ 

D f {n+1) (a + e(x - a)) 一 、 n+1 ^ ^ 

^ n ( x ) — ( n + ( x — a ) (0 < 0 < 1 ) 


Rn(x)= /^^ )(a + ^( ^ -a )) (1 _ _ a)n+1 (o<0i<1) 


(柯西形式). 


n ! 


必须记住下列五个基本展开式: 


I . e 


X 


X 


2 


1 + ^+ 2! + 


X 


n 


參 _ 9 


n ! 


+ 


• 4 


(― OO < X < +00) 


M - c 0sa ； = i -|-+.--+(- ir |^ + 


+ 


« 4 « 


(― OO < X < 十 oo )， 


• _ • 


IV . (1+ x ) 


m 


1 + 十 


m(m — 1) 2 


2 ! 


+ 


(—oo < x < + oo ). 

( m{m — 1) • • • (m — n + 1), 

+ I x + 


n ! 


— l < x < l ) 


n 


V . ln(l = + + (- l ) 71 - 1 —+ 

l o n 


(—1 < X ^ 1). 
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4. 幕级数的运算.在公共的收敛区间 \ x - a \< R 内有: 


( a ) 艺 a n (x — a) n ± ^ b n {x — a ) 71 = y ^( a n 土 b n )(x — a ) n ; 


n=0 


n=0 


n=0 


oo 


(b) ^2 dn{x-a) U ^2 一 fl) = 〉 : Cn (3J — Q/) ， J^S4 中 Cn = CLobn dib^i 一 i + . - . + Qjtfi\)Q , 


n=0 


n=0 


n=0 


(C) 


d 
dx 


OO 


a n (x — a) n 


_n=0 


oo 


y^(n + l ) a n + i(:r — a) n 


71 = 0 


(d) 



dfi 


n 


Ln =0 


dx = c + E 


a 


n 


n=0 


(n + l ) 


(x - a) n 


+i 


5. 在复数域内的幂 级数. 研究级数 


y ^ c n ( z - a ) n , 


式中 


71 = 0 


On — Qjjx "^r ibn ， ― OL i/3^ 2 = X + / 


• 2 


1 


对于每一个这样的级数都有一封闭的收敛圆 \ z ~ a \^ R , 该级数在其内收敛 （并 且绝对收敛)，而 
在其外发散.收敛半径丑等于幂级数 




在实数域内的收敛半径. 


n=0 


求下列幂级数的收敛半径和收敛区间并研究其在收敛区间端点的 性质: 


oo 


2812. ^2 


X 


n 


nP 


n 


2813. ^2 


3 n + (-2) n 


n 


(x + l) n _ 


n 


2814. ^2 


n 


M xn - 


2815. ^ 


a 77,2 x n (0 < a < 1) 


n 


n 


2 


2816. ^ [ 1 + ^ 


X 


n 


n 


2817. ~^ xU ( a > l ) 


n 


oo 


2818. ^2 


n 


1 ■ 3 ■ 5 … （ 2n — 1) 
2-4-6 .(2 ti) 


x — 1 

— 2 一 


n 


oo 


2819. D(_l) n 


71 


" 2 n (n!) 2 
_(2n + 1)!. 


X 


n 


2820. ^2 


m(m — 1) … （m _ n + 1) 

n! 


x 


n 


n 


OO y n rn \ ^ 

2821. f L + ^ ) x n (a > 0, & > 0). 2822. ^ 

n=l ^ 〆 n=l 


X 


n 


a n + b n 


(a > 0,6 > 0) 


2823 -ES (a>0) - 


n 


2824. ^ 


3_^ 


X 


n 


n 


Vn 2 + 
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2825. ^ 


(2n)!! 


n 


\ T n 

\ ( 2 n+l)!r - 


oo 


2827. [ I 1 + ； + ... + 二 U ' 


71=1 


2 


2829. 


oc a + 2cos^) 


4 


2 


Inn 




2826. 



n 


2828. 


(—l) n 

n! 


[3 + (-l)T 


n 


x 


n 


X 


2830. ^2 


2 


X 


n=l 


2 n 


2831. ( a ) g - (普林斯海姆级 数). 


n 


^ 10+) 

( b ) J 2 - (! -^) n 5 其中 K … 为数 n 的位数; 

n=l 71 


OC 


⑷ Eb 


， x y. 


sinn 


n 


2832. 求超几何级数 

a ./? a(a + l 卵 +1) 2 

+ 1-7 1-2- 7 ( 7 +l) ^ + … 

I a(a + 1 ) … (a + n — l ) P(P + 1) … .(0 + n - 1) n 

1.2 … n • 7(7 + 1) • • • (7 + n — 1) 

的收敛域. 


求下列广义幂级数的收 敛域: 


2833. 


X 


n=0 


2n + 1 V 1 + x 


n oc 

. 2834. J 2 


丄 . JT 

x ^ Sm 2^ 


n 


2835. ^2 


X 


n 


n 


2 


n 


2 


. 2836. 1 + 会 


n 


2 


e 


nx 


• 2837. - 3 n S nl ) 3 t 8 m n x 


n 


n 


(3n)! 


2838. 按二项式 z + 1 的非负整数次幂展开函数 


f(x) = X s . 

2839. 把函数 

= ^ — ( a _ 0 ) 

按以下方式展开为幂级数 ：（ a ) 依: c 的幂 展开； （ b ) 依二项式 : r - 6的幂展开，此处6 — a; 
⑷依 i 的幂展开.求出相应的收敛域. 

2840. 按差 x -1 的非负整数次幂展开函数 f ( x ) = Inx , 并说明展开式的收敛区 
间.求级数£ (―”糾 的和. 

^ n 


写出下列函数按变量 x 的非负整数次幂的展开式，并求出相应的收敛 区间： 

2841. f(x) = sinhx . 2842. f(x)= cosh a :. 

2843. f(x) = sin 2 a ;. 2844. f(x) = a x (a > 0, a ^ 1). 
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2845* f ( x ) = sin(/x arcsinx ). 


2846. f ( x ) = cos (/ iarcsinx ). 


2847. 写出函数 /( x )= 尸按差 : r - 1 的非负整数次幂展开式的前三项 ■ 

2848. 写出函数 /( z ) = (l + a：)iOr #0) 和/⑼= e 按变量 x 的非负整数次幂展 

开式的前三项. 

2849. 将函数 sin{x + ^)和 cos(x + h ) 按变量 h 的非负整数次幂展开 • 

2850.1. 不进行实际的展开工作而求函数/(4 = x 2 _ 5 x + 6的幂级数展开式的 

收敛区间： （ a ) 依: r 的幂 展开； （ b ) 依二项式 x -5 的幂展€ 

‘ . 觚 I - ^ t 


9 ， • \ / $ • \ / 

2850.2. 能否下结论说：在 （- oo ,+00) 上当 iV — 00时 

N Jln-\ 


E 


(2 n — 1)! 


=4 sin x ? 


利用基本展开式 I 一 V ，写出下列函数关于 x 的幂级数展开式 


2851- e 


2 


2853« sin x . 


2852. cos 2 x . 


10 


2854, 


2855. 


(1 -x) 


2 • 


2857. In 


+ x 


—X 


提示： 把所给分式分解为简单分式 • 


2859. 


12-5 rr 
6 — 5 x — x 2 9 


2856. 


l - 2 x 


2858. 


1 + x - 2x 2 


2860. 


(1 - x)(l - x 2 ) 


2861. 


I — x — x 


2 • 


2862 - ( a ) 


1 + $ + x 2 ’ 


( b ) f ( x ) 


2863. 


x cos a — x 


2865. 


1 — 2 x cos a + x 2% 
x sinha 

l — 2 x cosh a + x 2 


1 + X + X 2 + X 3 


. 计算 /(1_)(0) 


2864. 


xsma 


1 — 2 x cos a + x 2 


2866. 


(1 - x 2 )\/l — 


2867. \ n(l + x + x 2 + x 3 ). 

2868. e ^^^ cos ^ sina ). 提示：运用欧拉公式. 

首先展开导数，然后用逐项积分的方法求下列函数的幂级数展开式 

2869. f ( x ) = arctanx . 求级数 2 n — l 的和. 


2870* f ( x ) = arcsinx . 

2872, f ( x ) = In (l — 2 a ; cos a + x 2 ). 


2871. f ( x ) = ln ( x+\/l + a : : 
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2873. 利用不同方法，求下列函数的幂级数展 开式: 


( a ) f ( x ) = (1 + x ) ln(l + x ); 


( b ) f ( x ) 


1. 1 + x 1 

-In - j - - arctan x 

4 1 — x 2 


( c ) f ( x ) = arctan 


2-2o: 
1 + 4x 


( d ) f ( x ) = arctan 


2 x 


2 


x 


2 


x arctan a : — In y /1 + x 


( e ) f ( x ) 


( g ) f ( x )= x arcsin x + V 1 — x 2 ; 


2 


( f ) f ( x ) = arccos(l — 2 x 2 ) 


( h ) f { x ) 




xln{x + Vl -f x 2 ) 一 VlTx 


2 


2874. 利用展开式 


h 2 


的唯一性，求下列函数的 n 阶 导数: 

⑷ f(x) = e- 2 ] 


/(x + h ) — / ㈤ = hf { x ) + &/〃 ㈤ + 


( b ) f ( x ) = e 


o 


( c ) f ( x ) = arctan x 


2875. 依二项式 : c + 1 的正整数次幂展开函数 

f ( x ) = In 1 

2876, 把函数 

/㈤ 


2 + 2 rc + a : 2 • 


1 — x 


按变量 z 的负整数次幂展开成幂级数. 


2877. 把函数 


按分式 


X — 1 

a : + 1 


2878. 把函数 


的正整数次幂展开成幂级数 


f ( x ) = \n x 


/⑻ 


x 


vl + x 


按分式 


x 


1 + X 


的正整数次幂展开成幂级数 


2879•设 


f ( x ) = 


X 


n 


直接 证明: 


n=0 


n ! 


f ( x ) f ( y ) = f(x + y ). 


2880. 若我们定义 


OO 


smx 


i>i) 


n 


X 


2n+l 


oo 


n=0 


证明 ：( a ) sin x cos x 


(2 n + l )!， 


sin 2 x \ ( b ) sin 2 x + cos 2 x = l . 


cos a : 




X 


2n 


n=0 


(2 n )! 


2881. 写出函数 f ( x ) 



X 


n 


_n=0 


n +1 


的幂级数展开式中的若干项 


对幂级数进行相应的运算，从而求出下列函数的幂级数展开式: 
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2882. f ( x ) = (1 + x ) eT x 
2884. f ( x ) — ln 2 (l — x ). 
2886. f ( x ) = cosx . 


2883. f ( x ) = (1 — x ) 2 cosh 


2885. f ( x ) = (1 + x 2 ) arctan x 
2887* f ( x ) = e x sin a :. 


2888. f ( x ) 


2890. f ( x ) 


ln(l + x ) 
1 + a : 


axcsm a ; 


x 


2889. f ( x ) = ( arctana :) 2 . 


2 


将下列函数按变量: r 的正整数次幂展开成幂级数，写出展开式（异于零）的前三项 


2891. f ( x ) = tanx - 
2893. f ( x ) = cot x 

rQ 

2894 •设 sec a : 的展开式写为以下形式: 


2892. f ( x ) = tanhx - 


secx 



E n 


求出系数五 n (欧拉数)的递推公式. 


n=0 


(2 n )! 


X 


2n 


2895, 把函数 


/ ⑻ 


1 


VI — 2 tx + x 2 


(| x | < 1) 


展开成幂级数. 


2896•设 f ( x ) = Y ^ a n x n . 写出函数 


n=0 


F {^) 


的展开式. 


/⑷ 
1 — X 


2897. 若级数 D 有收敛半径为坧，而级数 I b n x n 有收敛半径丑 2 ，则级数 


n=0 


n=0 


⑷ J ^{a n ±b n )x n \ 


oo 


( b ) 〉: ci n b n x 


n 


n=0 


n=0 


的收敛半径丑是怎样的? 

2898•设 


lim 


n 


a 


n 


® n+l 


和 L = lim 

n—^oc 


辽 n 


^n+1 


证明： 幂级数的收敛半径丑满足不等式 


71=0 


l^R^L. 


2899.1. 证明：若函数 f ( x ) = ^2 a nX n 且 \ n \ a n \ < M(n = 1，2,…），其中 M 是 


n=0 


常数，则： （1) f { x ) 在任何点 a 无穷次 可微； （2) 下述展开式 成立: 

f( x ) = — a ) n (1 尤 1 < +°°)_ 


n=0 


n \ 
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2899_2 .设 f{x) € C^°°\a,b), 且当 x e ( a ， b ) 时 |/( n )( x )| < c n (n = 0,1,2, ■ ■ ■), 
证明： 函数 f ( x ) 可展开为幂级数 

oo 

f(x) = ^2 a n( x — 工 o) n Oo £ (a, &))， 

此幂级数在区间 (a ， b) 上收敛 • 

2899.3 •设 f{x) G (7(°°) [-1,1], 且当 x e [—1,1] 时 /( n ) (: r )> 0 (n = 0,1,2，...）. 
证明： 函数 f{x) 在区间（- 1,1) 内可展开为幂级数 

OC 

/⑷ = ^2a n x n . 

提示： 对于函数 f(x) 的泰勒级数余项利用导数 f {n \x) 的单调性得到以下 
估计： 


Rn {^)\ ^ 丨才 +1 /(1)_ 


2900. 证明： 若 1) 知彡0; 2 )存在 


lim a 

x^R-0 ^ 

将下列函数展开成幂级数 n : _C) 

X 

2901. / e—* 2 dL 


nX n = 5, 


则 a n R n = 5. 


n=0 



2902* 


0 

2903. / — dt . 



X 


dt 


0 



0 


x arctant , 

2904. / - dt . 

o 



t 


2905. 



X 


tdt 


o ln(l + 亡) 


(写出四项) 


售 » • 


运用逐项微分法计算下列级数的和: 


/y*3 0^5 

2906. x + —+ — + 

o 5 

t 2 t 4 

2908.1 + ¥ + - + 


^3 r 5 

2907. x - — + - 

o D 


_ _ 鬌 


2909. 


x 


X 


2 


X 


3 



•2 2-3 3-4 


+ 


2910. l + ix +^ x 2 



1,3_5 

厂 4,6 


x 3 + 


提示： 以 1 - x 乘级数的导数 


运用逐项积分法计算下列级数的和： 

2911. x + 2x 2 + 3a: 3 + … . 2912. x - Ax 2 + 9 a : 3 — 16a; 4 + ■ ■ ■ ■ 

2913. 1 _ 2 :r + 2 • 3x 2 + 3 • 4:r 3 + … • 


2914 .证 明： 级数 


OO 


^ = E 

n=0 


x 4n 

( Any . 


满足方程 


以⑷ 



2915 •证 明： 级数 
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E 


s ㈣ 


满足方程 


xy f/ + 〆 一 y = 0, 


求在复数域内 (z = x + iy ) 下列幂级数的收敛半径及收 敛圆: 


2916. 


( 之 — 1 ~ i) 

n*2 n 


證 


2918. 


u \ z n 

(TTiKiTW 77 ^^^ ^ 


2919. ^2 


M(3 


2920. f ； ( f ~ e ' Q) . n . 

n(l - e ia ) n 

2921. 利用牛顿二项式公式近似地计算約，并且估计当只取展开式三项时的误差 

2922. 近似地计算并估计相应 误差： 


(a) arctan 1.2; 


(b) 


1000 ; 




( d ) In 1.25 


利用适当的展开式，计算下列函数的值 
2923. sin 18°, 精确到 10- 5 , 

2925. tan 9 。， 精确到 10 一 3 , 


2927. In 1.2, 精确到 

2928. 由等式 


2924. cosl 。， 精确到 10- 6 . 
2926. e, 精确到 10- 6 . 



arcsm 


求数 It , 精确到10- 4 . 

2929. 利用等式 


arctan - + arctan - 

Zi tJ 


计算数 JT , 精确到 0.001. 

2930. 利用等式 


4 arctan - — arctan 


239 


求数 Jt ， 精确到10- 9 . 

2931. 利用公式 


ln(n + 1) = Inn + 2 



求 ln2 和 In 3, 精确到 10~ 5 . 


2n + l 3(2n+l) 3 



2932. 将被积函数展开成级数,从而计算下列积分之值,精确到 0.001 
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•2 


(a) 





( b ) 



e * da ; 


(c) / 

Jo ^ 


⑷ 



cos 


x 2 dx 


(e) [ l S ^dx 

Jo x 


(f) 



+ OO 


( g ) 



dx 


3/T-^2 


(h) 



"、arctanx , 
( j ) / - dx ; 

Jo x 

2933. 求一段正弦曲线 


㈨ 



1 dx 

Vl + x A 

1 • 

2 arcsin x 


100 


⑴ 


da ; 

1 + X 3 5 

ln(l + x ) 


dx 


10 


dx 


⑴ 



x x dx . 


sinx (0 ^ x ^ n ) 


之弧长，精确到 0.01. 


2934. 椭圆之半轴为 a = 1及 b =^ 求椭圆的周长，并精确到 0.01. 

2935. 两根电线杆相距 2 Z = 20 m , 电线成拋物线的形状①.若电线下垂高度 
40 cm , 计算电线的长度，并精确到 lcm . 


§6. 傅里叶级数 

1_展开定理.若函数 f ( x ) 在区间 [- 1 , 1 ) 内分段连续并有分段连续的导数 f { x ), 并且一切 


间断点€是正则的 
数表示： 


即/(0 = ^[/(^ -0 )+/(f + 0)] ; 则函数 f ( x ) 在此区间上可用傅里叶级 


/㈤ 


ao 


+ ^2 ( a n COS 


7X7ZX 




+ b n sin 


,nnx 


⑴ 


式中 



f ( x ) cos 


nnx 


dx (n = 0,1 3 2, 


• • • 


, 1 / x f nnx , , H ^ 、 

bn = 7 / f ( x ) sin dx (n = 1， 2, …). 


特 别是： 

(a) 若函数 f ( x ) 是偶函数，则有 


( 2 ) 


(20 


/㈤ =令+ 


nnx 


cos 


⑶ 


式中 


a n = jj f ( x ) cos 1 ~^-dx (n = 0,1 ， 2,... ); 


(b) 若函数 f ( x ) 是奇函数， 则得: 


f ( X ) — bn 


, nnx 
sin ―— 


⑷ 


①严格地说，若不计电线的伸长，电线形状应为悬链线 . 请读者研究抛物线近似的误差 . 


译注 


2 • 
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式中 

b n = ~ J f(x)sin 1 ^~- dx (n = 1，2, …) ■ 

一个在区间 （( M ) 中有定义并且具有上述连续性的函数 /( a ；)， 可在该区间内用公式 （3) 及公 
式⑷表示. 

2. 完备性 条件. 对于任何在区间 H , Z ) 上可积且其平方也可积的函数 f ( x ), 组成具有系数 
(2), (2') 的级数 （1), 则李 雅普诺夫等式 成立： 

^ + + = I / 尸 ㈤ 如 - 

71 = 1 J _ 1 


3. 傅里叶级数的积 分法. 在区间（-内按黎曼意义可积的函数 /( a :) 之傅里叶级数 （1) 
(即使是发散的)，可以在此区间内逐项积分. 


2936. 将函数 

f ( x ) = sin 4 x 

展开成傅里叶级数. 

2937. 三角多项式 

71 

P n ( x ) = cosix + j 3 i sinix ) 

的傅里叶级数是怎样的？ 

2938. 将函数 

f { x ) = sgnx (― Jt < ^ < Jt ) 

展开成傅里叶级数.绘出函数的图像及此函数之傅里叶级数之若干部分和的图像. 

利用该展开式，求 莱布尼茨级数 

(- 1) 71 ' 1 
L 2 n-l * 

71=1 

的和. 

把下列函数展开为傅里叶 级数： 

2939. 在区间 (0,20 内展开/⑷ 0< x <1 ^ 其中乂为常数. 

L 0 ，I < x <21, 

2940. 在区间(― ji , jt ) 内展开 f ( x ) = x . 

2941. 在区间 (0, 2 jt ) 内展开 f ( x ) = 

2942. 在区间内展开 f ( x ) = \x . 

2943. 在区间（―兀， ; t ) 内展开/(岣 = \ aX ' —兀< $ < °，，其中 a 和 6 为常数. 

[ bx, 0 < x < ji, 

2944. 在区间(― jt , jt ) 内展开 f ( x ) = 7 t 2 — x 2 . 

2945. 在区间(― jt , jt ) 内展开 f ( x ) = cosaa ; ( a 不是整数). 
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2946. 在区间（-内展开 f(x) = sin ax ( a 不是整数). 

2947. 在区间(― n , jr ) 内展开 f(x) = sinh ax. 

2948. 在区间 (—h ， h) 内展开 f{x) = e °". 


2949. 在区间 （ a , a + 2 Z ) 内展开 f { x ) = x . 

2950. 在区间 (— jt , jt ) 内展开 f ( x ) = xsinx . 

2951. 在区间内展开 f ( x ) — a ; cosx . 

将下列周期函数展开成傅里叶 级数： 

2952. f ( x ) = sgn ( cosx ). 2953. f ( x ) = arcsin ( sina ;). 

2954. f ( x ) = arcsin ( cosa ;). 2955. f ( x ) =x - [ x ]. 

2956. f ( x ) = ( x ), 其中 ㈤ 是: r 到与它最近的整数的距离. 

2957 . f ( x ) = | sinx |. 2958. f ( x ) = |cosx . 

2959. = (| a |< l ). 

； sm:c 

71=1 

2960. 把函数 

f ( x ) = sec a ; (j < x < 5) 

展开为傅里叶级数. 

提示： 推出系数 与 a n _ 2 之间的关系. 

2961. 将函数/(4 = P 展开成傅里叶级数： （ a ) 在区间（- jr , jt ) 内按倍角的余弦 
展开； （ b ) 在区间 (0, jt ) 内按倍角的正弦 展开； （ c ) 在区间 (0, 2 n ) 内展开.给出函数的 
图像及情形 （ a ), ( b ) 与 （ c ) 的傅里叶级数之和的图像. 

利用这些展开式，求下列级数 的和： 

hi n25 hi n2 S(2n-1) 2 _ 


2962. 由展开式 


X 


= 2 乙 (- 1 广 


+ 1 


sin nx 


n 


(—71 < x < n) 


用逐项积分的方法，求函数 x 2 ， ar 3 和 x 4 在区间（-内的傅里叶级数 


2963. 写出函数 


/⑻ 


1， \x\ < a, 

0， a < \x\ < k 


的李雅普诺夫 等式. 利用李雅普诺夫等式，求下列级数之和 



sin 2 not 
n 2 


及 



cos 2 na 
n 2 



2964. 将函数 


/㈤ 


0 ^ x ^ 1, 

1 < X < 2, 

2 < a ; ^ 3 


展开成傅里叶级数. 
利用公式 


式中 t = e lx 及1 


cos a : = ~(t + i ), sinx = — (t — t ) 


IX 


2965. cos 2 m a ; (m 为正整数). 

2967. - ~~ —— ^ (| g | < 1). 

1 — 2 gcosx + q 2 

2969. ln(l — 2 gcosa ; -f q 2 ) (| g | < 1). 
将下列无界周期函数展开成傅里叶 级数: 

2970. f ( x ) = In sin — . 

2972. f ( x ) = In tan — . 

Zt 

2973. 将函数 


2966. r --g Sm ^ 2 (|,| < 1) 

1 — 2 q cos x + g 2 

2968. (|g| < 1) 

1 — 2 q cos x + q 2 


2971. f ( x ) = In cos 


/ ㈤ 



In 


cot - dt ( — 71 ^ X ^7l) 


展开成傅里叶级数 

2974. 函数 


x ( s ) 


y ( s ) (0 ^ s ^ 4 a ) 


是正方形 0 彡: 的围线的参数方程,其中 S 为依逆时针方向从点 0(0,0) 
起计算的弧长.试将这两个函数展开成傅里叶级数. 

2975. 应当如何把给定在区间 (0,^) 内的可积函数 f ( x ) 延拓到区间 
使得它展开成傅里叶级数后具有以下形炎 

OO 

f ( x ) = a n cos (2 n — l)x (― jt < x < ji )? 

n=l 

2976. 应当如何把给定在区间 (0,^) 内的可积函数 f ( x ) 延拓到区间 
使得它展开成傅里叶级数后具有以下形 i 

OO 

f ( x ) = ^2 bn sin (2 n — l)x (—Jt < x < Jt )? 

n=l 

2977. 在区间 (0,1) 内把函数 

/(x) = a ； (U 

展 开：⑷ 依角的奇倍数的佘弦 展开; ⑻依角的奇倍数的正弦展开.给出情形⑷与 （ b ) 
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的傅里叶级数之和的图像. 

2978•设 f(x) 是以 Jt 为周期 的反周期函数 ，即 

问此函数在区间内的傅里叶级数具有怎样的特性？ 

2979. 若 f(x + Jt) = /(X), 则函数 f(x) 在区间（-内的傅里叶级数具有怎样 
的特性？ 

2980. 对于一个周期为的函数？/ = f(x), 若函数的图像： （ a ) 以点（0,0)， 
(士|，0)为对称 中心； （ b ) 以坐标原点为对称中心并以$ = 土|为对称轴，问其傅里 
叶系数、心 （n = 1，2, •…） 具有怎样的特性？ 

2981. 若 

问函数与 命 (x) 的傅里叶系数知，心与 a n ， & (n = 0,1，2,…）之间有何关系？ 

2982•若 

问函数#(工）与 ip(x) 的傅里叶系数 a n ，b n 与 a n ,(3 n (n = 0,1，2,…）之间有何关系？ 

2983. 已知周期为 2 jt 的可积函数 f(x) 的傅里叶系数为 a n ,b n (n = 0，1，2,…）， 
试计算“平移”后的函数 /(:c + / i ) ⑺ 为常数）的傅里叶系数 a n X (71 = 0,1,2,---). 

2984. 已知周期为 2 ji 的可积函数 f(x) 的傅里叶系数为 a n ,b n (n = 0,1,2,-*-), 
试 计算斯 捷克洛夫函数 

1 广 X + /l 

fh(x) = J h /(O 


的傅里叶系数 B n (n = 0, l ; 2,---). 

2985 .设 f ( x ) 是以 2 jt 为周期的连续函数，而如 ， (n = 0,1，2,…）为其傅里叶 


系数.求卷 积函数 


F ( x ) = 





的傅里叶系数 A n ，(n = 0,1,2, …）. 

利用所得的结果，推出李雅普诺夫等式. 


§7. 级数求和法 

1. 直接求和法.若 

Uri = Un +1 ~ = 1 ， 2, ... ) lim Vn ― Voo 5 

n ― >oo 

则 

oo 

〉: Un = ^00 一 幻 1 • 



_1_ 

dnOfi+l • • . dn^~m 


特别地，若 


U 
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其中数％ (i = 1，2, • • •） 组成以 d 为公差的等差数列，则 


^71 一 1 

TTICL Ojjx 0/71+1 * * * ^71 + 771 一 1 

在某些情形下，未知级数能表示为下列已知级数的线性组合 


E 


-l) n 


+1 


In 2; t 


n 2 


； E 


-l) n 

n 2 


+i 


12 




2. 阿贝尔方法. 若级数收敛，则 


n=0 


E 

n=0 


dn 


lim > a n x n . 
— 1-0 


n=0 


在最简单的例子中，借助于逐项微分法或积分法来求幂级数 E 的和 


n=0 


3. 三角级数求和法. 为了求级数 

DO 

0,71 

n=0 


cos nx 


及 bn si 


sin nx 


的和，通常把前者视为复数域内的幂级数 J 2 anzU (其中 z = e ix ) 的和的实部，而把后者视为该 


幂级数的和的虚部的系数. 
在许多情形下级数 


n=0 


E 


In 


是有用的. 


(kl < 1) 


求下列级数 的和: 


2986 - r3 + r5 + ^7 + 


2988. 


2 _ 2^ + 3^4 _ 4^ + 


2987 - + 2^4 + 3^5 + 


oo 


2989^ ^2 


J (n + l)(n + 2)(n + 3) 


OC 


2990. ^ 


n(n + m) 


( m 为正整数) 


2991 - 1^3 + 3^5 + ^7 + 


OO 


2992. ^ 


71=2 


OO 


n 2 


2994 - E 


n(2n + 1) 


2993. 


2n + 1 
n 2 (n + l) 2 


2995. ^ 


n\ 


2996. ^2 


n=0 


2 n (n + l) 
n! 


2998. ^2 


J n 2 (n + l) 2 (n + 2) 2 • 


2997. V " 9 . 1 ^ 

3n2(n + l) 


2999. ^2 


71=0 


(-l) n n 

(2n+l)!. 
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3000. ^ 


(- 1 ) 


n 


n 2 + n — 2 


n=2 


p ( n ) 


3001 •设 P { x ) = a 0 + ai x + … + a m x m . 求级数 f ~^ x n 的和 


求下列级数的和： 

^n 2 + l 

3002. > —~ r 

乙 2 n n! 


x 


n 


n=0 


3004. 


n—0 


(-1)^(2^ + !) 2n 


n 


3003. ^2 


3 


X 


n=0 


3005. 


n=0 


(一 l) n n 
(n + 1)! 


n 2 x n 


(2n + l)!_ 


n 


利用逐项微分法求级数的和 


3006. ^2 


X 


n 


n 


n 


3008. ^ 


X 


4n+l 


n=0 


4n + 1 


3007. 


(- 1 ) 


n—l^>2n 


n 


n(2n — 1) 


3009 



a(a + d)---[a + (n-l)d]^ n > Q) _ 提示：用 i — x 去乘级数的导数 


d • 2 d … nd 


n 


3010 


1 x 1 _ 4 
3* 2 + ^6 



2 1 . 4.7 

+ 3~6~9 



3 


+ 


利用逐项积分法求级数的和: 


oo 


oo 


3011. ^ n 2 ^ n_1 . 3012. ^ n(n + 2) a ; n . 3013. ^ 


n 


n 


n=0 


(2n+ l)x 2rt 
n\ 


利用阿贝尔方法，求下列级数的和 


3014 * 1_ 4 + 7~l0 

1 1-3 1-3-5 

3016. 1- 2 + ^4" 2^6 + 


攀 ♦ • 


111 

3015. 1- 5 + 5~7 + 

…1 1 1-3 1 

3017.1 + -.- + —■- + 


求下列三角级数的和 


OO 


3018. Y 1 


sin nx 


n 


n 


oo 


3020. 


n 


oo 


3022. ^2 


n=l 


sm na sin nx 


n 


sin(2n — l)x 
2ti _ 1 


3019. ^2 


cos nx 


n 


n 


3021. ^2 


sin 2 na sin nx 


0 < a < 


n 



n 


3023. ^(- l) n 


cos nx 


71=2 


n 2 
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3024. ^ 


cos(2n — l)x 
(2n - I) 2 


3025. ^(-l) n_1 


sin nx 
n(n + 1) 


3026. J2 


n=0 


cos nx 
n \ 


3027. 画出曲线 E 


sin nx - sin ny 
n 2 


求下列级数 的和： 

o ft op f [( n - 1 )!] 2 |^ r 、 2n 

3028 _\ -网 ！ ㈣ 、 

n=l v / 


3030. 


1! 


2 ! 




oo 


3029 - 


n=0 


M ! 

(2n)! 


3! 



(x + l)(x + 2) (x + l)(x + 2 )(x + 3) 


+ 


3031 • 


ai 



ai 


a 2 




a 2 + x a 2 +x a 3 + x 


+ …，在; r > 0, a n > 0 (n = 1,2, 


♦ t _ 


且级数 


OC 


E 


发散的条件下. 


3032. 


+ 73^4 + + …，若⑷ I# < 1; (b) |xl > 1. 


,n+l 


3033 - Y , j \- x ^){ i ~ x^y 若⑷ M < 丄； （ b ) W r 


§8. 利用级数求定积分 


利用被积函数的级数展开式计算下列 积分: 


3034. / In - dx . 

Jn 1 - X 


3035. 「 dx- 

Jn X 


3036. 



ln(l + x ) 


dx . 


3037. 



ln(l - x q ) dx (p > 0 ,q > 0) 


3038. 



\nx - ln(l — x ) dx 


3039. 



+oo 


xdx 

2nx _ 


3040. 



+ OC 


xdx 

e^TT 


3041. 按模数 k {0^ k < l ) 的正整数次幂展开 第一类完全椭圆积分 


2 


d(f 


m = / - y — ;; . 2 . 

Jo yl — k z sm ip 

3042. 按模数 k (0^ k < l ) 的正整数次幂展开 第二类完全椭圆积分 


2 


E(k ) 二 J yl — k 2 sin^ ip dip, 

3043. 利用按椭圆离心率的正整次幂展开的级数表示椭圆 

x = a cost x — bsint (0 彡亡彡 2jt) 


的弧长. 


证明下列 等式： 

謹. m 


3045. 



+ OO 


oc 


(-l) n n! 


e sin ax dx = - > —- —a 


土 2n+l 

2— ； (2n+l)! a 

71=0 、 7 


广 2ji 

3046* / e cos:r cos(sina;) cos nx dx = — (n = 0,1 ， 2,…) _ 

Jo 几！ 


求 : 


p 2 n 

3047 - / e 

Jo 


a cos 


x cos(a sin x — nx) dx (n 是正整 数 ). 


3048. 


xsmx 


o 1 — 2a cos x + a 2 


dx. 提示：参考习题 2864. 


3049. 



ln(l — 2acos:r + a 2 ) dx. 


3050. 证明公式 : 

广 +oc ~r 




= i — 马 + 驾—… + (— 


Jo a + x a a z a 3 K a n 

其中 a > 0 且 0 < 心 < 1. 若于公式 （ 1 ) 中取两项来表示积分 

广 +oo ^—x 

Jo 

其精确程度如何？ 


a n 


+(-1广装 


⑴ 


§9 - 无穷乘积 


1. 无穷乘积的收敛性. 若存在有限而且异于零的极限 


• m 

lim Pi = lim P n = P 


n—►oo 


则称无穷乘积 


PlP2 … Vn 


• 


n 〜 


⑴ 


是收敛的 . 


若 P = 0 而因子 Pn 中无一为零，则称乘积 （1) 发散 于零； 在相反的情形下则称无穷乘积收 


敛于零 . 


乘积 （1) 的收敛性与级数 


E 1 叩 


( 2 ) 


n=no 


的收敛性是一样的. 

收敛性的必要条件为 


lim p 

n—►oo 


若= 1 + (n = 1，2, • • _ ) 且不变号，则乘积 （1) 收敛的充分必要条件为级数 

OO oo 

= ^(Pn - 1 ) 


(3) 
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收敛， 

在一般的情形下，当％不保持固定的符号而级数⑶收敛时，乘积⑴与级数 

= - 1) 2 
n=l n=l 

同时收敛或同时发散，且在发散的情形下，乘积发散于零. 

2. 绝对收敛性.若级数 （2) 绝对收敛或条件收敛，则称乘积 （1) 为绝对收敛或条件（非绝对) 
收敛.级数 （3) 绝对收敛是乘积 （1) 绝对收敛的充分必要条件. 

3. 函数的无穷乘积展开.当 -oo < z < + oo 时有展开式 


sin x = x 


OC 

n 

n=l 



cosx 


n 


Az 2 


(2n — l) 2 jt 2 _ 


特别是，由第一式当 : T 


JT 


时和沃利斯公式 


oo 

f = n 

n=l 


2 n 


2n 


27i 一 1 2n + 1 


证明下列 等式: 


3051. Y [ 


1 


2 



2 


3053. YI 


2 


1 


2 


n(n + 1) 


3 


CX> 

3055. JJ cos 


2 n+l 


JC 


3052-[[ 


n 


3 


2 


2 


n 3 +1 3 


3054. JJ 


0 


2 


+ 


2 


2 


3056. JJ cos 


2 n 


sinx 

x 


3057. JJ cosh 


1 


X 

2 n 


sinhx 


x 


3059- 


jt 

2 


2 


2 


3058. ( 1 + x 


2 


1 


1 — X 


(| x | < 1) 


2 


V2 V2T72 



+ v 2 + \/2 


3060. Y [ 


3 n 


3 n 


2;r 


3 n - 1 3 n + 1 3\/3 


试证下列无穷乘积的收敛性并求出 其值: 


3061. 


n 


2 


4 


3 


n 2 — 1 


3063. 


(2 n + l )(2 n + 7) 
(2 n + 3)(2 n + 5)' 


3062. f [ 


1 + 


n(n + 2). 


3064. a ( _n ) (a > 0) 


3065. 可否由乘积 与 n q n 的收敛性得出下列 乘积: 


oo 


⑷ Yl(Pn-\-qn )； 


o ) n ^ ； ( c ) n 制 n; ⑷ n 

一 _ 1 _n Qn 


的收敛性 ? 


研究下列无穷乘积的收敛性 


3066. JI 


n 


3067. JJ 


(n + 1) 2 

n(n + 2) 


3068. 打 ( 1 + 


7 lP 


，■於 

3069. Y[ 


n=2 


3070. Y[ 


n=2 



3071. Y[ 


n=rtQ 


n 2 + a\n + b\ 
n 2 + an + 6 


其中当 n 彡 no 时 n 2 + an + 6 > 0 


3072. Y[ 


n=no 


{n - Qi)(n 一 a 2 ) • • • (n — a p ) 宜由 
(u — b\)(ri — &2) • _ • (ti _ bp) 


〉 bi (i = 1，2, 


» « » 


3073. Y[ 


71=0 


n + 1 

71 + 2 


3075. Y[ 


+ n 


3074 - H 


oo 


3076. Y[ n V^ 


， P)_ 


3077. Y[ 


1 + -) e ~- 

nJ 


3078. (1 - 




c + n 


e f 其中 c > 0. 


3079. Y[(l-x n ). 


3080. J| (l + 


2 n 


3081. Y[ 1 + 


1 +- 

n 


3082. Yl 


7 n ) 


e 




3083 -11 (0< 


n q 


3084. 


sm 


3085. JJ ^(n + x) — In n. 


3086. 证明： 若级数 Y^n 收敛，则乘积 H cos ; 收敛 
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3087. 证明: 若级数绝对收敛，则乘积 f ] tan (^+ a „)( 


ary ] < 


71 s 

4/ 


研究下列无穷乘积的绝对收敛性和条件收 敛性: 


00 


3088. Y [ 1 + 


- l ) n+1 


3089. Y [ 



oo 


3090 . n 1 + 


— l ) n+1 


nP 


3091. n 1 + 


n—2 


(~ i) n+i 

y/n 

(-ir ■ 

Inn " 


3092. Yl 


y/n 


n—2 


x /^+(- l ) n . 


3093. Yl 


(- 1 ) 


3094. Y [ 


OO 


(-l)n 


3095. Yl 1 + 


、 n(n-l) 
1) 2 


3096 . ^1 + ^J (1 


7s) ( 1_ 71 




V 2 


1 


▲)( 


1 


1 




1 + 


7a ) 


3097. + 

3098. 证明：乘积 


2 a 


1+ 3^ l 1 + 4^ 


5^] l 1+ 6^ 


1 + ^ n ) i 1 - 



1 + 7! + 3 


1 一 



收敛，尽管级数 


V 2 




(- 忐 ) 


+ 


V ! + 3 j + 


— W 


发散. 


3099. 证明： 乘积 fj(l + a n ) 收敛,其中 


# i • 


y/k 


2fc- 1， 




y/k k ky/k 


2 fc ， 


尽管级数 f 和 £ 二者发散 


3100 .设 


(黎曼 C 函数)，而 Pn (n = l ，2 


⑽= E 4 

^ n x 

) 是素数 iii . 证明: 


IK 1 — 逼卜⑽ 
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3101. 设 〜 （n = 1， 2 , …） 是素数数列， 证明： 乘积 



1 


Pn 


和级数 



Pn 


发散（欧拉). 


3102•设 > 0 (n = 1，2,…），且 


a 


证明: 


^ n+l 


1 + ^ + 0 
n 


1 


n 




(e > 0 )， 


a 


0 


n p 


提示：研究 


lim a n n p = a \ 



®n+l 

a 竹 


1 + — 
n 


3103. 利用沃利斯公式 证明: 


3104. 证明： 表达式 


1 .3.5 … （2 n — 1) 
3 .(2 n ) 


24. 




n ! e n 


a 


n 


打 + 毐 


当 


n — 


oo 时有异于零的极限儿由此推出斯特林公式 

n (l + 6： n ), 


n \ — An n ^ie 



n 


^n+l 

CLu. 


其中 lim £ n = 0, ^4 = 

提示： 把所求极限表示为无穷乘积的 形式： 

A = lim a n = a \ 

n—oc 

为了确定常数 A 可利用沃利斯公式. 

3105. 根据欧拉的定义， r 函数 r ( x ) 由下面的公式来 确定： 

T { x ) = lim - ~~ - T 

n—oo X(X + 1) • • ■ (X + n) 

由这个公式出发：⑻把函数 r ( x ) 表示为无穷乘积的形状 ； ㈤ 证明： r ( x ) 对于不为负 
整数的一切实数 rc 皆有 意义； ⑷推出下面这个 性质: r(x + 1) =: rr ( x ); ⑷对于正整数 
n 求 T { n ) 之值. 

3106. 设函数 f { x ) 在闭区间 [ a , 6] 上可积，且 


S n = 


b 


a 


证明: 


n 


fin = / (辽 + Mn) (S = 1 ， 2, • • • ， Tl )， 


lim JJ (1 - \-5 n fin ) 


=e 


Ja f ( X ) dx 
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3107. 证明： 

2 

n = 

e 

i=0 

其中 a > 0 和 6 > 0. 

3108 •设 f n ( x ) (n = 1，2，...） 在区间 （ a ，6) 内为连续函数且 \ f n ( x )\ 彡 c n (n = 

OC 

1，2，...）， 其中级数 f 收敛. 证明： 函数 

n=l 

F ( x ) = II t 1 + fn{x)] (\fn{x)\ < 1) 

1 

在区间 （ a ，&) 上是连 续的. — 

3109. 求函数 

CO 

f ( x )= n a+/ 打 ㈤] 

n=l 



的导数之表达式. F f ( x ) 存在的充分条件为何? 


3110. 证明：若0 < z < 2/，则 


lim 

n—>oo 


x(x + 1) … （: r + n) ^ 

- = (J 

y(y + 1) ■ • • (y + n) 


§10. 斯特林公式 

斯特林公式 

n ! = V2mn n e ~ n+T ^ : (0 < < 1), 

可用来计算当值 n 甚大时的 TZ !. 

利用斯特林公式，近似地 计算： 

3112. 1 . 3 . 5 … 1999 . 
3114. Cjqq . 

3116. f (1 - x 2 ) 50 dx . 


(2 n —1)!! = 1.3.5 •••(2 n — l ) 

的渐近公式. 

3119.若 n 甚大,近似地计算 CJ n . 
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3120. 利用斯特林公式求下列极限 

(a) lim n y/n\] 


(c) lim 


(2n-l)!! 


(b) lim 




(d) lim 

n—^oo In 71 71 


§ n . 用多项式逼近连续函数 



拉格朗日插值公式. 拉 格朗日多项式 


Pn{x) 


(x - Xp) - - (x - Xj-i)(x - Xj+i) ••_($- Xn) 
^ (Xi - X 0 ) - • (Xi - Xi^l)(Xi - Xi+i) • • • (A - Xn) 


Vi 


具有性质 Pn(Xi) = yi (i = 0,1, ■•- , Tl). 

2. 伯恩斯坦多项式 .若 / Or ) 是闭区间[0，1]上的连续函数, 则伯恩斯坦多项式 


B n ( x ) 


觸 


0^(1-^)" 


当 


n — > 


OO 时在闭区间[0, 1] 上一致收敛于函数 f ( x ). 


3121. 求在给定点按下表取值的最低次的 n 次多项式 P n ( x ) 



A (— 1)，仏⑴，仏⑹近似地等于什么？ 

3122. 写出经过 A(x 0 - K 2/- i ), ^(^ 0 , yo),C(x 0 + h, yi) 这三点的拋物线方程 

r\ 

y — ax + + c- 

3123. 利用 数值吻 = l,yo = 1; xi = 25, yi = 5; x 2 = 100， y 2 = 10 推出开平方根 

yjx 100) 的近似公式. 

3124. 利用数值 

sinO° = 0, sin 30° = i, sin 90° = 1 
推出如下形式的近似 公式： 

sinz 。 ^ ax + bx 3 (0 ^ a; ^ 90;x = arc x°) 

利用这个公式，近似 地求： 


sin 20°， sin 40 


sin 80° 


3125. 取点 〜= 0, 士卩，士 1 为拉格朗日多项式的插值节点，对函数 f ( x ) = |^|作出 
在闭区间 [-1,1] 上的拉格朗日插值多项式. 

3126. 以拉格朗日多项式代换函数 y ( x ), 近似地计算 


2 


y ( x ) dx 
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其中 


X 


0.5 

1 

1.5 

2 

y ⑷ 

5 

4.5 

3 

2.5 

5 


3127. 对于函数 x,x 2 ^ 3 , 试在闭区间 [0,1] 上作出伯恩斯坦多项式 B n ( x ). 

3128. 对于在闭区间 [ a , b ] 上的已知函数 f ( x ) 写出伯恩斯坦多项式 B n ( x ) 的公式. 

3129. 在闭区间 [-1,1] 上用伯恩斯坦多项式 B a (x) 逼近函数 /(㈣ 二 

作出函数 y = 和 y = B a ( x ) 的图像 ■ 

3130. 在 - 1 彡 cc < 1 时用偶数次伯恩斯坦多项式逼近函数， 

/⑷=14 

3131. 对于函数 


f ( x ) = e kx (a 彡 x 彡 6) 


写岀伯恩斯坦多项式 B n ( x ). 

3132. 在闭区间 — $ < a ; < $上，对于函数 f ( x )= cosx 计算多项式 B n ( x ) 
3133.1. 证明： 在闭区间[-1，1]上 | a :| = lim P n { x ), 其中 


Pn{x) = 1 - 


―怎 2 


n 



3133.2 .设礼且 


i=2 


1 • 3…⑼一 3) 
2. 4 …㈤ 


(1~巧_ 


M k 



x k f ( x ) dx = 0 (fc = 0,1，2,…）， 


a 


证明：当 ; r € [ a , b ] 时有 f ( x ) = 0. 

提示： 利用关于用多项式逼近连续函数的魏尔斯特拉斯定理. 

3134 •设 /( x ) 是以 2:t 为周期的函数，并且在闭区间 -7 t 彡 x 彡 jt 上连续，而 
知， h(n = 0,l ， 2 , …） 是它的傅里叶系数. 证明： 费耶尔三角多项式 


(T n (X) 


ao 
2 


n—l 

E 


1 


n 


(ai cos ix + bi sin ix ) 


在区间上一致收敛于函数 /(X). 


3135. 对于函数 


作出费耶尔多项式 cr 2 n-i(x). 


— 71 ^ X ^ JC 









第二部分 

多元函数 




第六章多元函数微分学 


§1. 函数的极限.连续性 


1. 函数的 极限. 设函数 f ( P ) = f ( x u x 2 l … ，〜） 在以几为极限点的集合五上有定义.若 
对于任何 £> 0 , 存在6 = (5( e , 凡）> 0,使得只要 P e 及0 < p ( P ， P 0 ) < 心其中 POP , 凡）为 
P 和凡二点间的距离,则有 


我们就说 

2. 连续性.若 


f(P) - A| < 


lim 

P^Po 


f ( P ) = A . 


p lim o /(P) = /(P 0 ) 3 


则称函数 /( P ) 在 P 0 点是连续的. 

若函数 f ( P ) 在所给区域内的每一点连续， 则 称函数 f ( P ) 在此区域内是连续的. 

3. 一致连续性.若对于每一个 e >0 都存在仅与 e 有关的 (5 > 0,使得对于区域 G 中的任 
何点产 ，尸" ，只要 

便成立不等式 

|/( P ')-/( P ")|< e ， 

则称函数 f ( P ) 在区域 G 内是 一致连续的. 


有界闭区域内的连续函数在此区域内是一致连续的. 


确定并画出下列函数的存 在域: 
3136 . u = x -\- y/y, 

3138 . u — yjl — x 2 — y 2 . 


3140 . u—^J[x 2 + y 2 — 1)(4 — x 2 — y 2 ). 


3137. u = 

-y 1 — x 2 + y 2 ~ 

3139 . u - 

1 


y/x 2 -\-y 2 -1 

41 qi - 

I x 2 -\-y 2 — x 


\ 2x — x 2 ~ y 2 * 
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3142. u 


1 一 （ x 2 +y 2 ) 


y 

3144. u = arcsin — . 

x 


3146. u = arcsin —r 4 - arcsinfl — y) 

y 2 


3148 - u = arccos 


x 2 + y 2 


3150. u = ln(-l -x 2 -y 2 + z 2 ). 

作出下列函数的等 值线： 

3151. z = x + y. 

3153. z ^ x 2 — y 2 . 

3155. z=-. 

x 

3157. 2 ： = \fxy^ 

3159. (a) z = \x\-\- \y\ — |x + y|; 

(c) z = ma,x(\xl\y\); 


3160. ^ 


2x 

x 2 +y 2 


3162. z = x y e^ x (x > 0). 


3164. ^ 


2ay f . 
aiCtan # 切 2 — a2 ( a >°) 


求下列函数的等 值面： 

3166. u = x y -\- z. 

3168. u — x 2 -\-y 2 — z 2 . 

3170. u = sgnsin(a: 2 + y 2 + z 2 ). 

根据曲面的已知方程研究其性质 
3171* 2 = f(y — ax). 


3173 - z = xf 


3175 ,作出函数 



3143. u = ln(-x — y). 


3145. u = arccos 


x + y 


3147^ u 


sin(x 2 + y 2 ) 


3149* u = \n(xyz). 


3152. z = x 2 +y 2 . 
3154. z = (x + y) 2 . 

3156 ' z= X 2 1 

3158. z = \x\- {- y. 

(b) 2 = min(x,2/); 

(d) z = min(x 2 ,y)- 

3161, z — x y (x > 0) 


3163 - z 




3165. 2 ： = sgn(sinxsiny). 


3167. u = x 2 +y 2 + z 2 . 
3169. u = (x y) 2 z 2 . 


3172. z = f(\/x 2 + y 2 ) 


3174. 2 


/©• 


F(t) = /(cost, sint) 


的图像,式中 


f(x ， y) 


3176 •若 


/( 工， y ) 


1 ， y^x, 
0 ， y < x. 

2 xy 

x 2 
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3177♦若 


求/⑷. 



y / x 2 + y 2 


X 


(x > 0 )， 


3178.设 


2 = V ^+/( V ^- 1) 


若当 y = 1时 2 = %求函数/和 

3179•设 


z = 


x + y + /( x - y ) 


若当 y = 0 



X 2 , 求函数/和 L 


3180.若 f { x + 0 = x 2 — y 2 , 求 f { x , y ). 


3181. 证明：对于函数 


/( 工， y ) 


x-y 

x^y 


有 




1， 


lim { lim f ( x , y )\ = -1, 

v—>0 I x—►O ) 


从而 lim f ( x , y ) 不 存在. 

x—►() 

^182. 证明：对于函数 




x 2 y 2 


x 2 y 2 + {x — y ) 2 ， 


有 


h te 作， y) } 十。 { h 办， y) } =0 


然而 lim f [ x ， y ) 不 存在. 

: E —0 

3183.1. 证明：对于函数 


f ( x , y ) - (x + y ) sin ^ sin ^ 

x y 


v 




a 


y — 0 


3183.2. 是否存在极限 


lim 


2 xy 


? 


3183.3 •当 t — + oo 时，函数 


y 一 0 


0 x 2 + y 2 


f(x ， y) = x 2 e~ {x ~ y) 

沿任意射线 x = tcosa,y = tsina (0 ^ t < + oo ) 的极限等于什么？当 ; r — + oo,y 
+ oo 时，可否称此函数为无穷小量？ 


3184. 


求 lim { lim /( x , y )} 及 lim { lim /( Ay )}， 设: 

x ― ►a L y ― J y ― >b ^ x — ►a ) 
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_|_ y 2 

(a) f(x ， y) = ~ J，a = 00 , b = cc; 


x 2 + y 4 


(b) f(x,y) 




1 + x y 


a = oo,b = +0; 


(c) f(x,y) = sin 


71 X 


2:r + y 


a = oo, 6 = oo; 


(d) f(x ， y) 


xy 


tan 


xy 


1 + xy 


a-0,b = oo;(e) f(x ， y) = log x (x + y)，a = 1，6 = 0 


求下列二重 极限 : 


3185 - lim 


x + y 


X — ► OO /JQ 

y—^oo 


2 


xy + y 2 


3186. lim 


V 


x 2 + y 2 

X 4 + y 4 • 


3187. 


3189. 


x —0 
y—^a 

i . \ xy 

X-^OO [ X 2^.y2 

y—^-hoo \ ^ 


X 


2 


3188. lim (x 2 ^ y 2 )e~^ +y) 

x ― > + oo 
y —+ oo 

3190. ljm(x 2 + y 2 ) x2y2 . 


2 


►O 


3191. 


lim I 1 + 二 

x 


+y 


3192. lim 


V 


ln(x + e y ) 

~izl 


3193 • 若 2 =/?cosp ， 2 / = psinp, 问沿怎样的方向 p 存在有限的极限值 


(a) lim e x2+ y 2 ; 

p—^ + 0 


(b) lim e x2 ~ y2 - sin2xy 


求下列函数的间断点 : 


3194, u 


3196 - u 


y / x 2 + y 2 

x + y 

工 3 + y3 • 


3195. u 


xy 


x^y 


3197. u = sin 


xy 


3198. u 


sin a: sin y 


3199. u = ln(l — x 2 — y 2 ). 


3200 


u 


xyz 


3201. u = In 


1 


3202 . 证 明：⑷ 函数 


— a ) 2 + (y - b ) 2 + (: - c ) 2 


2 xy 


f(x,y)= l ^ 2 + y 2 


X 


2 


+ 2/ 2 # 0, 


0 


x 2 y 2 = 0 


分别对每一个变量 z 或 y ( 当另一变量的值固定时）是连续的，但对这些变量的总体不 
是连 续的； 


(b ) 函数 


x 2 y 


f{x lV ) = ^ 4 + y 4 


x 2 + y 2 # 0 


0 


x 


2 


+ y 2 = 0 


在点 0(0,0 ) 处沿过此点的每一射线 


x = t cos a, y = t sin a (0 彡 t < +oo) 
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连续，即存在 


lim f(t cos a，t sin a ) 


/(M) 


但此函数在点 （ o , o ) 并非连续的. 

3203.1. 研究线性函数 


u = 2x — 3y + 5 

在平面五 2 = {|^| < +oo, \y\ < + 00 } 上的一致连续性. 

3203.2. 研究函数 


u = y x 2 + y 2 

在平面 _ E 2 = {\ x \ < H - cx ), \ y \ < + 00 } 上的一致连续性. 


3203.3. 函数 


在区域 x 2 - hy 2 <1 内是否一致连续? 


= sin 


71 

1 — x 2 — y 2 


3203.4. 给定函数 

• x 

u = arcsin — . 

此函数在其定义域五内是否连续？是否一致连 J ? 


3204. 证明： 函数 

/心卜卜 0 ’ 

10 ， y = 0 

的间断点的集合不是闭集. 

3205. 证明： 若函数 f [ x ， y ) 在某区域 G 内对变量 T 是连续的，而关于: C 对变量 y 
是一致连续的，则此函数在该区域内是连续的. 

3206. 证明： 若在某区域 G 内函数 f [ x ， y ) 对变量: r 是连续的，并满足对变量 y 的 
利普希茨条件，即 


1/(% 〆 )一/(% 2/〃)| ^ L \ y f - y ,f \, 

式中 ( x , y f ) eG , M f ) e G ， 而 L 为常数，则此函数在该区域内是连续的. 

3207. 证明： 若函数 f ( x , y ) 分别对每一个变量 x 和 y 是连续的，并对其中的一个 
是单调的，则此函数对两个变量的总体是连续的 （杨定理). 

3208. 设函数 f [ x ， y ) 在区域 a ^ x ^ A . b ^ y^B 上是连续的，而函数序列 
^ n { x ) (n = 1，2,…）在 [ a , 4上一致收敛并满足条件彡 ip n ( x ) ^ B . 证明： 函数序列 

Fn (^) = /( 工， ^ Pn ( x )) (n = 1，2,… ） 


也在 [ a ,^] 上一致收敛. 

32 0 9 •设： 1) 函数 f ( x ， y ) 在区域 R { a < x < A - b < y < B ) 内 连续； 2 )函数 ^ p ( x ) 
在区间 ( a , A ) 内连续，且函数值属于区间 ( b ， B ). 证明： 函数 

= /( 工 ，#㈤ ） 


在区间 ( a , A ) 内连续. 
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dw dw ox 

du dx du 

dw dw dx 

dv dx dv 


+ 


+ 


计算函数 w 的二阶导数时最好用下列符号公式： 

d 2 W fr, d t ^ d t ^ d \ 2 、 dPidw 丄 dQvdw 丄 dRidw 

d^? = \ Pl di + Ql d^^ Rl di) w + ~d^~d^ + ^Td^ + du dz^ 

^ = { Pl ic + Ql ^ y +Rl ^) { P 2 io + Q 2 dy +R2 ^) W 

dP\ dw dQi dw dRi dw_ 

^ dv dx dv dy dv dz’ 


3210 •设 ： 1) 函数 f(x，y) 在区域 R {a < x < A;b < y < B) 内 连续； 2) 函数 
x = <p( u ， 4 及 y = 训％⑺在区域丑' {a f <u< A f ; b { <v< B f ) 内连续,且函数值分别 
属于区间 （ a , A ) 和 （6， B ). 证明： 函数 


F(u,v) = f((f(u，v)，tp(u，vy) 


在 区域圮 内连续. 


§2. 偏导数.函数的微分 


1. 


偏导数. 在求多元函数的偏导数时，若计算中出现的所有偏导数均连续，则求导的结果与 


求导的次序无关. 

2. 函数的微分. 若自变量; r ,： y , z 的函数 /( x , y ， z ) 的全增量可写为以下形式: 

Af(x, y , z) = AAx + BAy + CA ^ + o(p), 


式中木_8，(7与 △ x ， Ay ， A 2 无关而 p 


(Ax) 2 + ( Ay ) 2 + (Azf, 则称函数/(%仏幻在点 


(x,y,z) 可微， 而增量的线性部分 AAx + BAy + CA \ 即 

df{x,y,z) = f x (x,y,z)dx + f y (x,y,z)dy + f^x.y.z) dz (1) 

(其中 da : = A ; r，dy = Ay , ds : = A ^), 称为此函数 的微分 • 

当变量 z ， 是其他自变量的可微函数时，公式 （1) 仍有其意义. 

若 x,y，z 为自 变量， 且函数 /(A y , 0有连续的直至 n 阶的偏导数,则对于 高阶的微分， 有符 


号公式 


d n f(x,y,z) 


d ^ + dy £ + d 4 ) f{x ^ z) - 


3. 复合函数的 导数. 若扣= f(x，y，z) 可微， 其中 
函数 (f^,x 可微，贝 1 J 


if(u,v),y = ip{u,v),z = x ( u ，。)， 且 


b - w J fw 
CO 一谷 co |co 

w l^wk 
Co 5 谷谷 


cl^"l^ 


cglcg 


cS c§ 


1 2 

R R 


^lc§^^ 


1 2 
Q Q 


-’cg-cg 

-_ -_ 

PI ^ 


s 




§2. 偏导数.函数的微分 


225 


4. 


方向导数. 若用方向佘弦 {COSa , cos/?,cos 7} ^ Qxyz 空间内 的方向〖，且函数以 


/(工,仏4可微， 则沿方向丨的导数 按下式来计算 ■- 


du 


- = l cosa+ S cos/3+ ^ cos7 


dl 


函数在给定点的最大增长速度的大小与方向 g 用加加 
给出，它的大小等于 


个向量—— 函数的梯度 


| gradu| 



du 

dx 


2 



(I) 


2 


+ 


du 


2 


dz 


3211-1 . 证明 




d 

dx 


[/(工>)]. 


3211.2 •设 


f ( x , y ) = x -\r (y — ^) arcsin 





? 


3212 丄设 f(x,y) = 


3212.2 - 函数 


3212.3 , 研究函数 


fb ， y) 


e 

0 


X 2 + y 2 > o , 
x 2 + y 2 = 0 


在点 0(0,0) 的可微性 . 


求下列函数的一阶和二阶偏导数 


3213. w = r 4 + y 4 — 4o ： 2 y 2 . 


X 

3215 , w 


3217 - u = xsin(x + y). 


3214 - u = xy^ - 

y 


3216, u 


x 


X 2 +y 2 


3218. u 


cosx 

y 


2 


3219 - u = tan 


x 


2 


y 


3221- u = \n{x^ry 2 )^ 


3223. u = arctan 


x + y 


1 -xy 

1 


3225 - u 


如 2 + + 之 2 


3227. u 


iL 

X z 


3220- u = x y . 


3222. u 


arctan^. 

X 


X 


3224 - u = arcsm 


y / x 2 + y 2 


3226. u 


X 


y 


3228 - u = x y • 


3229 - 设 （ a) w = x 


2 _ 2 xy - 3y 2 ; (b) u = x ^ 2 ； (c) n = arccos 
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3256. 


d 4 u d 4 u 


d 4 u 


若 


dx 4 ’ dx 3 dy ’ dx 2 dy 2 

U = X — y + x 2 + 2 xy -\- y 2 -\- x 3 - 3 x 2 y - y 3 + a : 4 — 4 x 2 y 2 + y 4 . 
3257. d Jt ， 若 u = xln ( xy ). 3258. = 心 若 u = x z sin y -\- y 3 sin x 


3259 


3260 


3261 


dx 2 dy 

d 3 u 


dxdydz 

d 3 u 

dxdydz 

d^u 


^ 若乜 =arc tan 


dx s dy 3 

x + y ^ z — xyz 
1 — xy — xz — yz 


，若 u = e 叫 


Z 


dxdyd^drj 


若 w = In 


1 


v (^-0 2 + ( m ) 


2 


3262. 


3263- 


d p+q u 

dx p dy q 

d m ^ n u 


^ U = ( x - X 0 ) p (y - yo ) q . 


3265. 


dx m dy n 


gp + g + 


，若 


u 


x^ry 


3264 . 5 ^,^. 


dx m dy n 


(x 2 + y 2 )e x+ y 


r 


U 


dxPdy q dz r 


若 


u 


xyze x+y ^ z . 


3266 .若 f ( x , y ) = e x siny , 求 /^^(0,0). 


3267. 证明： 若 u = /( zyz )， 则 

3268 . 设 


d 3 u 


dxdydz 


F ( t )， 式中〖 = xyz , 并求 函数厂 


u 


X 


4 


2 x z y - 2 xy 3 + y 4 + a ; 3 - 3 x 2 y - 3 xy 2 + y 3 + 2 x 2 - 即 + 2 y 2 + x + y + 1， 


求 d 4 u . 导数 


d 4 u d 4 u 


d 4 u 


d 4 u 和 5 等于什么? 


dx 4 ^ dx s dy ^ dx 2 dy 2 ’ dxdy 3 dy 4 


在下列各题中求所指出的阶的全微分： 

3269. d 3 u , 若 u = x 3 + y 3 - 3 xy{x - y ). 3270. d 3 u , 若 w = sin ( x 2 + y 2 ) 


3271. d 10 u , 若 u = ln(x + y ). 
3273. d 3 u , 若 u = xyz . 

3275. d n u , 若 w = e ⑽ + W . 

3277. d n u ， 若 u = /( a : + 2 / + :)• 


3272. d 6 w , 若 u = cos x cosh y , 
3274. d 4 u , 若 u = ln ( x x y y z z ). 
3276. d n u : 若 u = X { x ) Y ( y ). 
3278. d n u , 若 w = e ax+6y+C2 . 


3279 .设 P n ( x ' y ' z 、 为 n 次齐次多项式 _ 证明: 


d n P n ( x , y , z ) = n \ P n ( dx , dy , dz ). 


3280 .设 


An 


du du 
x — +y 


dx 


dy 


求 Au 和 A 2 u = A ( Au ), 若 （ a ) w 

3281 •设 


x 


x 2 + y 2 


;(b) n = In ^/x 2 ^ry 2 


Au 


d 2 u d 2 u 

dx 2 + 3y 2 ’ 
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( a ) (1 + xr(l + y ) n ; ( b ) ln(l + 0 ：) . ln(l + 处 
3245. 用微分来代替函数的增量，近似地 计算： 


( c ) arctan 


x + y 

1 + xy 


( a ) 1.002 - 2.003 2 ,3.004 3 ; ( b ) - 

\/0.98 - ^ L 05 3 5 

( c ) x /1-02 3 + 1.97 3 ; ( d ) sin 29° • tan 46。； （ e ) 0.97 1 . 05 . 

3246. 设矩形的边 : r = 6 m 和 y = 8 m , 若第一个边增加 2 mm , 而第二个边减少 
5 mm , 则矩形的对角线和面积变化多少？ 

3247. 扇形的中心角 a = 60°增加 Ao ： = 1。，为了使扇形的面积仍然不变，则应当 
把扇形的半径^ = 20 cm 减少多少？ 


3248. 证明： 乘积的相对误差近似地等于乘数的相对误差之和. 

3249. 当测量圆柱的底 半径丑 和高丑时得到以下 结果： 


= 2.5 m 土 0.1 m ; if = 4.0 m ± 0.2 m , 

则所计算出的圆柱体积会有怎样的绝对误差 A 和相对误差於 

3250. 三角形的边 a = 200 m ±2 m , b = 300 m 士 5 m , 它们之间的角 C = 60。士 1。. 
则所计算出的三角形第三边 c 会有怎样的绝对误差？ 

3251. 证明： 在点 （0,0) 连续的函数 


/ 0 , 2 /) = y\xy\, 

在点（0,0)有两个偏导数 / i (0,0) 和/((0,0)，但在点（0,0)并非可微的. 

说明导数尨卜， 2 /)和 f ;( x , y ) 在点 (0,0) 的邻域中的性质. 

3252. 证明： 函数 


( xy 

f{x,y)= J \/x 2 + y 2 

0, 


x 2 +y 2 ^ 0, 

x 2 + y 2 = 0 


在点 （0,0) 的邻域中连续且有有界的偏导数尨(: c ， y ) 和 以 x , y ), 但此函数在点 （0,0) 不 
可微. 


3253. 证明： 函数 

/(u) = P + y2)sin 六 ’ 2:2 + " 0 ’ 

I 0， X 2 + " 2 — 0 

在点（0,0)的邻域中有偏导数尨(: r ， y ) 和这些偏导数在点（0,0)是不连续的, 
且在此点的任何邻域中是无 界的； 然而, 此函数在点（0,0)可微. 

3254. 证明： 在某凸区域五内具有有界偏导数和 f ^( x , y ) 的函数 f ( x , p ) 
在此区域五内一致连续. 

3255. 证明： 若函数 f ( x ， y ) 对变量 a : 连续（对每一个固定的值且有对变量 y 的 
有界的导数 /；( x , y ), 则此函数对变量 rr 和？/ 的总体是连续的. 


在下列问题中求所列偏 导数: 
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验证等式 


d 2 u 


d 2 u 


dxdy dydx 


3230 丄设 


/( 怎， y ) 


A "。， 

0， x 2 + y 2 = 0. 


证明: 


/ 二(0,0)#/二(0,0). 


3230.2 •设 


/0 ， y) 


2 xy 

x 2 + y 2 


， x 2 -\-y 2 > 0, 
x 2 + j / 2 = 0, 


是否存在 /&(0,0)? 


3231. 设 u = /( x ， y ， 幻为 n 次齐次函数，就下列各题验证关于齐次函数的欧拉 


定理: 


(a) u = (x — 2y + Sz) 


2 . 


(b) u 


x 2 + y 2 + 2 2 


(c) u 


3232 .证 明： 若可微函数 w = /卜，％ z ) 满足方程 

du du du 

+ + 2 ：— = nu 

ox oy oz 


则它为 n 次齐次函数. 
提示： 研究辅助函数 


m 


f[tx ， ty ， tz) 


t n 


3233 . 证 明：若 /(: r ， y ，2) 是可微的 n 次齐次函数，则其偏导数尨(0^，2)，/;(0^,2) 

尨 Or ， y ， 2 ) 是 n -1 次齐次函数. 

3234. 设 w = fix,y,z) 是二阶可微的 n 次齐次函数,证明： 

( Q Q ^ \ 2 

x 石切 = n(n - 1)u - 
求下列函数的一阶和二阶微分 (X ， y，z 为自变 量)： 


3235. u = x m y n . 


3236^ u 


3237. u = \/x 2 + y 2 . 3238. u = In v 

3239. u = e xy . 3240. u — xy- 

3241. u = ~^ ^ • 

x l + y z 

3242 . 设 /( x ， p )= 求 d/(l ， l ， l) 及 d 2 /(l ， l ， l). 

3243. 证明：若 w = y / x 2 z ^, 则 d 2 w > 0. 

3244. 假设的绝对值很小，对下列各式推出近似公式: 


^xy 


3238. u = In \/x 2 + y 2 . 
3240. u = xy + yz + zx. 


求 d/(l ， l ， l) 及 d 2 /(l ， l ， l)_ 


x 2 + y2 + 么 2, 贝 |j d 2 W 彡 0. 
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求 Aw , 若 （ a) w = sin a: coshy; (b) u = \n \/x 2 y 2 . 


3282 •设 

Aiu 


du 

dx 


+ 


du 

dy 


+ 


du 

Yz 


△2 W 


d 2 u 

dx 2 



d 2 u d 2 u 
dy 2 dz 2 


求 Aiw 和 A 2 W ， 若 （ a) w = x 3 + y 3 + 2 ： 3 — dxyz] (b) 


u = 


x 2 +y 2 + z 2 


求下列复合函数的一阶和二阶 导数: 

3283 - u = f(x 2 ^y 2 ^z 2 ). 


3284. 


3285. u = f(x ， xy, xyz). 


3286. 设 w = /(a: + y ， : ry )， 求 


3287 . 设 w = f(x + y + 之， x 2 + y 2 + 之 2 )，求 Aw 


d 2 u d 2 u d 2 u 


d 2 u 

dxdy 



dx 2 dy 2 dz 2 # 


求下列复合函数的一阶和二阶全微分 { x ， y 及 z 为自变 量): 


3288. u = / ⑴，其中 t = x - hy . 

3290. u = /( V ^ 2 + V 2 )- 
3292. u = f ( x 2 + y 2 ^ z 2 ). 

3294. u = f(H 其中 ^ x 4 


3289. u 二 / ⑴，其中丈 

X 

3291. u = / ⑷，其中 t = xyz. 

3293. w = /(e,7?), 其中 € =ax, r) = by 


3294. u = J(^r)), 具甲 ^ = x + y,rj = x ~ y. 

3295. u = 其中 ^ = xy,7]= 

y 

3296. u = f(x + y, z). 329 

3298. u= f 3299. u = f 

\y z J 

3300. u = f{^r},Q, 其中 ^ = ax,7] = by,C = 


3297, u = f(x + y + 2 , x 2 +y 2 + 2 2 )_ 
3299. u = f(x ， y,z), 其中 x = t,y = t 2 , z = t 3 
aXj r/ = / , C = cz. 


3301- u = 其中 ^ = x 2 +y 2 ,r] = x 2 - y 2 ,C = 


求 d n w , 设： 

3302. u = f{ax 十 by + C 2 ) 

3304. w = /(C ， AC), 其中 

i = aix + b\y + c\z, 

3305. 设 w = /(r), 其中 r 


3303« u = f (ax, by ， cz) 


a2X + b2y + C2Z, 


a^x + b^y + czz. 


x 2 + 2/ 2 + z 2 和 / 为二阶可微的函数， 证明: 

Au = F(r), 


F^H f^ll 

其中 g H + ^, A 为拉普拉斯算子,并求函数 F . 

ox z oy l oz z 


3306. 设 u 和 t; 为二阶可微的函数， A 为拉普拉斯算子（参阅习题 3305). 证明 

A(uv) = uAv + vAu H- 2A(w, v)^ 


其中 


du dv du dv du dv 

^ v) = YxTx + dyYy + d~zd-z 
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3307 •证 明： 函数 


In \J— a) 2 + (y — b) 2 


( a 和 6 为常数）满足拉普拉斯方程 


d 2 u d 2 u 



dx 2 dy 2 


0. 


3308. 证明：若函数 w = u(x,y) 满足拉普拉斯方程（参阅习题3307)，则函数 


也满足此方程. 


$2 + 沒 2， x 2 + 


3309. 证明： 函数 


1 (①一 b ) 2 

U = - —e 4a2t 

2ay/nt 


( a 和为常数）满足热传导方程 


du _ 2 9 2 u 
dt dx 2 


3310. 证明： 若函数 u = u(x,t) 满足热传导方程（参阅3309题)，则函数 


也满足该方程. 


a^fl 


( x 

4atu [^i 


去 ) 。> 0 ) 


3311 •证 明： 函数 


(式中 r 


(x - a) 2 + (y - b) 2 + ( 之 -c) 2 ) 


当 r # 0 时满足拉普拉斯方程 

A _ d 2 u d 2 u d 2 u 八 

Au ^ d ^^ d ^ + d ^ = 0 ' 

3312. 证明：若函数 w = u(x ， y ， z) 满足拉普拉斯方程（参阅3311题)，则函数 

1 (k 2 x k 2 y k 2 z\ 

v = \ 、 ~pr ^ ~pr j 


(式中 & 为常数 ， r = v 

3313 •证 明： 函数 


工2 切 2 + :2) 也满足该方程. 


Cie 


ar 


+ C 2 e 


ar 


(式中 r 


3314, 


/# +2/ 2 +2 2, CuC 2 为 常数） 满足亥姆霍兹方程 

d 2 u d 2 u d 2 u 2 

设函数 W = ui(x,y, z、1 u 2 = u 2 (x,y,z) 满足拉普拉斯方程 


Au 


证 


明：函数 


u 1 (x,y,z) + (x 2 + y 2 + z 2 )u 2 (x,y,z) 


满足双调和方程 


A(Av) = 0. 


3315 •设 /(: c ， 仏幻是 m 阶可微的 n 次齐次函数， 证明: 


Odd 


f(x,y,z) = n(n - 1) ••• (n - m + l)f{x,y, z) 
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3316•若 


siny + /(sin x — sin y )^ 


其中/为可微函数，试简化表达式 


dz 


sec 


dz 


3317. 证明： 函数 


x ‘+ secy ¥ 


z = 




(其中 / 为任意的可微函数）满足方程 

dz 


1 + 


3318,证明: 




nz 


z = 


yf ( x 2 - y 2 ) 


(其中/为任意的可微函数）满足方程 


dz 





+ xy 


3319•若 


dz 

dy 


xz 


u = - ( 2 / + ^) + 2 x2 y z ~ i ~f(y~ x ^ z ~ x ) 


其中 / 为可微函数，试简化表达式 


332 CK 设 


du du du 
dx + dy I dz . 


x 2 = vw , y 2 = uw , z 2 = uv 


f ( x ， y , z ) = F ( u , v , w ) 


证明: 


xfx + yfy + Z fz = U K + V K + W K 


假定任意函数 A 4 等为足够多次可微的函数,验证下列 等式: 

f)z 

3321. y — - X— = 0,若 z = < p ( x 2 - \- y 2 ). 


9 dz oz o ^ / 、 

3322.^ = 0 ,右 2 ^ 切 ㈣ . 


dz 


. o o^dz dz ^ 

3323. ( x 2 - y 2 )— + xy —= xyz , 右 z = e y (p f 

八八 , du du ^ du 斗 / y 

3324. x - + a y ~^0 z -= 薦，右 W - 




du du du xv 

3325 - X di +y d^! +Z d~Z =U+ ^ 


若 + —( 

Z Z \ 


d 2 u 


d 2 u 


3326. 若 u - at ) + ^{x + at ). 


dx 2 
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3327 


d 2 u 

dx 2 


2 


d 2 u 


d 2 u 


dxdy dy 2 


3328 - x 


2 


3329. x 2 


d 2 u 

dx 2 

d 2 u 

dx 2 


+ 2xy 


+ 2xy 


d 2 u 

dxdy 

d 2 u 


+ y 2 


0 ,若 

d 2 u 


u 


x(f{x J ry) J ry^>{x + y). 


2 




2 


dy 

d 2 u 


0,若 u = (f (D + 


y 

X 



3330 


du d 2 u 


dx dxdy dy dx 


dxdy ^ dy 2 

若 u = ip[x-\~ip(y)}. 


n(n — l)tx, 若 u = x n cp (2) + x 1_n, 0 ( 


y 


X 


用逐次微分的方法消去任意函数 W 和必 
3331. z = x + ^p{xy). 


3333. z = (f 


(>A 2 + 〆)_ 


3335. u = (p 


x y 
y' x 


3337. 2 ： = ( f ( x ) / ip ( y ). 


3339. ^ 




3332. z = 

-⑼， 

3334. u = 

(f(x~y,y-z). 

3336. z = 


3338. z = 

+ y) +i){x-y). 

3340. z = 

ip(xy) + 咕 


3341- 求函数 


z 


= x 2 i 2 


在点 M ( l ; l ) 沿与 Ox 轴的正向组成角 a = 60° 的方向 £ 的导数 


3342. 求函数 


Z X 


2 


xy + y 2 


在点 M ( l , l ) 沿与…轴的正向组成 a 角的方向 Z 的导数.在怎样的方向上此导数: （ a ) 
有最 大值； （ b ) 有最 小值； （ c ) 等于 0 . 

3343. 求函数 

2 ： = ln(x 2 4 - y 2 ) 

在点 M ( x 0 , yo ) 沿与过此点的等值线垂直方向的导数. 


3344. 求函数 


z 


--54 


在点 M [ 72 ， ^2> 沿曲线^ + ^ = 1 在此点的内法线方向的导数. 


a 


62 


3345 - 求函数 


u = xyz 


在点 M ( l , l , l ) 沿方向 〖{ cosa , cos /?, cos7 } 的导数.函数在该点的梯度的大小是什么? 

3346. 求函数 


u 


r 


(式中 r = y/x 2 + y 2 + z 2 ) 在点 Mo(xo ， yo, 2 ； o ) 的梯度的大小和方向 • 
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3347. 求函数 

u = x 2 y 2 — z 2 

在点 A(s,0,0)R B(0,e,Q) 二点的梯度之间的角度 . 

3348. 函数 


u = x + y z 


和 


v = 


的梯度的大小相差多少 ? 

3349. 证明： 函数 


x + y + z^ 0.001 sin (10 6 jt 八工 2 + + 之 2 ) 


U 


ax 2 + by 2 + cz 2 


v = ax 2 + by 2 + cz 2 + 2mx + 2ny + 2pz 

(a } 6, c, m, n, p 为常数且 a 2 + 6 2 +c 2 ^0) 在点 M 0 {x 0 ,y 0 ,z Q ) 的梯度之间的角度当点 
M 0 无限远移时趋于零， 


3350• 设 u = f(x ， y ， z) 为二阶可微的函数 ■ 若 cos a, coscos 7 为方向 l 的方向 


3351 . 设 u = f(x ， y ， z) 为二阶可微的函数， 

♦ 

Zl {cos ai , COS 01 , COS 71 } , l 2 {cos Q ；2 , COS /?2 , cos 72 } , I3 {cos Q3 , COS /?3 , COS 73} 

为三个互相垂直的方向 . 证明： 




, . d 2 u d 2 u d 2 u d 2 u d 2 u d 2 u 

[b) ~aq^~dq + ~dq = d^^d^ + 涼 . 


3352. 设 W y) 为可微的函数，且当 y = a: 2 时有 


du 


♦ y) = i ， 石 


X 


求当 y 



时的 


du 

dy. 


3353. 设函数 w = u(x ， y) 满足方程 


d 2 u d 2 u 
dx 2 dy 2 

以及下列条件： 


u(x^ 2x) = x ， u f x (x, 2x) = x 2 . 
求 2x) ) < y (x,2x), 0,2x). 


假设 z = z{x,y), 解下列方程 : 


3354. 


d 2 z 

dx 2 



3355. 


d 2 z 

dxdy 



3356. P = 0. 

dy n 
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3357. 假定 tx = u ( x , y , z ) 解方程 

d 3 u 

dxdydz 



3358. 求方程 

dz o 

Yy =X +2y 

的解 z = z ( x ， y ), 使它满足条件 z ( x , x 2 ) = 1. 


3359. 求方程 


d 2 z 

Qy 2 


的解 2 ： = z { x , y ), 使它满足条件 z { x , Q ) = l , z f y { x ^) 

3360. 求方程 


d 2 z 

_ =X + y 


= X. 


的解 2 ： = z ( x , y ), 使它满足条件 z ( a ;，0) = x ， z ( Q ， y ) = y 2 . 

§3. 隐函数的微分法 


1. 存在定理 .设: 1) 函数 F(x,y,z) 在某点 A o (x 0 ,yo,zo) 等于零; 2) F (: c ， y ， 2 ) 和 F^.{x,y,z) 
在点不的邻域内有定义并且是连续的； 3) F^xo,yo,z 0 ) # 0, 则在点 A 0 (x 0 ,yo) 的某充分小邻 
域内存在唯一的单值连续函数 

^ = /0，y)， ⑴ 


它满足方程 


尸 ( 工，仏之 ）= 0 


而且卻= f(x 0 ,yo). 

2. 隐函 数的可 微性.若除了上述条件，还有 4) 函数 F(x,y,z) 在点 A 0 (x 0i yo,z 0 ) 的邻域内 
可微，则函数⑴在点 A 0 (x 0 ,yo) 的邻域内也可微，并且它的导数 g 和 g 可从方程 


dF dFdz 
汉 r + dz dx 



dF d£dz 
dy 七 dz dy 


( 2 ) 


求得，若函数 F(x ， y ， z) 任意多次可微，则采用对方程 （2) 逐次微分的方法也可计算函数 2 的高 
阶导数. 


3. 由方程组定义的隐函数 . 设函数巧(％…， z m ; yi ，… ，如 )(《=1，2,…， n ) 满足下列 
条件 : 〜 

(1) 在点 《 Ad ( Xiq ， …， x m 。; 2/1。，…， 2/ n 0) 等于零； 

(2) 在点不的邻域内可微； 

(3) 在点石)函数行列式 y 〔- 今 / o . 

d ( yi ， …， yn ) 

在这种情况下，方程组 

Fi(xir - - …， 2/ n ) = o G = 1，2, …， n ) (3) 

在点 A 0 ( xior - , Xmo ) 的某邻域内唯一地确定出一组单值可微函数 


Vi ~ f (工 1 ，’… 3 ^m) (< = 1 ， 2， • . • ， Tl ) ， 
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它们满足方程 （ 3 ) 及初始条件 


/i(^10, • • . ， Xmo) = TJio (i = 1 ， 2, … ， n). 


这些隐函数的微分可由以下方程组求得 


E 


3 


dFj 


dx 


dFi 


3 




0 (z = 1,2, •■ - ,n) 


3361 •证明： 在每一点都不连续的狄利克雷函数 


y (工) 


1， X 为有理数 
0, r 为无理数 


满足方程 y 2 -y = 0. 

3362. 设函数/( ㈣ 定义于区间 （ a , 6) 内.在怎样的情况下，方程 


/(x)y = 0 

在 a < x < b 时有唯一连续的解 y = 0? 

3363. 设函数/⑷和 〆 a ；) 在区间 （ a ，&) 内有定义且连续.在怎样的情况下，方程 

/㈤ y = 5㈤ 

在区间 （ a ，6) 内有唯一连续的解？ 

3364. 已知方程 


x 2 -\-y 2 = 1 , 


( 1 ) 


设 


y = y { x ) (-1 < x ^ l ) 


( 2 ) 


为满足方程 （1) 的单值函数. 

1) 有多少单值函数 （2) 满足方程 （1)? 

2) 有多少单值连续函数（ 2 )满足方程 （1)? 

3) 设：⑷ 2/(0) = 1; ( b ) y ( l ) = 0,则有多少单值连续函数 （2) 满足方程⑴? 

3365. 已知方程 


设 


X 


2 



( 1 ) 


y = y { x ) (― oo < x < + oo ) 


( 2 ) 


是满足方程 （1) 的单值函数. 

1) 有多少单值函数 （2) 满足方程 （1)? 

2) 有多少单值连续函数（ 2 )满足方程 （1)? 

3) 有多少单值可微函数 （2) 满足方程 （1)? 

4) 设：⑷ y ( l ) = 1; ㈤ y (0) = 0,则有多少单值连续函数 （2) 满足方程⑴? 

①在陈述本节大多数题目时，无条件地假定隐函数和它们的相应导数存在的条件满足， 
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5) 设？/⑴ 


1，且 (5 为充分小的数，则有多少单值连续函数以~ 5 < X < 


1 + 0满足方程⑴? 

3366. 方程 


x 2 + y 2 =工 4 + 2/ 


4 


定义出多值函数 2/(4, 函数在怎样的区域内： P 单值， 2 )有二个值， 3 ) 
四个值？求此函数的分支点及单值连续的各分支’ 


有三个值， 4 )有 


3367. 求由方程 


( x 2 + y 2 ) 2 = x 2 - y 2 

定义的多值函数 y 的分支点和单值连续的各分支 y 


y(x)(— 1 x 1)* 


3368. 设函数/⑻当 a < x < 6 时连续，函数咖）当 c < 2/ 


< 


d 时单调增加而且 


连续.在怎样的条件下，方程 


^ p ( y ) = f ( x ) 


定义出单值函数 




(/ ⑻)? 


研究例子： （ a ) siny + sinhy = x ; ( b ) 


sin 2 x . 


3369 •设 


x — y -\r w ( y )， 


( 1 ) 


其中 p (0) = 0, 且当 -a < y < a 时 K ( y )| < A ： < 1 •证明：当- e 〈 x < £ 
的可微函数 y = y (4 满足方程⑴且 W 0 ) = 0 . 


时存在唯 


3370. 设 y = yO ) 为由方程 


x^ky-^r <-p(y) 


定义的隐函数，其中常数 w 0,咖）为以 j 为周期的卿函数，且^ ( y ) m . 证明 


y = + 矽 ( x )， 


其中 #( x ) 为以 | fc | cj 为周期的周期函数. 

对于由下列各方程定义的函数仏求 V 和沒〃: 


3371. x 2 J r 2 xy-y . 

3373. y - esiny = x (0 < e < l )^ 

3375. y = 2 x arctan 

3376. 证明：若 


_ y 

In y / x 2 + y 2 = arctan - 


3374 - x y = y x 0 台). 


y 

X 


l^rxy = k{x-y)y 


式中 & 为常数,则成立等式 


dx 


dy 


l ^ rX 2 


+ y 2 
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3377. 证 明：若 

x 2 y 2 + x 2 + y 2 - 1 = 0, 

则当 xy >0 时成立等式 

严一 I ，一 

Vi - ^ \/l - 

3378. 证明：方程 

( x 2 + y 2 ) 2 = a 2 ( x 2 - y 2 ) (a ^ 0) 

在点 x = o,y = o 的邻域中定义出两个可微函数 ： y = yiO ) 和 y = ?/ 2 0)•求 W ⑼及 

% ⑼. 

3379 . 设 

(^ 2 - hy 2 ) 2 = 3 x 2 y - y 3 , 


求 〆 当 ; r = 0 和 y = 0 时的值. 

3380. 设; r 2 + 柯 + y 2 = 3,求 y ’，2/" 及 〆 〃. 

3381. 设 

X 2 - xy + 2y 2 + x — y — 1 = 0, 


求 y 、 y ,f Ry … 当 z = 0 ， y = l 时的值. 

3382. 证明： 对于二次曲线 

ax 2 + 2 bxy + cy 2 + 2 dx -h 2 ey + / = 0 


成立等式 


d 3 


dx s 


0 /’) 一叫 =◦• 


日 


求函数 z 二 z ( x ^ y ) 的一阶和二阶偏导数 ，设: 


3383. x 2 + y 2 + 2 


2 


a 2 . 


3384. z 3 — 3 xyz = a 3 . 


3385« x + y + 2 = e 2 _ 


3386. z = ^/ x 2 - y 2 ^ tan 


x 


\ fx 2 - y 2 


3387* x + y + ^ = e 

3388 .设 


一 (oc+y + 之 ) 


x 2 -\- y 2 -\- z 2 — 3 xyz = 0 


⑴ 


= xy 2 z 3 


求 尨 (1， 1， 1)， 若 ：（ a ) z = zOc , y ) 是由方程⑴定义的隐函数， （ b ) 若 y = 2 / 0 , z ) 是由 
方程 （1) 定义的隐函数.说明为什么这些导数相异- 


^2 ^ z z 

3389 •设 x 2 + 2 y 2 +3 z 2 -\- xy — z —9 = 0,求 ^ 当 x 


dx 2 ' dxdy ’ dy 2 




l，y = _2,2= 1 


时的值. 
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求 ds 和 d 2 2 ：， 设 

x 2 y 2 z 2 

3390 * 7 + ^ + g 


1_ 


3391. xyz = x + y + z 


3392. 


x 


z 


z 


In — + 1. 

y 


3393. 2 = x + arctan 


y 


z — X 


3394. S u 3 — 3(x 4 - y)u 2 + 之 3 = 0 ,求 dw. 

3395. 设 F(x + y + z ， a: 2 + y 2 + 2 2 ) = 0 ,求 


d 2 z 

dxdy 


3396 •设 F(x - 2/， y - 2 , 2 - a :) = 0, 求 t 和 

ox oy 

riz z 

3397 •设 F(x^ x y, x y z) = 0 ， 求 『和加 2 ■ 


3398.1 •设 F(xz,yz) = 0, 求 


d 2 z 

dx 2 


3398.2 • 设 （ a) F(x + :， y + 2 ) = 0; (b) F 


x y 


z z 


0 ,求 d 2 :. 


3399. 设 z = z(x,y) 为由方程 z 3 — xz-hy = 0 定义的可微函数，且当 x = 3, y 
时 z = 2 ■求 d^(3, —2 ) 和 d 2 之 (3, 一 2). 


3400. 设 a; = x(y ， 2 ) ， 2 / = y(a; ， z),z = z(x,y ) 为由方程 F(x, y } z) = 0 定义的函数 


证明 : 


3401. 设 : r + y + 之 = 

3402. (a) 设 工 2 + y 2 
-l,z = 2 时的值 . 


dx dy dz 
dy dz dx 

0, x 2 y 2 -\- z 2 = 


1 


1 , 求 皂和办 


z 2 ,x J ry J r z = 2 ,求 


dz dz 
dx dy d 2 x 

dz^ dz^ dz 2 


和 


d 2 y 


当尤 = l，y 


(b) ^ xu — yv = O^yu xv 


M du du dv ^ dv 

1 ，求和 


3403. 设由方程组 


dx : dy’ dx 


dy m 


xe 


+ 2uv = 1, 


ye 


U — V 


u 


1 + v 


2x 


定义的可微函数 w = u(x, 2 /) 和 r y) 满足 w(l, 2) = 0 和 r(l, 2) = 0, 求 du(l,2) 
和 cb(l ， 2). 


3404* 设 ti + t ; = a : + y ， 


sin w x 


sint; 


3405 •设 


y 


求 du ， du , d 2 u 和 d 2 t 


u %) 

e ® cos 


x 


V \/2 


总 . v 

e x sin 


y 


y ^ 


71 


求 dw ， du ， d 2 w 和 d 2 ” 当 x = l，y = l,u = 0,v ~ — 时的表达式 


3406 •设 


x = t-h 艺一 1 ， y = t 2 -h t 一 ' 


z 


t 3 + r 3 


§3. 隐函数的微分法 


^ dy ^y_ ^ d 2 z 

da: ， cLr ， dx 2 d^ 2 * 

3407 .在 Oxy 平面上怎样的区域内，方程组 

X = U + y = u 2 + v 2 ， 


u 3 - hv 3 


dz 


( 式中参数 W 和 r 取一切可能的实数值）定义 2 为变量 3 ：和 y 的函数？求导数 f 和 

^ dx 

办. 


3408. (a ) 设 


求 t 和 t 在点一^ 

㈤ 设 


1 的值 . 


uIn v 
v — Inu 
2 u + v, 


+ V 2 


求 H 在点 w = 2，r = l 的值 . 

oxoy 


2uv 


(c ) 设 x = cos p cos 也 y = cos<p sin ^ip^z = sin 求 


d 2 z 

dx 2 


3409. 设 x = ucosv^y = usinv, z = >|c 

3410. 设函数 z = z(;c ， y ) 由方程组 

(x = e u+ 


d 2 z 

dx 2 


d 2 z d 2 z 
dxdy dy 2 


e u 一 ' 


uv 


{uRv 为参数）定义，求当 u = 0 及 


0 时的 dz: 及 d 2 z. 


3411. 设 2 = x 2 + y 2 , 其中 y = y(x) 为由方程 x 2 - xy + y 2 — 1 定义的函数，求 
dz ^ d 2 z 

dr dx 2 

3412. 设 w = X ~l Z , 其中：为由方程 # = xe x -h ye y 定义的函数，求 g 及 

y ± z dx dy 

3413. 设方程 


x = y 

定义％为 x 和 y 的函数.求 尝和尝 

riT ay 


吩 ( tx ， l ；)， 



3414 •设 




4{u ， v) 
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求反函数 w y ) 和 I ； = 2 /) 的一阶和二阶偏导数. 

3415. 设 （ a ) x = ucos-,y = wsin-; ( b ) x = e u -t 

du du dv dv U U 

dx ’ dy ’ dx ’ dy 

3416. 函数 u = u ( x ) 由方程组 

{ u ^ /(%仏之)， 

g ( x , y , z ) = 0, 
h ( x , y , z ) = 0 


sin -; ( b ) x = e u + w sin v，y = e u — u cos f ， 求 


^ vV ^ du ^ d 2 u 

定乂 " 卞石〜 • 


3417. 函数 w = u ( x ， y ) 由方程组 


u = f ( x ， y ， z ， t ) 
g { y , z , t ) = 0, 
h ( z : t ) = 0 


定义，求尝和尝. 

ox ay 

3418 .设 


f ( u ， v ， w ), 


g ( u ， v ， w )， 


+ du du 〜 du 

求石 ，‘和 


h ( u 、 v , w ) 


3419. 设函数 z = z ( x ， y ) 满足方程组 


式中 i 为参变量，求 di 


f ， y ， z ， t ) = o ， 

g ( x , y , z : t ) = 0, 


3420 - 设 w = f( z h 其中 Z = z ( x , 2 /) 为由方程 z = x + 卿 ( z ) 定义的隐函数.证明 


拉格朗日 公式: 


d n u 


dy n dx n 


{ 吣 )r I 


提示： 对 n = 1 证明公式并运用数学归纳法. 

3421. 证明： 由方程 

伞 (x ~ az^y — bz ) = 0 

(其中 屯 ( u ， v ) 是变量的任意可微函数， a 和6为常数）定义的函数 
方程 


⑴ 

z ( x ， y ) 为 


dz 

a ^ + 


h dz 

% 


的解_说明曲面 （1) 的几何性质. 


3422•证 明： 由方程 


$ 


x-xp y - y 0 
z ~ zq 1 z - Zq 


( 2 ) 
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(其中 ^(u,v) 是变量 u 和 1 ；的任意可微函数）定义的函数 z = z(x ， y) 满足方程 

dz 、 dz 


(y - yo) 


dy 


z - z 0 . 


ax bycz = $(x 2 + 沒 2 + z 2 ) 


说明曲面 （2) 的几何性质 • 

3423. 证明： 由方程 

⑶ 

(其中 $( U ) 是变量 w 的任意可微函数， a ，& 和 c 为常数）定义的函数之= z { x , y ) 满足 
方程 

/ 1 \dz , . dz 

(cy - bz )— + (az - ex )— = bx - ay . 

ox dy 

说明曲面⑶的几何性质. 

3424. 函数 z = z ( x , y ) 由方程 


x 2 + y 2 -\-z 2 = yf 


给出，证明: 


2 


y 


(x 2 -y 2 - Z 2 )^- + 2xy dz 


dx 


dy 


2xz 


3425. 函数 z = z(x,y) 由方程 


F(x + zy^.y + zx^ 1 ) = 0 


给出•证 明: 


dz dz 

x— = z-xy 


dx 


dy 


3426. 证明： 由方程组 


x cos a -f y sina + lnz = /( a ), 
—xsina + y cos a = f’(a) 


(其中 a = a(x,y) 为参变量， /( a ) 为任意可微函数）定义的函数 z = z(x,y) 满足方程 

dz\ 2 + fdzY = ^ 


dx 


3427. 证明： 由方程组 



y 


z = ax - h /(a), 

a 

0 - x - -f- f{o) 

a z 


给出的函数 z = z(x,y) 满足方程 


dz dz 
dx dy 


3428. 证明： 由方程组 


[z- f(oc)} 


2 


x 2 (y 2 -a 2 )， 


z — /( a )] /’( a ) = ax 


2 


给出的函数 z = z{x,y) 满足方程 


dz dz 
dx dy 


xy 
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3429. 证明： 由方程组 

{ z = ax -h y ^ p ( a ) 4- 

0 = :c + yep’ (a) + 必 ’ (a) 
给出的函数 2 = z { x , y ) 满足方程 

d 2 z d 2 z / d 2 z \ 2 _ 

dx 2 dy 2 \ dxdy ) 

3430. 证明： 由方程 

y = xip(z)-\-ip(z) 


定义的隐函数 ^ = z ( x , y ) 满足方程 

( 02 \ 2 d 2 z dzdz d 2 z ( dz 、 2 d 2 z 
\ dy ) dx 2 dx dy dxdy +、 dx ) dy 2 



§4. 变量代换 


l . 在含有导数的表达式中的变置代换 .设在微分表达式 

^ ~ ^(*^5 V ! Vx ) VxXI • ■.) 


八 一 y, y x , y xx , … } 

中需要把/换为新的变量* (自变量）及 u (函数)，这些变量与旧 变量; 之间的关系由方程 

X = y = g(t ， u) ( 1 ) 


给出.把方程 （1) 微分，便有 


y'x = 


dg 心 

OU 



类似地可表示出高阶导数2/二 




结果得 
A = ^x(t,u,u t ,utt 


…）. 

2. 在含有偏导数的表达式中自变量的代换.若在表达式 


B = F[x ) y,z, 


dz dz d 2 z d 2 z d 2 z 




dx’ dy’ dx 2 5 dxdy’ dy 2 


中令 


X = f(u,v), y = g(u ， v), 

其中以和 r 为新的自变量,则偏导数 H … 

ox oy 


( 2 ) 


由下列方程 确定: 


dz _ 

du 


dz df dz dg 
dx du dy du 


dz 

dv 


dz df dz dg 
dx dv ^ dy dv 


3. 在含有偏导数的表达式中自变量和函数的代换. 在更一般的情况下，设有方程 


X = f(u ， v ， w), y = g{u,v,w), z = h(u ， v ， w), 


其中为新的自变量, 


w = 


V 4 / / / KA \ i / / / \ 令） / / 

w(u,v) 为新的函数,则对于偏导数_ 


(3) 

得到这样的 方程： 


dz (df df dw 
dx (加 + dw du 

dx V dv dw dv 


+ 



dz 

dy 

dz 

dy 


du 

dv 


+ 


+ 


dg dw 
dw du 

dg dw 
dw dv 


dh dh dw 
du dw du 

dh dh dw 
dv dw dv 




在某些情况下，使用全微分法进行变量代换是方便的. 


3431• 把 y 看作新的自变量，变换方程 

2 /V" - 3 y 

3432 . 用同样的方法变换方程 

y’V 4 ) — lO^/W 


t/2 


y ,2 y {4) - io"W" + 15, 3 = 0 . 

34 3 3 • 把 : r 看作函数，把《 = 即看作自变量，变换方程 

y 〃 + + 2/ = 0. 

X 

引人新变量 , 变换下列常微分 方程： 

3434. x 2 y f, + xy’ + y = 0, 若 j; = e*. 3435. v m = 


3435. y 


m 


6 y 


^ t = ln\x 
x 6 


3436. (1 — x 2 )y n — xy f + n 2 y = 0, 若 a: = cost. 


3437. y f/ -h y r tanh x + 


m 


T-y 


cosh x 


0, 若 a: = In tan - . 

△ 


3438. y ,( +p{x)y l + q(x)y = 0, 若 y = we] 二 。 p ⑹' 其中 〆 ^；) e c(i). 


3439. x 4 y" + xyy f — 2y 


0, 若 a: = e*，y = ue 2t , 其中 u = u(t). 


3440. (l-f, 2 )V = 仏若 p tan^ = ―，其中 u = ♦ 


3441. (1 - x 2 ) 2 y n 


—y ， 若 ： c = tanht,y = 其中 w = u(t). 


3442. y f, 十 （x + 2/)(1 + ^) 

3443. y m - x 3 y ,f + xy f — % 

3444 . 令 


0 , 若 x = u + t，y = u — t , 其中 w = 以⑴ 

0, 若 ;r = 士， y = 兰，其中 w = u (t). 


并把〃看作变量 i 的函数， 


y 

x — b’ 


= In 


3445. 证明： 若方程 


以变换斯托克斯方程 

y/； = (x- ay{x - 6)2 - 


發切 ㈤ 荖 + 物 = 0 


由代换 x = ^(0 变换为方程 


d 2 y 


+ P (0 


dy 


即 


de 2 v ^ y 


+ Q (0 y 


[2P(0Q ⑹ + Q ， (0] m)] 


= [2p(x)g(x) + q\x)] [g(x )]"2 


3446 . 在方程 


0( y ， y ’，2/〃) 


( 其中 $ 为变量 y,y ，， y ，， 的齐次函数）中令 ^ / 


Q Jx 0 


u dx 
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3447. 在方程 


F ( x 2 y ' xy f ， y ) = 0 


(其中 F 为其自变量的齐次函数）中令 


= x 


y 

y 


3448 - 证明：方程 y m (1 + y n ) - 3 y f y /f2 = 0 的形式在单应变换 


x 


下保持不变. 


Qi$ + hr] + Ci 
a^ + brj + c 


y 


+ b 2 f q + c 2 

+ 6 r ? + c 


提示： 该变换是由以下最简单的变换构 成的： 

X = aX + /JK + 7， y 

1 Vi 


Y 


X 


A ， 


Y 


X x 


Xi=a^ + brj + c ， Yi = a 2 ^ + b 2 r) + c 2 


3449. 证明： 施瓦茨函数 




的值在分式线性变换 




3 

2 




2 


ax ( t ) + 6 ,，, … 

y = ^( i)Td {ad - bc¥l0) 


下保持不变. 


令 x = rcosif'y = rsirup , 写出下列方程在极坐标 r , p 下的形式: 


3450. 


dy x + y 
dx x ~ y 


3452. { x 2 ^ y 2 fy f, = { x ^ yy f )\ 


3454. 把平面曲线的曲率 


K 


3451. ( xy f - y ) 2 = 2 xy{l + y f2 ). 

3453 - 写出麵式 g 鎌坐标下的形式 


WL \ 


(i + y ; 2 ) 


3 


用极坐标 r 和 w 表示出来. 
3455. 写出方程组 


dt y kx(x 2 y 2 ), ^ = ^ x ^ky(x 2 ^y 2 ) 

在极坐标下的形式. 

3456. 引人新函数 r * = ^/ x 2 + y 2 , ip = arctan — , 以便变换表达 5 

d 2 y d 2 x 
W = — y 


di 2 


di 2 . 


3457. 在勒让德变换中，曲线 y = y ( 岣 的每一点 ( x ， y ) 对应于点 ( X , Y ), 其中 


X = y ’， Y = xy f -y 


求 Y f , Y /f R Y 


引入新变量 $ 及 r /， 解下列 方程: 



3458 - 石 =巧， 令 《二尤+ ^ /和 w = a: — % 

Qy 

3459. y— - x~ = 0, 令 《 =ry = ;r 2 + y 2 . 

Q ^ Q 

3460. a— + b~ = 1 {a _ 0 )， 令 $ = x ， r] = y — bz. 

…一 dz dz 入 — y 

3461. x— + y— = 艺，令 4 = 尤及 7]=-. 

ox ay x 

把 ^ 与 t 看作新的自变量 , 变换下列方程： 

3462. x— + v^l + 2/ 2 n~ = xy , 若 w = ln:c，^ = ln(y + yjl + y 2 ). 


- Qrjt V ' £7 Q … {J ， t—* 〜 ▲“ w ， v* I y ' \7 / * 

3463. (x + y)- -( 工 — 女 ) 一 = 0 ,若 u = In >/x 2 + y 2 , v = arctan - • 

ox oy x 


3464. 每 +y 誓 

ox oy 


z + \/x 2 + y 2 + z 2 , ^ u = v 

x 


z + Jx 2 + y 2 + z 2 . 


3465. x^~ + y~ = ^ ■，若 u = 2x — z 2 ，v = -. 

ox oy z z 

Q ^ Q 

3466. (x + z)— + (y + z)~ = x + y + z, ^u = x-hz,v = y~hz. 

3467 •取 


y ^ ze ^ x , 


x + ze^ y 


作为新的自变量，变换表达式 


3468 •令 


(… ”g + (z+e ”|_(, 2 


e x ^ y ) 


m ;， 


(u 2 — v 2 ) 


变换表达式 


dz 


+ 


dz 


\dxj ' \dyj 

3469. 令 €= 工 ，77 = 2/- 工 ，（= 2 — 0 ：，变换方程 

du du du 

di + dy ^ d ~ z = ^ 

3470 . 取 a; 作为函数，而 y 和 z 作为自变量，变换方程 

f 、dz dz 

(…) 石切 ㊈ = 0 - 

3471 • 取 a; 作为函数，而 u = ?/ - = + z 作为自变量，变换方程 

7 v dz / 、dz ^ 

{y ~ z) di + {y+z) di = {} ' 

3472 . 取 z 作为函数，而 w = % 作为自变量,变换表达式 
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3473•令 e 泛 


^ = x — u^e 71 = y — = z — u, 变换方程 

(y + 2 + u) 尝 -\-{x + z +u) 棠 -^(x + y + u) 


du 

Yz 


x + y + z . 


在下列方程中，代入新的变量 U,v,w, 其中 w = w(u ， v): 


3474. y ^- - = {y ~ x ) z , 令 *u = x 2 + y 2 , t; 

ox ay 


1 1 

一 + 一， 忉 

x y 


\nz - (x-\- y). 


3475. x 2 


dz 

dx 


+ y 


dz 


dy 


之 2 ,令 u = = 川 

y x 


3476. (xy + z) 


dz 

dx 


3477. 


dz 

dx 



+ (n 2 ) 

( y l) = 


dz 

dy 


+ 2 /:，令 


yz — x》v = xz 一 y，w = xy 


z 2 — - —, 令 $ = ue w ,y = ve w , z = 切 e 切， 
ox oy 


3478 •令 


In Jx 1 + y 2 ^ v = arctanz ， w = x + y + 其中 it; = w[u ， v )， 变换表 


达式 


3479. 


x-y 

dz^^dz' 

dx dy 

令 u = xe z , v = ye z ， w = ze z ^ 其中 u; 

dz 


w(u^v ), 变换表达式 


A 


dx 

互 ■ 

dy 


3480 •令 C=- ， r; 

z 


X = Z,W = 其中？ i ； = w(^7],C), 

Z 

du du du xy 

x— + y— + z— =u+ —— • 
ox oy oz z 


变换方程 


令 : c = r cos (p,y = r sin^, 写出下列各式在极坐标 r 和 p 下的形式 

du du 0 . QO du du 

3481. w = x- —— y—. 3482 - w = x— + y—. 

dy dx dx dy 


x Tx^ y W 


3483. w 


du 

dx 


du 

dy 


3484 - w 


d 2 u d 2 u 



dx 2 dy 2 


3485. w 


3486. w 


9 d 2 u . d 2 u 2 d 2 u 

X d ^ +2 xy d ^ y +V W 

„d 2 z d 2 z nd 2 z 


nd 2 z ^ d 2 z 2 d 2 z 

y d^~ 2 xy d^ + x dy^~ 


f dz 


+ y 


dz\ 

dy ) 


3487. 令 a ; = r cos ( f^y = rsinp ， 变换表达式 

du dv du dv 

i — ■ ■— 

dx dy dy dx 


3488. 引入新的自变量 


x — at y 


x at 


解方程 


d 2 u 

w 


d 2 u 

dx 2 . 
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取 W 及 t ； 作新的自变量，变换下列方程 : 


3489. 2 


d^z 

dx 2 



3490. (1 + x 2 ) 


d 2 z d 2 z dz dz ^ _ 

dxdy + + = + 

2^ 2 z , ,, , _ 2 ,d 2 z dz dz 


x-y-l. 


dx 2 


+ (i + r ) 


dy 2 




+ y-g^ = 0 , 设 it = In (x + Vl + x 2 ) 及 


V = 


ln(y + Vl + y 2 ). 

f ^2 y f )2 y 

3491. ax 2 ^~^ + 2bxy—~— 

ox z dxdy 

Q^ z s 2 z 

3492 •应 + 矿 0 ,设以 


+ cy 


2 


d 2 z 

dy 2 


Q (a ， b，c 为常数)，设 w = lna; ， t; = lny. 


x 


x 2 + y 2 


v 


y 


: r 2 + y 2 • 


3493. 


d 2 z d 2 z 



+ m 2 z = 0, 设 ： r = 0 cosv ， y = e u sinv. 


dx 2 dy 2 


3494. 


d 2 z 

dx 2 


d 2 z _ ldz 
dy 2 2dy 


(y > 0 )， 设 w = re - 2y/y 及 r = a; + 2^/y. 


2 52 之 =0 ,设以 


靈 

P 2 

3496 - P w) 


dy 2 


xy，v 


x 


y 


d 2 z 

dxdy 


+ y 


2 


d 2 z 

dy 2 


0, 设 u 


njirk0T d 2 z f 9 o\ ^ 2z dz dz 

3497. +y )_+ 即 ㉟ 切 


x + y , v = - + 

x y 

0 , 设 w = \{x 2j ry 2 ),v = xy. 


3498. x 2 


d 2 z 

dx 2 


— 2x sin y 


d 2 z 

dxdy 


2 


+ svcry 


y 


z > 

-r—^ = 0. u = x tan ~.v = x. 

oy z 2 


3499. x 


d 2 


z 


dx 2 


y 


3500- 


d 2 z 

dxdy 


d 2 z 

dy 2 


1 + 


0 (x > 0, y > 0 )， 设 x = (u +1 ;) 2 及 y = [u — v) 2 • 


dz 

dy 


3 


设 


U = X 


及 


V 


y + z. 


3501 . 利用线性变换 


《 =x +Aiy, T] = x + X 2 y, 


把方程 




dx 2 


dxdy 


dy 2 


⑴ 


( 其中 A B 和 C 为常数，且 AC - S 2 < 0 ) 变换为以下形式 

A =0. 


求满足方程 （ 1) 的函数的一般形式 . 


d^drj 


3502, 证明： 拉普拉斯方程 


Az 


的形式在满足条件 


d 2 z d 2 z 
dx 2 + dy 2 


0 


dip 

du 


dv 


d(p 

dv 


d 外 

du 


的任何非退化变换 
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X = (f(u, v), 


寸 ( U ， v ) 


下保持不变. 


3503 . 令 u = f ( r ), 其中 r 


x 2 + y 2 ,变换方程: 


( x A d 2 u d 2 u ^ 

⑷ + 硬 = 0; 


(b) △(△ 


3504. 若令 


w = f ( u ) 


其中 u = { x - x 0 )(y - yo ), 则方程 


化为何种形式? 

3505•令 


d 2 w 

dxdy 


+ cw 


x^y = X, 


XY, 


变换表达式 


d 2 u d 2 u du 


3506. 证明： 方程 


的形式在变换 


0 2 z 、。 2 dz a , '、dz 9 o 

应 +2 邱 _ +% - y3) _+ xV , 


下保持不变. 


3507. 证明： 方程 


的形式在变换 


下保持不变. 

3508•令 


变换方程 


UV 


d 2 z d 2 z d 2 z __ 

dx 2 dxdy ^ dy 2 


: r + Z , v = y ^ z 


vC , 


ec 




3509 •令 


d 2 u d 2 u d 2 u 

XV ^y +yZ ¥z +XZ ^~ z =Q 


yi = x 2 + - xi,y 2 = xi - x 2 ,y^ = xi + x 2 - x 3 


变换方程 


d 2 z d 2 z d 2 z 


d 2 z 


d 2 z 


d 2 z 


3510 •令 


dx \ dx \ dxl dx \ dx2 dx \ dx ^ dx2dx ^ 


= y 
_ 一 : 

X 


Z 

v =-， 

X 


y - z , 
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- 


变换方程 


2 d 2 u od 2 u od 2 u _ d 2 u d 2 u _ d 2 u 

x ㉟ 切 W ^ Z 应 + ㈣ 硕 + 2XZ _ + 2yZ _ 


dy 2 


提示：把方程写为 A 2 u -Au = 0 的形式，其中 

d d d 

A = x — + y — J rz —. 

ox ay az 


3511 .令 


x = r sin ^ cos ^, 


r sin 汐 sin z = r cos 0， 


把表达式 


A\u 


du 

dx 


+ 


变换为球坐标下的形式. 


du 

dy 


+ 


du 

dz 


d 2 u d 2 u d 2 u 


提示： 变换由两个特殊的变换构成: 

X = i?COS(/?, 


Rsimp 


z : 


R = r sin 0, p = P ， 
3512. 引入新函数切，令变换方程 


rcosO . 


d 2 z 

dx 2 


8^ z \ 

dy 2 ) 


dz 

dx 


dz 

dy 


取 U 和为新的自变量，而 W = wiu , v ) 为新函数，变换下列 方程： 

/)2 y piy O rp 

3513 - + = 土，设从= 王 ， v = = 

ay 2 dy x y 

d 2 z d 2 z d 2 z . y z 

3514. ^~2 _ ^ = 0,设 u = x + y，r = 么，忉 =-• 

ox 2 dxoy oy z x x 

d 2 z n d 2 z d 2 z 。 w 

3515 - + 2^-^- + ^ = 0, W ： u = x + y,v = x - y,w = xy - z . 

ox 2 oxoy oy z 


ox 1 oxoy ox 


x + y x-y 
— 2~' V = ~~2~' W 


ze y . 


^ Qi ^ z / xj \ z 

3517 •应 — 2 硕 + ( 1 +;)¥ = M hu = x+ w = a:+y+z . 


.2^9 2 z , ^ o,d 2 Z _dz , dz 


3518. (1 - ^ )q ^2 + ( 工 —^ )^2 = x d^ +y d^^ 设 $ = sinu，y = smv,z = e 

, 0 、 d 2 z d 2 z ^ dz 1 ^ H 、、/ r 

3519 - (1 — $ _ ㉟ f = 0 < 丄)，设 

u = -(y + arccos x), v = -( 2 / — arccos x), w = z \/1 — x 2 -. 

2 2 

dz dz 

議.£ + &= 2! 5^—，设 

Z 

u = x + y, v = x-y, w = - ■ • 

x/x z - y l 


3521- 证明：任何方程 


d 2 z dz dz 
dxdy a dx ~^ dy 


+ cz 



( a , 6, c 为常数）用代换 
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ue 


ax-\-(3y 


(其中 a 与 p 为常量 ， u = u { x , y )) 可以化为以下 形式： 

^+ c lW = 0 ( Cl 为常数) 

3522. 证明： 方程 

d 2 u du 


dx 2 


dy 


的形式在变换 


Vv 


xl 

Ay 


( u f 为变量 x ， 与 y ' 的函数）下保持不变. 

3523. 令 w = :r + z，r = y + 2 ：， u ; = x + y + z ， 且认为切= w ( u ， v )， 变换方程 

Q^ z Q^ z Q2 z 

dz dz 

其中 p = T，g = ^-. 

ox ay 

3524. 令 x = #， y = e 77 , 2 ： = e <, 以 = e ' 其中切 = 变换方程 


2^ , 2 


d 2 u 2 d 2 u 
dy 2 + Z dz 2 


du 

dx 


3525. 证明：方程 


du 

dy 



du 

dz 


d 2 z d 2 z 
dx 2 dy 2 


d 2 z 

dxdy 


0_ 


的形式与变量％2/和2所分别但任的角色无关. 

3526.取 z 作为变量 y 和 z 的函数，解方程 

f 9z\ 2 d 2 z dz dz d 2 z /dz\ 2 d 2 z 

\dy) dx 2 dx dy dxdy ^ dy 2 

3527 - 运用勒让德变换 

dz dz dz dz 

x = ‘， Y = ^ z = x ~^ + y 瓦— z ， 

其中 Z = Z ( X , y )， 变换方程 

,f dz dz\ d 2 z ， 2B (— —) 。 （dz dz\ d 2 z 

dy) dx 2 l dy) dxdy + 、 dx’ dy) dy 2 


§5. 几何上的应用 


l . 切线和法平面. 曲线 

X = W ⑺， 

在其上一点 M(x,v ， z) 的切线 方程为 

da : 

dt 


轉) 


xW 


Y-y 

dy 

dt 


Z-z 

dz 

" d ? 
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在此点的法平面方程为: 




0 . 


2 . 切平面和 法线. 曲面 z = f ( x y y ) 在其上一点 M ( x , y , z ) 的 切平面 方程为 

z-^|(x-x) + |(y- y) . 


在点 M 处的法线方程为 


X — x Y 一 y Z — z 


dz 

dx 


dz 

dy 


1 


若曲面方程以隐函数的形式 F ( x , y , z ) = 0给出，则切平面方程为 

dF … 、 dF …、 OF 


dx 


( X - x ) + —( Y - y ) + ^( Z - z ) = 0 


法线方程为 


dz 


X — x Y — y Z — z 


dF 

dx 


dF 

dy 


dF 

dz 


3. 平面曲线族的包络线. 含一个参数的曲线族 /( o :, y , a ) = 0( a 为参数）的包络线满足方 


程组 


f ( x , y , a ) = 0, f a ( x , y , a ) = 0. 


4. 曲面族的包络面. 含一个参数的曲面族 F { x , y , z , a ) = 0 的包络面满足方程组 

F ( x , y , z , a ) = 0, F ^( x , y , z , a ) = 0. 

含两个参数的曲面族 H ^ y , z , a , p ) = o 的包络面满足方 程组： 

= 0, ^ a ( x , y , z , a , f 3) = 0, z , a , f 3) = 0. 


写出下列曲线在已知点的切线和法平面 方程： 

3528. x = a cos a cos t,y = a sin a cost, 2 = asin^; 在，存 t = to. 

3529. x = a sin 2 t,y = 6 sin t cost, z = ccos 2 1; 在点 t = 

3530. y — x^z = x 2 ] 在点 M(l, 1,1). 

3531. x 2 -hz 2 = 10, y 2 + z 2 = 10; 在点 M(l,l,3). 

3532. x 2 + p 2 -h z 2 = 6,x -h y -h z = 0; 在点 M(l, -2,1). 

3533. 在曲线 x = t ， y 二 t'z = t 3 上求一点,此处的切线平行于平面 x +2 y-^z = A . 

3534. 证明：螺旋线 a; = a costly = asint,z = bt 的切线与 O 2 ： 轴形成定角. 

3535. 证明：曲线 x = ae f cos t->y — ae 4 sin t,z = ae* 与锥面 x 2 -\- y 2 = z 2 的各母 
线相交的角度相同. 


3536. 证明： 斜驶线 

tan + 菩 ) = A (沁= 常数） 

(其中^是地球上点的经度， 4 是地球上点的纬度）与地球的一切子午线相交成定角. 


3537. 求曲线 




x-xq = y — m 
cos a sin a 


(其中 / 为可微函数）在点 M 0 ( x 0 , yo ) 的切线与 Oxy 平面所成角的正切. 


• 252 • 


第六章多元函数微分学 


3538. 求函数 

在点 M ( l ， 2 ，— 2 )沿曲线 
在此点的切线方向的导数. 



X 

^ x 2 + y 2 z 2 


x = t, y = 2t 2 、 z = ~2t A 


写出下列曲面在点 Mo 的切面和法线 方程： 

3539. z = x 2 +y 2 ; M 0 (l, 2, 5). 3540. x 2 +y 2 +z 2 = 169; M 0 (3, 4, 12). 


3541. = arctan —; Mo fl , 1, —V 

x \ 4 / 

3543* z ~ y -\-\n —] A^q(1 ， 1， 1). 

z 


3542. ax 2 + by 2 - cz 2 = 1; M 0 (x 0 ,y 0 , z 0 ). 
3544. 2, +2 姜 =8; M 0 (2,2 ， l). 


3545. x = acos 0 cosp，y = 6 cos^sin = csmx[)\ Mo ( po ,4 o )_ 

3546. x = r cos ^, y = rsiiup^z = r cot a ; Mo ( po , ro ). 

3547* x = ucosv^y = usinv^ z = av\ Mq{uq^ vo). 

3548. 求曲面 


x = u + y = u 2 + v 2 ， z = u 3 -h v 3 


的切平面当切点 M(u,v)(u^v) 无限接近于曲面的边界线 u = v 上的点 M 0 ( u 0 , v 0 ) 时 
的极限位置 ■ 

3549. 在曲面 

x 2 + 2 y 2 + 3 z 2 + 2 xy + 2 xz + ^yz = 8 


上求出切平面平行于坐标平面的诸切点. 

3550. 在椭球面 




+ 


z 


2 


C 2 


上怎样的点，椭球面的法线与各坐标轴成等角? 

3551- 求曲面 


=1 


x 2 + 2y 2 + 3: 2 = 21 


的平行于平面 x +4 y + 6 z = 0 的各切平面. 

3552. 证明： 曲面:= a 3 (a > 0) 的切平面与坐标面形成体积一定的四面体. 

3553. 证咏 曲面 


\fx + y/y + \fz = \fa (a > 0) 

的切平面在坐标轴上割下的诸线段，其和为常量. 

3554. 证明： 锥面 

Z = xf (I) 


的切平面经过其顶点. 


3555. 证明： 旋转面 


^ = /(\ A 2 + y 2 ) (/’ 一 0) 


的法线与旋转轴相交. 

3556. 求椭球面 

X 2 -\- y 2 -\- z 2 — xy = 1 

在坐标面上的投影. 

3557. 分正方形 {0^ x ^ l ,0^ y ^ l } 为直径不大于 J 的有限个部分 a . 若曲面 

z = 1 — x 2 — y 2 

在属于同一部分 <7 的任何两点 P(x ， y) 及 P 1 (x u y 1 ) 的法线方向相差小于 1 。， 求数 5 的 
上界. 

3558 . 设 

^ = /卜， y )， 其中（工， y ) eD ( i ) 

为曲面的方程， ^( Pi , P ) 为曲面⑴在点 P ( x , y ) e D 及 P ^ y ^ GD 二点的法线之 
间的夹角_证 明：若 D 为有界闭区域，函数 f ( x , y ) 在区域 D 内具有有界的二阶导数, 
则李雅普诺夫不等式 

if ( P u P )< Cp ( P 1: P ) (2) 


成立，其中 C 为常数, p ( P u P ) 为点 P 与朽 之间的距离. 

3559. 圆柱面 x 2 + y 2 = a 2 与曲面=卿在公共点 M 0 ( x 0 , yo ,^ o ) 相交成怎样 
的角？ 

3560. 证明：球坐标的坐标面 x 2 -\- y 2 z 2 = r 2 ,y = x tan x 2 -\- y 2 — z 2 tan 2 0 两 
两正交. 

3561. 证明： 球面 

x 2 -^ y 2 -\- z 2 = 2 ax , x 2 -\- y 2 + z 2 = 2 by , x 2 -\- y 2 + z 2 = 2 cz 
形成三重正交坐标系. 

3562. 当 A = A 1? A = A 2 ,A = A 3 时，经过每一点 M ( x , y , z ) 有三个二次 曲面： 

x 2 y 2 z 2 

a 2 - A 2 + b 2 ~ X 2 + c 2 - A 2 = — 1 ( a>6>c> °) - 

证明： 这些曲面是正交的. 


3563. 求函数 u = x -\- y -\- z 沿球面 x 2 + y 2 z 2 = 1 在点 M 0 ( x 0 , yo ,^ o ) 的外法 
线方向的导数 • 在球面上怎样的点，函数 u 的上述法向导数有： （ a ) 最大值， （ b ) 最小值， 
( c ) 等于零？ 

2 2 2 

3564. 求函数 u = x 2 + y 2 + z 2 沿椭球面 ^ -h ^ = 1 在点 M 0 ( x 0 , y 0) ^ o ) 

的外法线方向的导数. a C 


f)qj fiqj 

3565. 设^和^为函数 w 和 t 在曲面 F ( x , y , z ) 


0上的点的法向导数.证 
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明: 


d , 、 dv du 

^v)=u- + v-. 


求含一个参变量的平面曲线族的包 络线: 

3566. xcosa -h ysina = p (p = 常数) • 

3568. y = kx + ~ (a = 常数). 

k 


3567. ( x-af + y 2 = 

Zt 

3569* y 2 = 2 px + p 2 - 


3570. 设有长为丨的线段,其两端点 2 沿坐标轴滑动，求如此产生的线段族的包络线. 

3571. 求面积 S 为常数的椭圆族_ + _ = 1的包 络线. 

3572. 炮弹在真空中以初速度如射出，当投射角 a 在竖直平面中变化时，求炮弹 
轨迹的包络线. 

3573. 证明： 平面曲线的法线的包络线是此曲线的渐屈线. 


3574. 研究下列曲线族的判别曲线的性质 （ c 是参变 量)： 

( a ) 立方拋物线 y = (x — c ) 3 ; ( b ) 半立方拋物线 y 2 = (x — c ) 3 ; 

( c ) 尼尔拋物线 y 3 = (x - c ) 2 ; ( d ) 环索线 （y — c) 2 = 

a -\- x 

3575. 求半径为 r ， 中心在圆周 ； r = Rcostly — Rsint : z = 0 (t 是参数， R > r ) _b 

的球族的包络面. 

3576. 求球族 


(x — tcosa ) 2 + (y — tcos (3) 2 + (z — t cos^) 2 = 1 
(其中 cos 2 a + cos 2 P + cos 2 7 = 1 , i 是参变量）的包络面. 

3577. 求相应体积 F 是常数的椭球面族^ + ^ + 4 = 1的包络面. 

a 1 b l c z 

3578. 求半径为 p ， 中心在圆锥面 x 2 4- y 2 = z 2 上的球族的包络面. 

3579. 有一发光点位于坐标原点.若 ; rg + W + 竓〉 丑 2 ,求由球 

(> — x Q ) 2 十 (y - 如 ) 2 ~\ r ( z ~ zq ) 2 ^ R 2 

投影所生成的阴影圆锥. 

3580. 若参量 p 和 g 满足方程 

p 2 + q 2 = 1, 

求平面族 

Z - Z 0 = p ( x ~ x 0 ) + q(y - y 0 ) 

的包络面. 


§6. 泰勒公式 


1. 泰勒公式. 若函数 f ( x , y ) 在点 （ a , 6) 的某邻域内有直到 n + 1阶（包括 n + 1阶）的连 
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续偏导数,则在此邻域内成立公式 


n 


/( 工， 2/) = /(M) + 5Z 


(x-a)^ + (y-6)^ 


n 怎 


/( a , 6 ) + Rn ( x , y ), 


其中 


( 1 ) 


R n ( x , y ) 


(n + 1)1 


{x ~ a) h + {y - b) iy 


n 屮 1 


/(a + 9 n (x - a ), 6 + O n (y - b )) 

(0<9 n < 1). 


2 . 泰勒 级数， 若函数 f ( x , y ) 无穷次可微且 lim R n ( x , y ) = 0 , 则此函数可表示成幂级数的 

n—^oo 

形式： 


/( 工,: y ) = /( a , 6 ) + 

i + j^l 


1 Ai+j) 


( a ， b)(x - a)\y - b ) 3 . 


( 2 ) 


在 a = & = 0 的特殊情形下，公式⑴和 （ 2 ) 分别称为麦克劳林公式和麦克劳林级数. 
对于多于两个变量的函数有类似的公式. 


3 . 平面曲线的奇点. 若可微曲线 F ( x , y )= 0 上的点 M 0 ( xo ^ yo ) 满足下列 条件: 

F ( xo , yo ) = 0 , F 1 x { xq , yo ) = 0 , Fy ( xo , yo ) = 0 , 

则称此点为奇点.设 M 0 ( xo , yo ) 是属于光滑曲线类 C ⑺的曲线的奇点，且数 


^ = Kxi^o^yo), B = F^ y (x 0 ,yo), C = Fy y (x 0l yo) 

不全为零.于是，若 

(1) AC — > 0,贝 U M 0 是孤 立点； 

(2) 乂(7 - S 2 < 0,贝 IJ M 0 是二重点（节 点)； 

(3) — S 2 = 0,贝 ! J M 0 是上升点或孤立点 • 

在 A = B = C = 0 的情形，奇点的种类可能更复杂.至于不属于光滑曲线类 C ⑺ 的曲线， 
奇点还可能有更复杂的 本质： 中断点，角点等等. 

3581. 在点 A ( l ,-2) 的邻域内根据泰勒公式展开函数 

f(x，y) = 2x 2 - xy — y 2 — Qx ~ 3y 5. 

3582. 在点 A ( l , l , l ) 的邻域内根据泰勒公式展开函数 

f(x，y, z) = X 3 -\-y 3 z 3 - Zxyz. 

3583. 当自变量值从 x = l,y ^ -1 变到 ： n = l^K Vl ：= —1 + fc 时，求函数 

/(^ ? y) — ^ 2 y + x v 2 ~ ^ x v 的增量 • 

3584 . 设 

f[x，y,z) = Ax 2 + By 2 4 - Cz 2 + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz, 

按数 h ， fc 和 Z 的正整数次幕展开 /($ + h，y + fc，z + Z ). 

3585. 写出函数 


f ( x , y ) = x y 


在点 A ( l ， l ) 的邻域内的展开式，到二次项为止. 
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3586. 根据麦克劳林公式展开函数 

f ( x ， y ) = \/l - x 2 -7, 

到四次项为止. 


3587.若 | z | 和 M 同1比较为很小的量，对于下列表达式 


(a) 


COSX 

cosy 


推出精确到二次项的近似公式. 


(b) arctan 


l + x^y 
1 — x + y 


3588. 假定 x 、 y ， z 的绝对值是很小的量，简化表达式 


cos(x + y + 之 ) 一 cos x cosy cos z• 

3589 . 按 h 的幂次展开函数 

F ( x , y ) = ^ [ f(x + h ， y ) + f ( x , y + h ) + f ( x - h ， y ) + f ( x , y - h )] - f ( x , y ), 

精确到 / i 4 . 

3590. 已知中心在点 P ( x ， y ) 半径为 p 的圆周，设 f ( P ) = f [ x ， y ) 及 Pi { x uyi ) (i = 
1,2,3) 为该圆周的内接正三角形的顶点，并且 x 1 = x ^ p , y l = y . 按的正整数次幂展 
开函数 

〜)=|[刺+ /(朽)+胸]’ 

精确到 P 2 . 

3591. 按 h 与 k 的幂次展开函数 


^xyf(x.y) = f(x + h，y + k) - f(x + h ， y) - f(x，y + k)+f(x ， y). 

3592 .依 p 的幂次展开函数 


F(P) = 



2 jt 



f(x + pcosip ^ y + p sin ip ) d (^. 


将下列函数展开成麦克劳林 级数: 


3593. /( x , y ) = (l + x) m (l + y ) n . 
3595. f ( x , y ) = e x siny. 

3597. /(x, y ) = sinxsinhy. 

3599. f ( x , y ) = sin(x 2 + y 2 ), 

3601. 写出函数 

的麦克劳林级数的前三项. 


3594. f ( x ， y )= ln(l - j-x + y ). 
3596. f ( x 7 y ) — e x cos y . 

3598. f ( x ， y ) = cos a : cosh y . 

3600. f ( x ， y )= ln(l + x ) ln(l + y ). 

(1 + x) t2y dt 


3602. 按二项式 a : _ 1 和 y + 1 的正整数次幂将函数展开成幂级数. 

3603. 写出函数 }{ x , y ) =-在点 M ( l , l ) 的邻域内的泰勒级数展开式. 

3604•设之为由方程 z 3 -2 xz^y = {) 定义的： r 和 y 的隐函数，且当 x = 1和 
y = 1时 z = 1. 写出函数2按二项式 x - 1和 y - 1的升幂排列的展开式中的若干项. 


研究下列曲线的奇点的种类并大略地画出这些曲线： 

3605. y 2 = ax 2 + x 3 . 3606. x 3 -\- y 3 ~ 3 xy = 0. 


§7. 多元函数的极值 
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3607. ;r 2 + y 2 = x 4 + y 4 . 3608. x 2 ^ y 4 = x 6 . 

3609. ( x 2 + y 2 ) 2 = a 2 ( x 2 — y 2 ). 3610. (y — x 2 ) 2 — x b . 

3611. (a + x ) y 2 = (a — x ) x 2 . 

3612. 研究参变量 a , b,c (a ^ b ^ c ) 的值与曲线 y 2 = (x — a)(x — b)(x - c ) 的形 
状之关系. 


研究超越曲线的 奇点： 



3613. y 2 

=i- 

3614. y 2 -- 

= l-e~ x 

3615. y = 

: x\nx. 

3616. y = 

X 

1 + ei 

3617. y = 

( 

: arctan [ - ]. 

\sinx / 

3618. y 2 : 

_ Jt 

=sm — • 

X 

3619. y 2 •• 

=sin x 2 . 

3620^ y 2 : 

= sin 3 x. 


§7. 多元函数的极值 

1. 极值的定义 . 若函数 /( P ) = }{ x lr ■- , x n ) 在点 P 0 的邻域内有定义,并且当0 < p ( Po , 
P)<S 0^, f ( P 0 ) > /( P ) 或 f ( Po ) < f ( P ), 则说，函数 f ( P ) 在点凡 有极值 （相应地 为极大 
值或极小值). 

2. 极值的必要条件. 可微函数 f ( P ) 仅在临 界点几 ，即 d /( F 0 ) = 0的点凡能达到极值. 
所以，函数 f ( P ) 的极值点满足方程组 /^( A , … Jn ) = 0 (i = l ，...， n ). 

3. 极值的充分条件 . 函数 /( P ) 在点 P 0 有： 

n 

( a ) 极大值 ，若 d /( P 0 ) = 0,且当 D | dxi | ^ 0时 d 2 /( P 0 ) < 0， 

i=l 

n 

( b ) 极小值 ，若 d /( P 0 ) = 0,且当 f I dA | # 0时 d 2 / (凡） > 0. 

i=l 

为了研究二阶微分 d 2 /(^ o ) 的符号，可采用相应二次型为标准形式的方法. 

特别是，对于两个自变量3：和 y 的函数 f ( x , y ), 若在临界点 ( xo , yo ) ( df ( x 0 , yo ) = 0) 成立 
条件 D = AC - 丑 2 # 0,其中力= f ^ x ( xo , yo),B = O 0 ， y 0 )，C = ‘(抑，卯)，则那 里有： 

(1) 极小值， 若 D > 0, A > 0 (C > 0); 

(2) 极大值，若 D > 0, A < 0 (C < 0); 

(3) 极值不 存在，若 D <0. 

4. 条件极值 . 在关系式 <Pi(P) = 0 (i = 1，…， m;m < n ) 存在的条件下，求函数 f { Po ) = 
/ ( X U X 2 , ... ，^)的极值的问题，可归结 为求拉格朗曰函数 

m 

l ( P ) = Kp ) + J 2 x ^ p ^ 

的普通极值的问题，其中 Ai(i = 1,…， m ) 为常数 . 关于条件极值的存在和性质的问题，在 
最简单的情况下，可根据对函数 L ( P ) 在临界点凡的二阶微分 d 2 L ( P 0 ) 的符号的研究来解决, 


①此方法称为拉格朗日乘子法，因子入称为拉格朗日乘子. 


译注 
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此时变量 dX !, dx 2 , …，满足以下限制 条件: 


n 




鲁争 ♦ 


， m). 


5. 绝对极值. 有界闭区域内的可微函数 /( P ) 在此区域内或于临界点，或于区域的边界点达 
到自己的最大值和最小值. 


研究下列多元函数的 极值： 

3621. z = x 2 

3623. z 二 (x — y 1) 2 . 

= x 2 y 3 (6-x-y). 


3622. z = x 2 - ( y -1) 2 . 


3624. z 


X 


2 


-xy + y 2 -2 x + y 


3625」 


3626« z = x 3 + y 3 — 3 xy . 


3627. ( a ) z = x A ~ x 2 — 2 xy — y 2 \ ( b ) 2 ： = 2 x 4 + y 4 — x 2 — 2 y 2 . 


3628. ^ 


xy + — + — (x>0 3 y>0) 

y 


X 


3629* >2 = xy \ 1 — 


x 


a 


2 


2 


2 


y 


(a > 0, fe > 0). 


3630. 2 


3631. ^ 


ax -{-by c 
yjx 2 + y 2 + 1 

1 - \/x 2 + y 2 . 


( a 2 + 6 2 + c 2 # 0). 


3633. ^ = e x2 -^(5-2 a : + |/). 


3632. z = e 2 x +3 y { Sx 2 - 6 邛 + 3 y 2 ). 

= (5x + 7 y — 25)e— (x2+xy+y2) 


3634. z 


3635. z = x 2 - j - xy y 2 — 4 lnx ~ lOlny . 

3636. 2 ： = sinx + cosy + cos(x — y ) (0 彡丨彡 一; 0 彡 y 彡 一)■ 

V 2 2 / 

3637* z = sinxsinysin(x H - y ) (0 ^ x ^ 7 i ]0 ^ y ^ k ). 


3638* z = x — 2 y -\-\n y / x 2 -\- y 2 +3 arctan — 

x 


3639. 2 = xy ln(x 2 -f y 2 ). 

3641. z = { x 2 + y 2 ) e _ ^ 2+y2 \ 

3643. u = x 3 + 2 / 2 + z 2 + 12 xy + 2 z . 


3640. js = x + y + 4 sin x sin y. 

3642. w = x 2 + y 2 + z 2 + 2 x + 4 y — 6 z . 


2 


.2 


3644. w = x + j - + — + - (x > 0,2 / > 0, z > 0). 

43? y cc 

3645. u = xy 2 z 3 (a — x — 2 y — 3 z ) (a > 0). 


2 


.2 


3646. u = — + — -h — + ( a : > 0, y > 0, z > 0, a > 0, 6 > 0). 

x y z o 

3647^ u = sinrc + siny + sin:-sin(：E + y + ^) (0 ^ x ^ 7i]0 ^ y ^ n]0 ^ z ^ n) 

3648. u = 


• • • < (1 - Xi - 2^2 - 7ia: n ) (xi > 0, X 2 > 0, 


> 0). 


3649. u 


a；i + — + — + 
Xi Xo 


_ » • 


H --— I - [Xi > 0 , i = 1 , 2 , ••- , n). 


3650. 惠更斯问题.在 a 和 6 二正数间插人 n 个数: r 1; 办…， k 使分数 


u 


X\X2 — X 


n 


(a + xi){xx + : r 2 ) … ( x n + b ) 



的值最大. 


求变量: r 和 y 的隐函数 z 的极值： 

3651. x 2 y 2 z 2 — 2 x + 2 y — Az — 10 = 0. 

3652. ~ xz — yz + 2 x -\- 2 y -\-2 z — 2 = 0. 

3653. { x 2 + y 2 + z 2 ) 2 = a 2 { x 2 + y 2 - z 2 ). 


求下列函数的条件极值点： 
3654. z = xy , 若 o ; + y = 1, 


3655. 2 


E + t 若 p + y 2 = i 

a b 


3656. 2 ； 


工 2 + 〆 ， 若 e + S = i . 

a o 


3657. ( a ) z = Ax 2 + 2Bxy 4 - Cy 2 , 若: c 2 + y 2 = 1; 

( b ) z = x 2 + 12xy + 2y 2 ，若 4x 2 -\-y 2 = 25. 

3658. 2 ： = cos 2 x + cos 2 y, ^ x — y = 

3659. w = $ — 2 沒 + 2z ， 若 a; 2 + y 2 + z 2 = 1. 

3660. u = x m y n z p , 若 x + ]/ + z = a (m > 0,n > 0,p > 0,a > 0). 

3661. w = t 2 + y 2 + 之 2 ，若 一^ + -^2 + -^2 = 1 (a > 6 > c > 0). 

3662. u = xy 2 z s , 若 ; c + 2y + 3z = a (: r > 0, y > 0, z > 0, a > 0). 

3663. (a) w = xyz, 若 a; 2 + y 2 + z 2 = 1, a + y + 2 = 0; 

( b ) u = xy ^ yz , 若： c 2 + y 2 = 2，y + 2 = 2 (x > 0 , y > 0, 2 > 0 ). 


3664. u = sin a ; sin y sin 2 ：, ^ x -\-y + z 


(x > 0 ,y > 0 ,z > 0 ). 


3665« u = 


2^2 y 2 ^2 h 

•^7 + ^7 + -^ 若 x 2 +y 2 + 2 2 = 1 5 xcosa + y cos /3 + 2cos7 
a 1 b l c z 


0 (a > 


6 〉 c > 0, cos 2 a + cos 2 (3 + cos 2 7 = 1). 


3666. u = (x - 0 2 + ( 2 / - v ) 2 + - C ) 2 , ^ Ax + By + Cz = 0, x 2 y 2 z 2 


R 2 


cos a cos P cos 7 


其中 cos 2 a + cos 2 /? + cos 2 7 


3667. 


伸.■•以，中》..，々 


1 (ai > 0;z = 1 ， 2, 


• • • 


， n ) 


3668. 


^ 1 + ^2 + r •• + X n (P > 1 ) ， 若怎 1 + $2 + • • • + $ 


a (a > 0). 


ai ao 

3669. w = — + — + 

Xi X2 


» • • 


+ S，" lXl + 知 2 + .._ + ^ 


(ai > 0, ft > 


0 , xi > 0 ; 2 = 1 , 2 , 


摩 • ♦ 


， n ). 


3670, u = x ^ x ^ 2 若 $ i + a ； 2 +，.-+ a；n = a (a > 0 ，qh > 1 ，S = 1，2,…， n )_ 


$ 

3671 .在 ^2 


x 2 . 


9 V 

的条件下，求二次型 U = aijXiXj ( a . 



) 的极值. 


% 


ij=l 


3672 .若 n>l 及: c >0 ，y 彡0,证明不 等式 ： ^ (^±1 
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求下列函数在指定区域内的上确界 (sup) 和下确界 （ inf ): 

3675. z = — 2 y — 3,若0彡 ： c 彡 1,0彡 y 彡 1，0 < x + y < 1 . 

3676. z = rc 2 + y 2 — 12 x H - 16 y , 若 x 2 + y 2 < 25. 

3677. z = :r 2 - :q/ + y 2 , 若 | 尤 | + |y| 《 1. 

3678. u = x 2 -h 2 y 2 + 3 z 2 , 若 a ; 2 + y 2 + z 2 彡 100. 

3679. u = x + y + z ， 若： c 2 +y 2 彡 2 ： <1_ 

3680. 求函数 

W = (X + y + Z ^ e ~{x+2y+3z) 


在区域 x > 0,7/ > 0,z> 0 内的下确界 （ inf ) 与上确界 ( sup ). 

3681. 证明：函数 z = (1 + e y ) cos x - ye y 有无穷多个极大值而无一极小值. 

3682. 函数 f{x,y) 在点 M 0 ( x 0 ,2/ o ) 有极小值的充分条件是否为此函数在通过点 
M 0 的每一条直线上有极小值呢？研究例子 f(x ， y) = (x — y 2 )(2x - y 2 ). 

3683. 分解已知正数 a 为 n 个正的因数，使得它们的倒数的和为最小. 

3684. 分解已知正数 a 为 n 个相加数，使得它们的平方和为最小. 

3685. 分解已知正数 a 为 n 个正的因数，使得它们的已知正数次幂的和为最小. 

3686. 已知在平面上的 n 个质点 Pi(xi,yi),P 2 (x 2 ,y2),*-- ， P n (x n ,y n ), 其质量分 

别为 - - - , m n . 


§7. 多元函数的极值 
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点 P ( x ， y ) 位于何处时,该质点系对此点的转动惯量为最小？ 

3687. 容积为 F 的无盖长方浴盆在何种尺寸下有最小的表 面积？ 

368 8 _横截面为半圆形的无盖柱形浴盆，其表面积等于5 1 ，在何种尺寸下此盆有最 
大的容积？ 


3689. 在球面 x 2 + y 2 z 2 = I 上求一点，这点到 n 个已知点 Mi { xi , y u zi){i = 
1，2 , •…， n ) 距离的平方和为最小. 

3690 *底面相同的直圆柱体与直圆锥体拼接在一起构成一个物体，其总表面积 < 5 取 
给定值.为了使此物体的体积为最大，求其尺寸大小. 

3691. —长方体的上下两底均为正方形，分别与同样的两个正四角锥体拼接在一起 

构成一个物体，其体积 F 取给定值.当四角锥的侧面对它们的底成怎样的倾角时，该物 
体的总表面积为最小？ 


3692. 将周长为 2 p 的矩形绕其一边旋转,矩形所扫过的区域构成一旋转体，求使该 
旋转体体积为最大的那个矩形. 

3693. 将周长为 2 p 的三角形绕其一边旋转,三角形所扫过的区域构成一旋转体，求 
使该旋转体体积为最大的那个三角形. 

3694 -在半径为丑的半球内作出具有最大体积的内接长方体. 

3695. 在已知的直圆锥内作出具有最大体积的内接长方体. 

3696. 在椭球 

x 2 y 2 z 2 
- u --1_— 1 

a 2 十 62 十 —丄 


内作出具有最大体积的内接长方体. 

3697. 直圆锥的母线 Z 与底面成倾角 a ， 试在此直圆锥中作出具有最大全表面积的 
内接长方体. 


3698. 在椭圆拋物面 
长方体. 


z 

C 


y2 

^ + b^ mZ = C 


所围区域内作出具有最大体积的内接 


36 ".求点 M 0 ( x 0 , yo ： zo ) 至平面 Ax ^ By -\- Cz-\-D = 0 上的点的最短距离. 

3700. 求空间二直线 

^ y ~yi z - zx x - X2 y ~ V2 z - 

m i n i Pi 5 m2 no vo 

之间的最短距离. 2 P2 

3701. 求拋物线 y ~ x 2 和直线 x — y — 2 = 0 之间的最短距离. 

3702. 求有心二次曲线 


的半轴. 

3703. 求有心二次曲面 


Ax^ -f- ^Bxy -f- Cy^ — 1 


Ax 2 + By 2 + Cz 2 + 2 Dxy + 2 Eyz + 2 Fxz = 1 


的半轴. 
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3704. 求用平面 
与柱体 

相交所成椭圆的面积. 

3705. 求用平面 


Ax + By + Cz = 0 



x cos a H - t / cos 0 -\- z cos 7 = 0 
(其中 cos 2 a + cos 2 (3 + cos 2 7 = 1 ) 与稀球 


相交所成截面的面积. 



3706. 根据费马原理，光在最短时间内从一点传播至另一点. 

假定这两点位于交界面为平面的不同的光介质中，并且光的传播速度在第一种介质 
中等于而在第二种介质中 等于^ 试推出光的折射定律. 

3707. 一折射棱镜的折射角©为％折射率为 n . 光线以怎样的人射角射向此棱镜 
侧面,其偏向角（即人射线与出射线之间的角）为最小？求此最小偏向角. 

3708. 变量 Z 和?/满足系数待定的线性方程 


y = ax -\- b . 

经过一系列精度相同的测量，对于量: r 和 y 得到值而，队= 1 ， 2 , …， n ). 利用最小二 
乘法，求系数 a 和 6 的最可靠数值. 

提示： 根据最小二乘法，系数 a 和 6 的最可靠数值所对应的误差的平方和 

b - yi ) 2 

i=l i=l 

为最小. 

3709. 在平面上已知 n 个点 Mi ( x uyi ) = 1,2，... ， n ). 直线 

x cos a + y sin a — p = 0 

在怎样的位置时，这些点与此直线的偏差的平方和为最小？ 

3710. 在区间 （1, 3) 内用线性函数仰+ 6 来近似地代替 函数： r 2 , 使得绝对偏差 

A = sup \ x 2 — (ax + 6)| (1 彡; r 彡 3) 

为最小. 


® 折射棱镜的折射角指两折射面之间的二面角.——译注 


第七章带参数的积分 


§1. 带参数的常义积分 


1. 积分的连续性 • 若函数 f [ x ， y ) 在有界区域 R [ a ^ x ^ A ; b ^ y ^ B ] 内有定义并且是连 


续的，则 


nv ) 


是在闭区间 b ^ y ^ B 上连续的函数. 



A 


f ( x , y)dx 


2. 积分符号下的微 分法. 若除在1中所列条件之外，偏导数 以 x ， y ) 在区域丑内连续，则 


当 b < y < B 时成立 莱布尼茨公式 

dy 



f ( x , y)dx 



A 


fU x ， V) dx . 


在更一般的情 况下， 若积分的下限和上限为参数 y 的可微函数 p ( y ) 和 懒， 并且当 b < y < 


丑时 a 彡 < f ( y ) 彡 A ， a 彡 狀 y ) ( A , 则有 


1 
dy 



少 （ y ) 


}{ x , y ) dx = /( 分( 2 /)， y ) 屮 ( y ) - /( w ( y )， y )^( y ) 



< p ( y ) 



i ^( y ) 


vKy ) 


fy ( x , y ) dx , b <y < B 



3. 积分符号下的积分法.在 1 的条件 下有： 

/*A pA pB 

dy / f ( x ， y ) dx = dx f ( x , y)dy 

3711. 证明： 不连 4 函数 >(: c ，?/) = sgn ( x a - y ) W 积分 

l 

= f { x , y)dx 

为连续函数.作出函数^ = ^^)的图像 . ^ 


F ( y ) 



3712. 研究函数 


F ( y ) 



1 y/ ㈤ 
0 + y 2 


dx 


的连续性，其中 f ( x ) 在闭区间 [0,1] 上是正的连续函数. 


3713•求： 

( a ) lim 



1+a 


dx 


1 + x 2 + a 2 5 


( b ) 啤 



\ x 2 a 2 dx ; 
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2 

( c ) lim / X 2 cos ^ 



0 


( d ) lim 

n—►cx 



dx 


o 1+1 + 


( e ) lim f e 

R—^oo l q 



71 

2 



n 


— Rsin $ 


d < 9 . 


3714 . 1 . 设函数 f ( x ) 在闭区间 [ A , B ] 上连续 • 证明: 


X 


j^j [f(t + ⑷ — f(t)] dt = f(x) - f(a) (A<a<x<B). 

3714 . 2 •设 :（ 1 ] 在 [- 1 ， 1 ] 上 ^ p n ( x ) > 0 (n = 1 ， 2 ,… ）；（ 2 ) 对于 0 < e 彡 | x | 彡 1 ，当 


n —► oo 时 c ^ n ( x ) 二 t 0 ; ( 3 ) 当 n —> oo 时 


则 



1 


( f n ( x)dx 


1 - 证明：若 / Or ) eC [- l ， l ]， 


lim 


n 


3715 . 在表达式 



1 


f ( x )(^ n ( x)dx = /(0) 


1 


1 


lim / -^ e - ^ dx 

y^°Jo V 2 


中，可否在积分符号下完成极限运算？ 

3716 . 当 v = 0 时可否根据莱布尼茨法则计算函数 

F ( y ) = J \ n ^/ x 2 + y 2 dx 
的导数？ ° 


3717 ■若 


F ( x ) 


计算 F \ x ). 

3718 .设: 



X 


2 


xy 


2 


= :, e 〜 dy 

X 


⑷ F(a) 


cos a 

= 】 e 

sm a 



a>/l—x 2 


dx 


( b ) F ( a ) 



6+a 


a+a 


sin ax 


x 


dx 


( C ) F ( a ) 



a ln(l + ax ) 


dx 


o 


X 


( d ) F ( a ) 



a 


f(x + a^x — a)dx 


o 


2 


( e ) F ( a ) 


求 F ( { a ). 



or /^x+a 

dx I sin ( x 2 + y 2 — a 2 ) dy 



x — a 


3719 .若 


F ( x ) 


其中 /(： r ) 为可微函数，求 F ff { x ) 



X 


{^ J ry ) f { y)^y 


0 


3720 •设 


F { x ) 



b 


f ( y )\ x - y \ dy , 


其中 a < 6 , f ( y ) 为可微函数，求 F ff ( x ). 


. 带参数的常义积分 


3721 丄设 


厂⑻ 


Jo 





/(x + ^ + r ?) dr } (h > 0), 


其中 f ( x ) 为连续函数，求 F n { x ). 


3721.2 .设 


求 F ⑻ ㈤ • 




3722. 证明 公式: 


d n 

dx n 


sinx 


$ 71+1 


利用公式 （1) 获得以下 估计: 



y n cos (y + 


71JT 


dy (n = 1，2, 


♦ I _ 


⑴ 


d n (sinx 
dx n V x 


x €(- oo ,+ oo ). 


3723. 在区间 1 < z < 3 上用线性函数 a ^ bx 近似地代替函数 f ( x ) 

[(a + bx — x 2 ) 2 dx = min . 


=x 


使得 



3724. 依 条件： 函数 a + ⑹及 VTT ^ 在已知区间 [0,1] 上的均方偏差为最小，求 


近似公式 


X 2 ^ a^-bx (0 ^ x ^ 1). 


3725. 求完全椭圆积分 


m 





1 — k 2 sin 2 ( pd ( p , 


m 





d<p 

1 — k 2 sin 2 ip 


(0 < < 1 ) 


的导数，并把它们用函数五 ㈨ 和 F ( k ) 表示出来. 
证明： E ( k ) 满足微分方程 

邱)十⑻+黑 

3726. 证明： 阶数 n 为整数的贝塞尔函数 


满足贝塞尔方程 


Jn {^) = ~ I cos ( n(p — x sinc ^) dc ^? 

^ Jo 


x 2 <( x ) + xJ f n ( x ) + ( x 2 - n 2 ) J n ( x ) =0 - 


3727 •设 


J(a) 



a ( p ( x ) dx 


a 


其中函数 < p { x ) 及其导数 ^( x ) 在闭区间0 < z < a 上连续. 证明： 当0 < a < a 时有 

, r 」„ 


r ia) = m ^ r ^ dx , 

yOL J 0 Ja — x 


提示：令 z = at 


第七章带参数的积分 


3728 .设 


u(x) 



K(x,y)v(y) dy, 


其中 


K { x , y ) 


尤 (i-y )， 工 

y(l — x )， x> y, 


及咖 都是连续的， 证明： 函数 u(x ) 满足方程 


u f/ (x) = —v(x) (0 < x ^ 1). 


3729 •设 


F{x,y) 



xy 


(x -yz)f(z)dz, 


其中 /(4 为可微函数，求 K y (x ， y). 


3730 . 设 f(x) 为二阶可微函数， F(x) 为可微函数 . 证明： 函数 

1 1 rx^at 


u(x^t) 


1 px-tat 

[f(x - at) -j- f(x at)] + — y F(z)dz 


满足弦的振动方程 


d 2 u 2 9 2 u 
dt 2 dx 2 


及初始条件 : u(x,0) = f (x), u^x, 0) = F(x). 

3731. 证明： 若函数 f(x) 在闭区间 [0 』 上连续 , 且当 (K € 彡 / 时 h — 0 2 + y 2 + 


z 2 #0 , 则函数 


u(x ， y ， z) 



/(O 处 

(x — ^) 2 + y 2 -\- z 2 


满足拉普拉斯方程 


d 2 u d 2 u d 2 u 
dx 2 dy 2 ^ dz 2 


应用对参数的微分法 , 计算下列 积分 : 


3732. 



2 


In (a 2 sin 2 a: -f & 2 cos 2 x) dx 


3733 



ln(l — 2acosx + a 2 ) dx. 


3734. 



号 arctan(a tanx) 


tanrr 


dx. 


3735 



2 i 1 + a cosx dx . < 、 


3736 . 利用公式 


arctan x 


f 1 dy 

o i + ^ 2 y 2 


计算积分 



arctan x dx 


3737. 应用积分号下的积分法，计算积分 



x u - x 


lnx 


dx (a > 0, b > 0) 


. 带参数的广义积分.积分的一致收敛性 
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3738. 计算积分: 


( a ) 



Sin ( ln ^) ^ f dx； (b) L C ° S ( ln ^) 乜 （a > 0, 6 > 0) 


3739 .设 F ⑻和 E ( k ) 为完全椭圆积分（参阅习题 3725). 证明公式: 


( a ) / F { k)kdk = E { k )- k \ F { k )\ 

( b ) [ E ( k)kdk = i[(l + k 2 ) E { k ) - klF ( k )} 

Jo 3 


其中 k \ = i - k 2 . 

3740. 证明公式: 



xJo ( x)dx = xJi ( x ) 


其中 Jo ㈤ 及 Ji ( x ) 为阶数是 0 与 1 的贝塞尔函数（参阅习题 3726) 


§2. 带参数的广义积分.积分的一致收敛性 

1. —致收敛性的定义. 设函数 f{x,y) 在区域 a^x < + oo，yi < V < V2 内是连续的.若对 
于任何 £>0 都存在数 B = B [ e )， 使得在& > S 的条件下有 


则称广义积分 



+00 


fix , y)dx <s (yi < y < y2 ) 



+oo 




⑴ 


在区间 ( yi , y 2 ) 内一致收敛. 
积分 （1) 的一致收敛与形如 



a n + l 


f ( x , y)dx 


⑶ 


< a n < a n +i < _ _ • ，且 lim a n = + oo ) 的 一 切级数的一致收敛 


(其中 o = ao < oi < ^2 < • • • < On < On+i < _ _ • ，且 lim a n = + oo ) 的一 ^ 切级数的一致收敛 

n—^oo 

等价. 

若积分⑴在区间 ( yi ： y 2) 中一致收敛，则在 这个区 间内它是参数 y 的连续函数. 

2. 柯西准则.积分⑴在区间 ( Vl , y 2) 内一致收敛的充分必要条 件为: 对于任何 e > 0,存在 
数 B = B ( e ), 使得只要 &' > S 及&〃 > S 贝 !] 



f ( x , y)dx < £ ( 2/1 <2/ < 2 / 2 ). 


3. 魏尔斯特拉斯准则.积分⑴一致收敛的充分条 件为: 存在与参数 y 无关的强函数 F ( x ), 

广 +oo 

使得 （1) 当 a < x < + oo 时 \ f ( x , y )\ < F ( x ) ? (2) / F ( x)dx < + oo . 

J a 

4. 对于不连续函数的广义积分有类似的定理. 


求积分的收敛域: 



第七章带参数的积分 


3741 



+oo ax 


3743 



+ OO 


1 + x 2 

sin x q 
x p 


dx 


3742 



+oo 


xcosx 
x p + 


dx 


dx . 


3744 



dx 

lnx| p • 


3745- 



1 cos 


X 2 


dx 


3746. 



+oo 


sinx 

x p -h sin a : 


dx (p > 0) 


利用与级数比较的方法研究下列积分的收 敛性: 


3747- 



+ OC 


COSX 

x a 


dx . 


3748 



+ OC 


dr 

3749. / — ===. 3750 

Jn xP \ sin J x 

3751. 用肯定的方式陈述，什么是积分 

尸 + OO 



+OC 


xdx 

1 + x n sin 


sin ( a ; + x 2 ) 


~ (n > 0) 


dx . 


f { x , y ) dx 


在已知区间 （ yi ， y 2 ) 内不一致收敛? 
3752. 证 明：若 1) 积分 



+OC 


f ( x , y)dx 


收敛， 2 )函数 ip ( x , y ) 有界，且关于 z 是单调的，则积分 


致收敛（在相应区域 内). 



+oo 


f ( x )( p ( x , y ) d 


3753 -证明： 一致收敛的积分 

r+oo 




dx (0 < y < 1) 


不能以与参数无关的收敛积分为强函数. 
3754. 证明： 积分 



+ 00 


ae 


dx 


⑷在任何区间0 < a < a < 6内一致 收敛； （ b ) 在区间0彡 a < 6内非一致收敛. 


3755.1. 证明： 狄利克雷积分 



+oo 


sin ax 


dx 


⑷在每一个不含数值 a = 0的闭区间 [ a ，6] 上一致收敛， （ b ) 在含数值 a = 0的每一个 
闭区间 [ a ，6] 上非一致收敛. 

/*+°° A r 

3755.2. 研究积分/ —在以下区间上的一致收 敛性： 

Ji x a 

(a) 1 < ao < a < +oo; (b) 1 < a < +oo. 
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•2 


3755.3. 证明： 积分 



+ DO 


do; 


+ 1 


在区间1 < a < + oo 上一致收敛 


研究下列积分在所指定区间内的一致收 敛性: 

3756. (a) /* 与 （0 < a < 1); (b) I 


+oo 


(b) / e~ ax sina;dx (0 < ao ^ a < +oo) 

Jo 


3757. 



+ OC 


x a e^ x dx (a ^ a < b ). 


3758. 



+ OC 


cos ax 
1 + x 2 


dx (— oo < a < +oo) 


+OC 


3759, 


dx 


(0 彡 a < +oo). 


J 0 ^ y 

r+°° sin t 

3760. (a) / - e" ax dx (0 ^ a < +oo); 

Jo x 

Z^+OO 八一一 


/'十 00 \ n P x 

(b) / ^? l dx(0 < p<10) 


3761. 


OCX 


COSX 

~xP 


dx (0 ^ a < + oo )， 其中 p > 0 是常数. 


3762. 



+ OG 



e 一⑽ dx (0 a < + oo ). 


+ OC 


3763, 


e - (x-a) 2 d x ; (a) a < a < 6; (b) —oo < a < +oc. 


3764. (a) 



+oo 


e -x 2 (l+y ) s i nx dy ( —OO < X < + 00 ); (b) 



+ °° sinx 2 

TTxp 


dx (p ^ 0) 


3765^ 选取数 b > 0,使得在 


1.1 彡 10 时 

p + oo 


式中 


10 一 6 . 


dx 

1 + XP 


< £ 


3766. 



x p-i \ n Q _d x ； (a) po > 0; ( b ) p > 0 (q > -1). 

x 


3767. 





x 2 


dx (0 ^ n < + oo ). 


3768- 



• 1 dx , 

sm - (0 < n < 2). 


3769, 



x a dx 

(x - l)(x — 2) 2 


|a|<x • 3770. 



x x 


sin ax 


x — a 


dx (0 彡 a 彡 1). 


3771. 若积分在参数的已知值的某邻域内一致收敛，则称此积分对参数的已知值一 


致收敛. 


证明： 积分 


+ OC 


a da; 


1 + q ^2 

对每一个 a^O 的值一致收敛,而对 a = 0非一致收敛 


3772. 在下式中 


lim 

a -^+0 



+oc 


ae 


ax 


dx 
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把极限移到积分符号内合理吗？ 

3773. 函数 f ( x ) 在区间 （0，+ oo ) 内可积，证明 公式: 

+ CO P+OC 


lim / e ^ ax f ( x ) dx = f ( x ) dx . 

a_ ^+° Jo Jo 

3774.1. 证 明：若 尸 ㈤ 在 [ a ,+ oo ) 上绝对可积，则存在 f ( x ). 

3774.2. 证 明：若 f ( x ) 在区间 （0，+ oo ) 内绝对可积，则^°° 

广 + 00 

lim / f ( x ) sinnxdx = 0. 

n—^oo Jq 

3775. 证明：若⑴在每一个有限区间 （ a ,6) 内 /( x , y ) = t /( x , y 0 )； (2) \ f { x , y )\ ^ 

/ +oo 

F ( x)dx < + 00 ,贝! J 


+ OC 

lim i f ( x ， y ) dx 



lim f ( x ^ y ) dx . 

y^yo j a j a y-^y° 

3776.1. 利用积分号与极限号互换，计算积分 



+ CC 



+ 00 2 广 + oo 

e^ x dx = j lim 

0 Jo 


1 + 


X 


2 


n 


3776 . 2 • 设/⑷在 [0,+oo) 上连续且 有界 . 证明： 

^ 0 ~ rw ^^ = m - 

y—o 7i Jo x 2 +y 2 

37T7.1 •求 


lim 

l—>oo 



+oo 


da : 


o 


x n + 


3777.2 •证 明： 积分 


F ⑷ 



+ OC 


Q -(x-a ) 2 dx 


是参数 a 的连续函数. 

3778.1. 证明： 


F(a) 



1 sin 


a 


x 


dx 


o 


x { 


在区间 o < a < i 上是连续函数. 


3778.2. 求函数 


no ) 



+ OC 


sin(l — a 2 )x 


dx 


x 


的间断点，作出函数 y = F ( a ) 的图像. 


研究下列函数在所指定区间内的连 续性: 


3779. F ( a ) = / ，当 a > 2. 

0 

+ OC 



2 + r 


3780. F ( a ) = 



cosx 


X 


dx , 当 a > ()• 


3781. F ( a ) 



sinx 


0 x a (ji — x ) 


dx , 当 0 < a < 2 


dx 


§3. 广义积分号下的微分法和积分法 
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+oc e~ x 


3782. F ( a ) = / —:- drc ， 当0 < a < 1. 

Jo sinx a 

广+°° 2 

3783. F ( a ) = / ae^ xa dx , 其中 — oo < a < + oo _ 


§3. 广义积分号下的微分法和积分法 


1. 对参数的微分法 •若 1) 函数 f(x,y) 及其导数 以 x ， y) 在区域 a $ x<+ 00 ， y 1<y<y2 
内是连 续的； 2 ) f +CG f(x,y)dx 收敛； 3 ) 广 °° 以 x ， y)dx 在区间 ( Vl ,y 2 ) 内一致收敛，则当 


2/1 < y < 2/2时 


(莱布尼茨法则) 


dy 



+oo /»+oo 

f(x,y)dx = / f y (x,y)dx 


+ j . 对参数积分的公式 •若 U 函数 f ( x ， y ) 当 X 彡 a 及 yt 《 y 《 y 2 时是连 续的； 2) 
[ °° /(A y) da: 在有限 K 间 (y u y 2 ) 内一致收敛，则 

J a 

PV2 r + oo r + oo ry 2 

J j f{x ， y)dx = j dx f[x ， y)dy. (1) 

若 f ( x , y ) > 0, 同為假 定‘式 （1) 中两个内侧 f 的积分连并且等式 （1) 的一端有意义，则 
公式⑴对于无穷区间 (y u y 2 ) 也正确. 

3784. 利用公式 


计算积分 


3785. 利用公式 


计算积分 


I x n ^ 1 dx = — (n > 0) 
0 n 



一 1 


ln m a : d : c ， 其中 m 为正整数 



+ 00 


dx 


= 2^ ( a > 0) 



+OC 


dx 


( x 2 + a 严 ， _巾 n 


3786. 证明： 狄利克雷积分 


+ 00 


smax 


1( a ) = / 如 

当 a / 0时有导数,但是不能利用莱布尼 k 法则来求它. 
提示：令 az = v . 


3787. 证明： 函数 


+OC 


C 0 SX 


咖=乂 
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在区域 -00 < a < + 00 内连续并且可微. 


3788 . 从等式 


e - ax — e -bx pb 


-xy 


dy 


出发，计算积分 


+ co Q—ax _ g —6x 


o 2 ^ 

3789 . 证明傅茹兰公 

广 00 f ( ax ) - f ( bx ) 


dx (a > 0, 6 > 0 )_ 


/ ~^^da: = /(0) In- (a>0 ? 6>0) 

Jo x a 

式中 f ( x ) 为连续函数，积分 r °° ® dx 对任何乂 > o 都有意义. 

J A x 


利用傅茹兰公式,计算 积分: 


_ f +0 ° cos ax — cos bx , , ^ 

3790 * / - dx (a > 0 5 6 > 0 ). 

Jo x 

r +°° s i n ax — s i n ] j X 

3791 * / - dx (a > 0 , 6 > 0 ), 

Jo ^ 

_ / +oc arctanaa : — arctan6x , ^ 

3792 ^ / - dx ( a > 0 , b > 0 ). 

Jo x 

利用对参数的微分法计算下列 积分： 


3793 - 



+oo Q-ax 2 _ Q-0X 2 


dx (a > 0 ^ f 3 > 0 ). 


3794 . 



+OC / -OCX _ e -(3x 


dx ( Q ! > 0 , /? > 0 ). 


3795 . 



+oo g— ax _ q — 0 x 


sin mxdx (a > 0，/3 > 0 ), 


3796 . 



+OQ q — OLX 一 g —/3x 


cos mx dx (a > 0 , /3 > 0 ). 


计算下列 积分： 

3797 . 广 H }~ a 2 x l ] dx (I 啦 1 ). 3798. 〆 ln(l ~ A 2 ) ^ ” 


o x 2 yl — X 2 


3799 . 



+ oo 


arctan ax 
x 2 \/ x 2 — 1 


dx . 


00 _ _ f +°° ln ( a 2 + x 2 ) 」 

3800 * L 


f ^°° arctan ax arctan / 3z . _ _ _ _ f +oc ln(l + a 2 x 2 ) ln(l + ( 3 2 x 2 ) 

3801 . / - ^ - da :. 3802 . I -:- 


x 2 


3803 . 从公式 


I 2 


出发，计算欧 拉-泊松积分 



+oc f +oo 


e^ x dx 


xe 


x-y 


dy 



+ oo 


dx . 
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利用欧拉-泊松积分，求下列 积分: 


3804. 



+OC 


e 


-(ax 2 + 26x+c) d：r ( a>0 ,aC-6 2 >0). 


3805. 



+ OC 


(a 1 ； r 2 + 2b x x + Ci)e _(a:r2+2b:c+c) dx (a > 0,ac- 6 2 > 0). 


3806. 



+ OC 


e 


ax 


cosh bx dx (a > 0). 


+oo 

3807. / e 



-( 


o 


3808. 



+ oo Q-ocx 2 _ e -/3x 


X 2 


dx (a > 0，/3 > 0)_ 


+ O 0 


3809* / e — cos bx dx (a > 0). 

Jq 

r +°° 2 

3810. ( a ) / xe~ ax sin bx dx (a > 0); 

Jo 

广 +oo 

( b ) / x 2 n e~ x cos 2 fccd:r (n 为正整 数). 


o 


3811. 证明: 


3812 丄从积分 


5 




/( a ) = 



+oo 


e _sin^ dx ( ^ 0) 


出发，计算狄利克雷积分 ° 工 

— d ,. 

3812.2. 积分正弦被定义为 ° 


X 


Six 



sint 




函数 y = Si : r 的图像大致具有怎样的形状? 


+ 如 (a > 0) 


利用狄利克雷积分和傅茹兰积分,求下列 积分: 


3813. 



+oo Q—ax 


cos /3 x 


3815. 



+oo 


x 2 

sin ax cos f 3 x 


dx (a > 0). 3814 



+oo 


sin ax sin 0 x 


x 


dx (| a | ^ |/3|) 


da : 


3816 


x 



+oc sin 3 ax 


dx . 


o 


X 


3817. / + °° ( S ^y dx. 



3818 


o 


X 



+oc / - \ 3 

T / sin ax 


dx . 


o 


X 


3819. / + 



0 


X 2 


3820. / +0 ° Sin 4 aX - Sin 4 ^ d , ( a ^ O ) 



0 


X 



+oc 


3821. / 3822. / + °° e ^ 如 （d a > M > 0) 

0 x , … 


0 


X 2 


3823. 对于不同的 a : 值， 求狄利克雷间断乘子 
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作出函数 y = D ㈤ 的图像. 
3824. 计算 积分： 


D(x ) =- 

Jl 


广 °° sin A cos Az 孕 
0 A 


(a) v.p. 



+ OC 


sin ax 
x -\-b 


dx 


(b) v.p 



+OO 


cos ax 
x + 1) 


dx 


3825. 利用公式 


计算拉普拉斯积分 


1 + x: 



+ OC 


-y{l+x 2 ) 


dy 


L 


3826. 计算积分 



+OC 


cos ax 
1+ x 2 


dx. 


Lr 



+ OC 


x sm ax 
1 + x 2 


dx 


计算 积分： 

f+°° sin 2 x 」 
3827. / -- -dx. 

Ja l+X 2 


3828. 



+ OO 


cos ax 

(1+ x 2 ) 2 


dx 


3829. 



+ OO 


cos ax 


ax 2 + 2bx + c 


dx (a > 0, ac — & 2 > 0). 


3830. 利用公式 


y/x 



+OC. 


e~~ xy dy (x > 0) 


计算菲涅尔积分 



+ OC 


sin(a; 2 ) dx 


十 00 


smx 


0 


dx 


+ OC 


+ OC 


COS a: 


I cos(x 2 )dx = - / — 尸 ~dx 

0 ^ Jo v x 


求下列积分: 


3831. 



+ OC 


sin (ax 2 + + c) dr (a _ 0)_ 


3832. 



+ OC 


r\ 

sinx - cos 2ax dx. 


3833. 



+ OC 


ry 

cosrc • cos2ax 


3834. 证明公式: 


i ) 



十 OC 


cos ax 


dx 


2a 


sin aa 


2 ) 



十 OO 


x sm ax 


dx 


cos aa 


这里 a # 0,积分应理解为在柯西主值的意义上 
3835. 对于函数 f(t), 求拉普拉斯变换 

疒 + 00 

m = \ 


R ： 


e_ pt f(f)dt (p > 0) 


§4. 欧拉积分 
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(故 ） m = t n ( n 为正整 数)； ⑻/⑴二^; 

⑹ /⑴=^一以； （ e ) /⑴= cost ; ( f ) f ( t ) 


Vi ] ( c ) f ( t ) = e 


at 


⑻ / ⑴ 


=sina 


y/i. 


3836. 证明 公式： （利普希茨积分) 

广 +OC 


at 


Jo(bt) dt 


a 2 + b 2 


(a > 0) 


其中 ^ o (^)= — 


- J cosOrsinp )# 为 0 阶贝塞尔函数（参阅习题 3726) 


3837 - 求魏尔斯特拉斯变换 


+00 


F ( x ) = e -( n ) f ( y)dy 


设 :（ a ) /( y ) = 1; ( b ) / O /) = y 2 ; ( c ) /( y ) 


=e 


2ay ； ( d ) m 


cos ay . 


3838. 切比雪夫-埃尔米特多项式由公式 

H n ( x ) = (~ l ) V 2 ^( e ~ x2 ) (n = 0， l ，2 
定义， 证明： ^ 



+oo 


H m ( x ) H n ( x ) e ~ x2 dx 


2 n n \ y / z , 


m # n ， 


m = n . 


3839. 计算在概率论中有重要意义的积分 


+ OC _ 1 

2 

e 


[S 呼 ] 


3840 


咖 = 1 啦 (CTl>0；f72>0) - 

设函数 /(X) 在区间 (^00,+00) 内连续且绝对可积. 证明： 积分 

1 广 + OQ 2 

u ( x , t ) = ―― / /( Oe -^ Td ^ 


满足热传导方程 


du 


1 d 2 u 


及初始条件 


dt a 2 dx 2 


\ im Q u ( x , t ) = f ( x ). 


§4. 欧拉积分 


i . r 函数.设 z > o 时有： 

r ㈤ = 

r 函数的基本性质可由以下递推公式 表达: 



+OC 


X — 1 


1 dt . 


T(x + 1) = xF ( x ). 


若 n 为正整数，则 


r ( n ) = (n- 1 )!; r - 

2. 延拓公式 .当; c 不等于整数 时有：~ 

r ( x ) r(i - x ) 


1.3 … （2 n - 1) 


\pk 


sin Jtx 
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此公式可用来求自变量为负值的 r 函数. 
3. (3 函数.当 rr >0 且 y >0 时有 



成立公式 


P ( x , y )= I 广 Kdt 

0 


/3(x ， y) 


r ( x ) r (^ 

r(x + y) • 


3841. 证明： r 函数 T ( x ) 在区域 o :>0 内连续，并且有各阶连续导数. 

3842. 证明： /3函数 p ( x , y ) 在区域 x >0, y >0 内连续,并且有各阶连续导数 


利用欧拉积分计算下列积分 

广1 

3843. 



0 


3845. 



0 


3847. 



3849. 



y x — x 2 dx . 

3844. 

+o ° ^ , 
(…产 

3846. 

+ °° x 2 dx 

l -{- X 4 ' 

3848. 

1 dx / 

ry , -- ( n >0). 

v 1 — x n 

3850. 





2 


x 2 dx (a > 0) 


o 



+oo 


dx 


0 


1 + X 3 



sin 6 x - cos 4 x da ；- 


o 



+oo 


X 2 n e - x 2 为正整数) 


0 


求下列积分的存在域，并用欧拉积分表示这些积分: 


3851. 



+oo 工 m —1 


3853. 



0 lJ r x 

+oc 


dx (n > 0). 


+ 00 m —l 

3852. / ^ - ^dx 



o 


(1+ x ) 


x m dx 


(a + bx n ) 


(a > 0, 6 > 0, n > 0)_ 


3854. 



(x — a ) m (6 — x) n 
(x + c ) m + n+2 


dx (0 < a < 6, c > 0) 


3855. 



l 


da : 


o 


VT 


X 


(m > 0) 



3856. / sin m xcos n xdx . 

0 


3857. 



tan n xdx . 


3858 


o 



sin 7 " -1 x 


o (1 + k cos x ) 


dx (0 < | fc | < 1) 



+OC 

3859. I e^ xn dx (n > 0) 

o 

3861. [ (\n —^ dx . 

Jo 、 x 


+oc 

3860. / x m e~ xn dx . 



+ OC 

3862. / x p e~ ax \nxdx (a > 0) 

o 



rP " 1 In r 

3863. I \ dx ( p >0)_ 

o l + z 



+OC P -1 】 2 

3864. ( a ) / ——- da : (p > 0) 

o ' 



1 + x 


( b ) 



xlnx 


dx ] ( c ) 


o 


1 + # 一 ’ 、'! q 1 + ^ 4 



ln 2 x 


dx 


3865. r ^-- f 1 dx . 3866. f d, 

Jo (1 + x) inx J Q l~x 

提示：此积分可看作 lii^ [P(p, e) — /3(1 — p, £：)]. 

y*+0O cirj Vi rvnf* /*1 

3867 - I ^ x dX (0<a</ 3 ).3868. j r in r(,)d,. 

/ <2 +l fl 

InT(a:)dar (a > 0). 3870. j lnr(a;) sin kx da;. 

3871. f lnr(a:)cos2n7i::cda: (n 为正整数 ). 

Jo 


dx (0 <p < 1) 


sinh /3x 


证明 等式 : 


3872. 



_ f 1 x 2 dx 

- x 4 Jo yJl - x 4 


3873. 



+ 0 O 


da: - 



+ OC 


x 2 e~ x4 dx 




r w 

3874. Yl 



+oo 


n+ 




dx 


(2丌) 


3875. lim 



+oo 


dx = 1. 


利用等式 


+ OQ 


r ( m ) J Q 


t m-l e -xt dt ( x>0 ) ; 求积 分 : 


3876. 



+ OC 


cos ax 


dx (0 < m < 1). 


3877. 



+oo 


sm ax 


dx (0 <m < 2) 


3878. 证明欧拉 公式 : 


(a) 



+ OC 


cos a 


疒 +oo 

(b) / t x ^e 

Jo 


COS OL 


. T(x) 

cos (At sin a) cos ax; 

X x 

sin (At sin a) dt = —^ sin ax 

x x 


A > 0, a: > 0, — — < o ： < —J 


3879 - 求曲线 


r n = a n cos rup (a > Q,n 为正整数 ) 


的弧长 . 


3880 . 求曲线 


x\ n + \y\ n = a n (n>0 ， a>0) 


所围的面积 . 
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§5. 傳里叶积分公式 


1. 用傅里叶积分表示函数 .若 1) 函数 f(x) 在 -oo < < +oo 内有定义， （2) 在每一个有 

限区间内此函数和它的导数/'(工）皆是分段连续， （3) f(x) 在区间（- co ，+ oo ) 内绝对可积，则在 
函数连续的一切点，可把函数表示成 傅里叶积分的 形式： 

r+oo 

f ( x ) = / [ a ( A ) cos Xx + 6( A ) sin Ax ] dA , (1) 

Jo 

式中 

+oc i r+oo 


a ( 入 ) 


ji 



/ ⑹ cosMdf 及 6( A ) 


n 



/ ⑹ sin 入⑽， 


在函数 f ( x ) 的各间断点，公式⑴的左端应改为 • [ f(x + 0)+/( x -0)]. 


对于偶函数/(”，公式⑴ 给出： 

/㈤ 


其中 


+ 00 

= - a (入 ） cos 入 xd 入 

0 



( 2 ) 


a ⑷ 


2 


71 



/(Ocos A 《 d 《， 


0 


并且对间断点也有同样的说明. 


类似地，对于奇函数 f ( x ) 可得: 



+ oo 


其中 


f(x) = I 6( 入 ) sin Ax d 入 

o 


n r+oo 

_ = /( 


(3) 


2. 在区间 （0, + oo ) 内用傅里叶积分表示函数 •若 （1) 函数 f { x ) 在区间（0, + oo ) 上有定义， 
(2) 此函数及其导数 f ( x ) 在每一个有限区间 （ a ，6) C (0,+ oo ) 内皆是分段连续，（ 3 ) f { x ) 在区 
间 （0,+ oo ) 上绝对可积，则在该区间内可按我们的愿望用公式 （2) (偶式 延拓）或公式 （3) (奇式 
延拓）来表示出函数 f ( x ). 


用傅里叶积分表示下列 函数: 


3881. f ( x ) 


l, i^i < l, 

0 ， |x| > !• 


3882. f ( x ) 


sgnx , | x | < 1, 
0， \ x \ > 1. 


3883. f ( x ) = sgn(x — a ) — sgn(x — b ) (b > a ). 


3884. f ( x ) 


h 1- 


x 


a 


0 


3886. f ( x ) 


x 


a 2 + x 2 


(a > 0)- 


Ixl < a , 

3885. f { x )= 

\ x \ > a . 

1 

(a >0). 

a 2 + x 2 

3887. f ( x )= 

J sin a ;， 
1 。， 

| x | 彡 jt , 
\ x \ > n . 


71 


3888 - f ( x ) 


cosx ， \ x \ ^ - 


0, 


jt 

W> 2 
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3889. f(x) 


Asincjx, \t\ ^ 




2jm 

CJ 

2jm 


(n 为正整数 ). 


3890. f(x) = e-(a > 0). 

3892. f(x) = e _a l T l sin 如 （a > 0). 

3894. f(x) = xe~ x2 . 

3895. 用傅里叶积分来表示函数 


U) 


3891. f(x) = e~ a ^ cos/3x (a > 0) 
3893. f(x) =e~ x \ 


/ ⑷ 


=e 


(0 < x < +00)， 


(a) 用偶式 延拓; 


(b) 用奇式延拓, 


对于下列函数/⑴， 求傅里叶变换 


F(x) 


\/2n 


+ OC 


/We 


itx 


dt 


—=lim 

\/2jt z —+OC 



/W e 


itx 


di : 


3896. f(x) =e— Q l x l (a > 0). 


3898. f(x) 


=e 


xi 

2 


3897. /㈤ = 況一咖 1 (a > 0) 

2 

3899. f(x) = e~^- cos ax. 


3900. 求函数 (p[x ) 及 分⑷，设 : 


广 oo 1 

(a) J ^p{y) cos xy dy = ; 

广 +oo 

(b) / ^(y) sina ： 2/dt/ = e^ x (x > 0). 

Jo 


第八章多重积分和曲线积分 


§1. 二重积分 


1. 二重积分的直接计算法.所谓连续函数 f ( x , y ) 在有限封闭可求积二维区域 Q 上的二重 
积分，指的是 

[[ f ^ y ) dxdy = lun 乙乙 /(〜&■)△〜△ 心 

J J max |Aa:^|— ^0 

q max I Ayj | ―^0 ^ 3 

其中 △: Ti =而+1 - a ， A 仍 = 奶 + 1 — %,而求和是对所有使 ( xi , yj ) G Q . 的那些 i , j 值进行的. 
若区域 D 由以下不等式 给出： 

a^x yi ( x ) y ^ y2 { x ), 

其中 奶 (4 和 2 / 2 ( x ) 为闭区间 [ a , b ] 上的连续函数，则相应二重积分可按以下公式来 计算： 

r r fb 广 j/2( 工） 

/ / f ( x , y)dx dy = dx f ( x , y ) dy . 

J J J a ^ Vl (^) 

2. 二重积分中的变量代换.若连续可微函数 

$ 

x = x ( u ^ v ) } y = y ( u ^ v ) 

给出平面 Oxy 上的有限闭区域 n 与平面 Ouv 上的区域以之间的 一一 映射，且雅可比行列式 

D { x , y ) 

D ( u ^ v ) 


的符号在0内保持不变（可能在零测度集上有例外)，则成立以下 公式: 



f(x{u^ v)^y(u^ v))|/| dudv. 


例如，根据公式 a : = rcos ( f，y = rsiiup 变换为极坐标 r 和 p 时，有 




Q f 


/(r cos p，r sin < p)r dr d ( f . 
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3901. 


把积分 // xy dx dy 当作积分和的极限，用直线 


O ^ x^l 

0< V <1 


x = V= ~ (hJ = 1 ， 2,… ， n- 1) 

ft tv 

把积分域分为许多正方形，并选取被积函数在这些正方形之右顶点的值，计算此积分. 


3902. 用直线 


x = 1 H —— 

n 


2 / = 1 + 


2 j 


n 


(iJ = OA 


4 ■擎 


, n ) 


把区域 / <3 分为许多矩形，列出函数 f ( x ， y ) = x 2 + y 2 在此区域内的 
下积分和芝与上积分和孓 

当 n — oo 时,上积分和与下积分和的极限等于什么？ 

3903. 用一组顶点位于整数点的正方形作为积分域的近似域,并取被积函数在 

每个正方形距原点最远的顶点之值，近似地计算积分 

dx dy 



x 2 + y 2 ^25 


y 24 + x 2 + y 2 


并与精确值加以比较. 

3904. 用直线 z =常数 ， y =常数， a : + y =常数把积分域 S 分为四个相同的三角 
形，并取被积函数在每个三角形的质心之值，近似地计算积分 



yjx + y dS . 


s 


其中 S 是以直线 :r = 0 ,y = 0 及 : r + y = l 为边的三角形. 

3905. 把积分域 S : { x 2 + y 2 ^ 1} 分为有限个直径小于 （5 的可求积的子区域 
= , n ). 怎样的值5能保证不等式 



• _ 

sin(x + y) d5 - sin(xi + Vi)ASi 


s 


成立？其中 ( x uyi ) eASi . 


< 0.001 


计算积分: 



1 


1 

3907. / dx 

o 




3906. / dx I (x + y) dy- 

o Jo 

2 jx f*a 

3908. I d(p I r 2 sin 2 p dr, 

o Jo 

3909 . 设丑为矩形 

a ^ x ^ -A, b < y < B, 

函数 X (: r ) 和 Y{y) 在相应区间上连续，证明 等式： 



xy 2 dy 



X ( x ) Y ( y ) dxdy 



X ( x ) dx 



B 


y (y) dy 


R 


b 


3910- 设 


/(x ， y) = F‘(x ， y) 
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计算 


A pB 

/= / dx f ( x ， y ) dy . 

39 11 .设 f ( x ) 为区间 a ^ x ^ b 内的续函数.证明不 等式: 

2 




b 


f ( x ) dx 


且仅当 /( x )= 常数时等号成立. 



b 


< (b — a ) / f 2 ( x ) dx , 


提示： 研究积分 



b fb 

/ 「"- 、 n 、 i 2 

a J a 


[/ O ) ~ f ( y)?dy 


3912. 下列积分有怎样的符号? 


( a ) 



ln ( o : 2 -\- y 2 )dx dy 


( b ) 


工 l +| y|<i 



^/l — x 2 — y 2 dxdy 


怎 2 + y 2 彡 4 


㈦ 



arcsin(x -\- y)dxdy 


O ^ x^l 
i —x 


3913 - 求函数 




sin 2 x sin 2 y 


在正方形内的平均值. 

3914. 利用中值定理估计积分 



dx dy 


100 + cos 2 x + cos 2 y • 

jx| + |i/|<10 

3915. 求圆 （x - a ) 2 + (y - b ) 2 ^ R 2 上的点到原点的距离之平方的平均值. 
在问题3916—3922中， 对二重积分 Jj f ( x , y ) dxdy 按所给区域 Q 依两个不同的 


顺序安置积分的上下限. 


a 


3916. —以0(0,0)，4(1,0)， 5(1,1) 为顶点的三角形. 

3917. D —以0(0,0)， A (2, 1)，5(-2, 1) 为顶点的三角形. 
3918_ D — 以0(0,0)， A (1,0), S ( l ,2), C (0，1) 为顶点的梯形. 
3919. 0 — 圆 x 2 + y 2 彡 1. 


3920. Q — 圆: r 2 + y 2 彡 y. 

3921. 0 — 被曲线 y = x 2 和直线 y = 1 所包围的区域. 

3922. Q — 圆环 1 < 尤 2 + 2/ 2 < 4. 

3923. 证明狄利克雷 公式： 

a px 

dr / f(x,y) dy 

在下列积分 4 改变分的 顺序： 

/ 2 p 2 x 

dx 

o X 




a pa 

dy f ( x ， y)dx 
0 Jy 



f ( x , y ) dy . 


3925. 



2 p2—x 

•6 ^ J^--l 


(a > 0). 
f ( x ， y ) dy . 
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3926 



2 


0 


1 pX 

dr / f [ x ， y ) dy . 

J X 3 


3927 



2 


1 pl — X 

dx / f ( x ， y ) dy . 



-y/l—X 


2 


3928 



l 


3930 



2 ry/2x—x 2 

dx /(Ay)dy 

J2 — x 
e / »ln x 

cLr / f ( x ， y ) dy . 


3929 



2a 


dx 


o 



X 


f ( x ， y)dy (a > 0) 


—X 2 



3931 


o 



2;t psin x 

da ： / f ( x , y ) dy . 
o Jo 


计算下列 积分: 


3932. JJ xy 2 dxdy , 其中 D 是被抛物线 ?/ 2 = 2 px 和直线: z : 


P 

2 


{p> 0) 所包围 


的区域. 


Q 


3933 



dx dy 


Q 


y2a 


x 


(a > 0), 其中 Q 是以圆心在点 （ a ， a ) 半径为 a 的圆周（它与 


坐标轴相切）的较短弧和坐标轴为界的区域. 


3934. JJ \ xy \ dxdy , 其中 Q 是以 a 为半径，以坐标原点为圆心的圆. 


n 


3935. JJ ( x 2 - hy 2 ) dxdy , 其中 是以 y 

= x，y = a : + a , y = a 和 y = 3 a (a > 0) 


Q 


为边的平行四边形. 


3936. JJ y 2 dxdy , 其中 Q 是被横轴和摆线 


a 


X = a(t- sin t), y = a (l - cos t) (0 < t < 2 jt ) 


的第一拱所包围的区域. 
在二重积分 



/( x ， y ) dxdy 


n 


中，令 z = rcosp 和 2 / = rsincp ， 变换为极坐标 r 和(^，并配置积分的上下限，设 
3937_ S 1 — 圆; c 2 + y 2 彡 a 2 . 

3938. 0 —圆： r 2 + y 2 彡 (a > 0). 

3939. 0 —环 a 2 ^ x 2 -\- y 2 ^ b 2 . 


3940. n 


3941, n 


三角形 0 彡:彡 l - x . 

x 2 

区域 一 a < a: 彡 a ; — ( y < a. 

a 


3942. 在怎样的情况下，当变换为极坐标之后，积分的上下限是常数？ 

在下列积分中，令 ; r = rcosp 和 y = rsinp , 变换为极坐标 r 和 (/?, 并依两种不同 
的顺序配置积分的上 下限： 
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3943. 



1 f i 

dx f ( x ， y ) dy . 

Jo 


pl p\/l—x 2 

3944. / dx /( x , y ) dy . 

Jo Jl-x 


3945. / da ; 

Jo 




f(V ^ 2 + y 2 ) dy ‘ 


3946. / dx f ( x ^ y ) dy . 

Jo Jo 


3947. JJ /(; c ， y ) d ; rdy , 其中区域 fi 由曲线 ( a ; 2 + y 2 ) 2 = a 2 ( x 2 - y 2 ) (x ^ 0) 围成. 

n 

令 r 和 p 为极坐标,在下列积分中变更积分的 顺序： 


3948. 



pa cos (f 

d(f / /((^, r)dr (a > 0). 

Jo 


广晉 pay/sin2(fi 

3949. / d<p f [( f ， r)dr (a > 0)- 

7 o Jo 

pQ pip 

3950. I d(f / dr (0 < a < 2 jt ). 

Jq Jo 

变换成极坐标，把二重积分化为一重 积分： 


3951 


. //，( 

x 2 +y 2 ^.l 


x 2 - j - y 2 )dx dy . 


3952. JJ f { y / x 2 -\- y 2 ) dxdy , 其中 = {| y | < | a ;| < 1} 


3953 


■II 

x 2 + y 2 ^ 



dx dy 


变换成极坐标，计算下列二重 积分: 


3954 


• // 

x 2 -\- y 2 ^a 


x 2 + y 2 dx dy . 


3955 


• // 


sin yx 2 + y 2 dx dy 


ji 2 彡 : c 2 +y 2 彡 4ji: 


3956. 利用函数组 


V^y 


把正方形 ^{a < x < a + h,b < y < b + h}(a > 0, & > 0) 变换为区域 5'. 求区域 5^ 的 
面积与区域 S 的面积之比.当^ — 0时，此比值的极限等于什么？ 

引入新的变量％ t ; 来代替 a ;， y ， 并确定下列二重积分中的积 分限： 

pb nt 


3957. 


dx 


/( x ， y ) dy (0 < a < 6; 0 < a < 0)， 令 


x , v 


3958. 



2 


2-x 


dx 


/(X ， y ) dy ,^ u = x + y,v = x - y . 


1—X 


3959. JJ f ( x , y ) dx dy , 其中 D 是被曲线 y / x -\- y / y = y / a,x = 0 ,y = 0 (a > 0) 所 




包围的区域，令 


x = u cos 4 y = u sin 4 v 


3960. 证明： 变量代换 








把三角形0彡 z 彡 l，0<：y 彡 1 — x 变为单位正方形0彡4彡1,0彡 r? 彡 1. 

3961. 在怎样的变量代换下，由曲线: ry = 1， ay = 2, x - y + 1 = 0,尤 —y — 1 
(x>0,y>0) 围成的曲线四边形被变换成矩形，且其边平行于坐标轴？ 

进行适当的变量代换，把二重积分化为一重 积分： 


3962 


• JJ f{x + y)dx dy. 3963. JJ f (axbyc) dx dy (a 2 - \-b 2 ^ 0). 


x | + | y|<l 


工 2 + y 2 <l 


3964. Jj f(xy)dxdy, 其中区域 Q 由 曲线邛 = l，xy = 2，y 


x^y = Ax (x > 


0,y>0) 围成 . 

计算下列二重 积分: 


3965. //卜+ y ) 如 dy, 其中区域 Q 由曲线 x 2 + y 2 = x + y 围成. 


3966 


• jj (|x| + \y\)dxdy. 


|x| + |y|^l 


3967. 


3968 


•//V 1 - 

n 

- JJ (^ 2 ~hy 2 )dxdy. 


如办，其积分域 0 是椭圆区域 - a 


, y 2 



b 2 


^ i 


卬 4 + y 4 <i 


3969. JJ (: c + y)d;rdy ， 其积分域 由曲线 y 2 = 2x,x + y = 4：,x + y = 12 围成 

n 

3970. JJ xydxdy, 其中 D 是由曲线邛 = 1 ， z | 围成的区域. 


3971 


• m 

• JJ I cos(x -\-y)\dxdy. 


3972 


3973 


O^X^K 

0^y^.K 


■ii 

i®i$i 

0^ y ^2 


■II 

x 2 + y 2 <l 


rc + y 
^2~ 


x 2 — y 2 dx dy 


y — x 2 \dxdy 


计算不连续函数的 积分: 
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3974. JJ sgn ( a ; 2 — y 2 -\-2) dx dy . 


3975 


• jj [ x ~\~ y}dxdy 


3976 


x 2 +y 2 ^4 


■II 


0< y <2 


y — X 2 } dx dy . 




3977. 设 m 及 n 为正整数且其中至少有一个是奇数，证明 


II 


x m y n dxdy = 0. 


3978•求 


x 2j ty 2 ^.a 2 




JJ 7( x ， y ) d : r(iy 


工 2 +y 2 彡 p 2 


其中 f(x ， y) 为连续函数 

3979 .设 


F ( t ) = jj e , dx dy 


O ^ x^t 


求邱)_ 


3980 .设 


m 




II 


x 2 + y 2 dx dy 


(x—t) 2 + (y-t) 2 <l 


求 F f ( t ). 


3981 .设 


m 


JJ 


f ( x , y)dxdy {t > 0)， ① 


工 2 +y 2 彡 t 2 


求沪⑴. 


3982. 证 明：若 f [ x ， y ) 连续，则函数 


u ( x ， y ) 







/⑸）向 


满足方程 




d 2 u d 2 u 
dx 2 dy 2 




3983. 设函数 f ( x , y ) 的等值线是简单封闭曲线，区域 S ( v u v 2 ) 由曲线 f ( x ， y ) = Vl 


及 f[x ， y) = V2 围成.证明: 


Jj f ( x ， y)dxdy 



vF f ( v ) du , 


S(vi,V2) 

其中 F ( v ) 为曲线 f { x , y ) = 与 f ( x ， y ) = v 2 所包围的面积. 

提示： 用函数 f ( x ， y ) 的无限接近的等值线把积分域分为许多部分. 


® 要求/在有关区域上连续.——译注 


§2. 面积的计算法 


Oxy 平面 上区域 S 的面 积由以下公式 给出 : 



求下列曲线 所围的 面积： 

5 

3984. xy = a 2 ^x + y = ~a (a > 0). 

Zi 

3985. y 2 = 2 px + p 2 , y 2 = -2 qxq 2 ( p > 0, q > 0). 

3986. (x - yf + x 2 = a 2 (a > 0). 

变换为极坐标，计算下列曲线所围的 面积： 

3987. ( x 2 + y 2 ) 2 = 2 a 2 ( x 2 - y 2 ), x 2 -\- y 2 ^ a 2 . 

3988. ( a : 3 + y 3 ) 2 = x 2 ~h y 2 , x ^ 0 ,y ^ 0. 

3989. ( x 2 + y 2 ) 2 = a ( x 3 — 3 xy 2 ) (a > 0). 

3990. ( x 2 + y 2 ) 2 — 8 a 2 xy , (x - a ) 2 - (y — a ) 2 ^ a 2 (a > 0). 

根据以下公式引入广义极坐标 r 和％ 


ar cos (/?, 


br sin a (p (r ^ 0) 


其中 m 和箱 当的方法选出的常数，且考麵驗 

求由下列曲线所围的面积（假定参数是正 的)： 


aabr cos 0 ^ 1 ^sin a-1 




^2 2 

3991. + 

a 1 b z 




工 3 yZ 

3992 - ^3 + ^3 


工 2 j 2 



h 2 k 2 


: X 


0,2 / 


3993 


3994. 


.( W ) 4 = 
• d ) 


h 2 


¥ 


(x > 0, y > 0), 


h 2 k 2 


(x > 0，y > 0) 


( b )( W ) 5 = 


x 2 y 2 


3995 . J |= l ； 


x = 0,2 / = 0. 


进行适当的变量代换，求下列曲线所围的 面积： 

3996. x + y = a，x + y = b，y = ctx，y = /3x (0 < a < b : 0 < a < f3). 

3997. xy = a 2 ， xy = 2a 2 ，y = x，y = 2x (x > O^y > 0). 


3998. (a) y 2 = 2px, y 


2qx,x 


2ry,x 


2sy (0 < p < q,0 < r < s)] 


(b) x 2 = ay ， x 2 = by，x 

(c) y = ax p ，y = bx p ,y 


cy 2 , x 3 = dy 2 (0 < a < 6, 0 < c < d); 


cx q ,y 


3999. (a) J- 








dx q (0 < p < q,0 < a < b,0 < c < d). 

2，- = n (a>0,6>0); 
aba b n 


288 
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2 

3 


+ 


4000. 


( b ) © 





2 

3 


1 



2 

3 


+ 




y Sx _y 
b 9 a b 


(x > 0，y > 0). 


1，其中 A 取下列各值:秦 c 2 , 尋 c 2 , 甚 c 2 , 寻 c 2 (x > 0, y > 0). 

o o o o 


4001. 求摘圆 ( a\x + ci ) 2 4 - ( a2 工 + hy + C2) 2 = 1 (其中 5 = ai&2 — ( i2^i ^ 0) 


的面积. 


4002. 求椭圆 


x 


2 


cosh u sinh ^ u 



y 


2 


C 2 (u = Ui ^ U 2) 


2 


和双曲线 


X 


2 


y 


2 


C 2 (v = Vi,V 2 ) 


cos 2 1 ; 


sin 2 v 


(0 <ui < U 2 ； 0 < Vi < V2]x > O^y > 0) 


所围的面积， 


提示 ： ^ x = c cosh u cos i ?, y = csinh u sinu . 

4003. 求平面 x + y + z = b 与曲面 x 2 + y 2 + z 2 - xy - xz — yz = a 2 



断面之面积. 


4 亂 求平面 + + i + 相截所得截断面之醒 


§3. 体积的计算法 


如图14所示，设柱体顶面位于连续曲面;^ = f(x ， y), 
底面位于平面 2 = 0,侧面垂直于底面，且底面在平面 Oxy 
上所占区域是可求 积的， 则柱体的体积 等于： 


fb ， y ) 


V 


JJ /0,2Z) dxdy. 


n 


4005. 试绘出一物体，其体积等于积分 


V 



1 


—X 


dx {x 2 + y 2 )d2 / 

0 Jo 


4006. 绘出下列二重积分所表示的体积 

( a ) JJ ( x -\- y ) dxdy ; 


0^x + y^l 
x^0 t y>0 


( c ) JJ ( x 2 + y 2 ) dxdy ; 


| x | + | y|^l 


㈤ // 

x^y^2a 


y/xydx dy 


求下列曲面所围区域的 体积: 



图14 


( b ) 



1 


X 


y 


2 


9 


da : dy 




⑷ 



yx 2 + y 2 dx dy 


x 2 + y 2 ^x 


(f) 


JJ sin ji \/ x 2 -\- y 2 dx dy . 


工 2 + y 2 (i 



4007. 2 ： = l+x + y ， 2 ： = 0 ， a; + 2/=l，x = 0,2/ = 0. 

4008. : c + y + 之 =a ， a: 2 + y 2 = /Z 2 ,x = O^y = O^z = 0 (a ^ \^2R) 


4009. 2 
4010 •之 


x 2 J ry 2 ,y = x 2 ,y 


1 ， z = 0 . 


cosx cos y ， 之 = 0, |x + yI < — 5 |x — y 

△ 




4011. 2 


sin，，, 

2 x 


0 5 y = x 5 2 / = 0, x = jt. 


4012. 2 = xy^ x + 2/ + 2 ： = l,2 = 0_ 

变换成极坐标，求下列曲面所围区域的 体积： 

4013. z 2 = xy^ x 2 + y 2 = a 2 . 

4014. z = x + y, (x 2 + y 2 ) 2 = 2xy, >2 = 0 (x > 0, y > 0). 

4015. z = x 2 + y 2 , x 2 + y 2 = x 2 + y 2 = 2x } z = 0. 

4016. x 2 +y 2 + z 2 = a 2 , x 2 -by 2 ^ a\x\ {a > 0). 

4017. x 2 y 2 — az = 0, (x 2 + y 2 ) 2 = a 2 (x 2 — y 2 、、z = 0 (a > 0) 
4018 - ^ = e—( x2+y2 )，z = 0,x 2 +y 2 = R 2 . 


4019. 2 


c cos , X 2 + y2 

2a 


a 2 ，y 


xtana’y = xtan/3 (a > 0，c > 


0,0 彡 a < 0 彡 2n). 

4020. z = x 2 + y 2 ^z = x + y. 


求下列曲面所围区域的体积（假定参数是正 的): 


4021- 





1 ， 





(z>0) 


4022. 



4023- 


+ 


r 

62 

62 


C 2 


-1， 



¥ 


i. 


2 ： X 


c a 



r 


a b 


4024. 


+ 


b 2 


+ 


1， 2 = O. 


4025 - 


( x - + l 

\a b 


2 ^2 

+ — = l,x = 0，y 


0 , 之 = 0 . 


x 2 y 2 z 2 

4026 - p 7 


454 




62 


4027. z 2 == xy^ x + y = a，x + y = b (0 < a < b). 


4028. z = x 2 + y 2 , xy = 

4029. 2 = xy^x 2 = y^x 


a 2 ，xy = 2a 2 , y 


x 


,y = 2Xj z = 0 


2y，y 


2 =x,y 2 


2x. 2 = 0. 


jixy 9 

4030. z = csin — ^-，z = O^xy = a'y 

a z 


ax ，y = 0x (0 < a < /3, x > 0) 


4031. z = -f y 2 ? 2 : = 0, x + y = 1, x = 0, 2 / = 0. 
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4032. 


“三= 




吒 ) 


(!) 


1, 2： = 0. 


4033. 


(a) z = carctan — , 2 ： 

x 


0, ^/x 2 + y 2 = a arctan — (y ^ 0); 

X 


(b) 之 = ye— 艺 ， xy 


xy 


2a 2 , y = m,y = n, z = Q (0 < m < n) 


4034. 


a n b n c n 


l^x = 0,y = 0,2 = 0 (n > 0). 


4035. 


x ^ y \ 

a^b) 


+ (T 


1， z = 0, y = 0, 2 ： = 0 (n 〉 0, m > 0). 


§4. 曲面面积的计算法 


1. 曲面由显函数给出的情形. 光滑曲面 z = 2 (a: 5 y ) 的面积由以下积分表示 


II 


+ 


dz 

dx 


dz 

dy 


dx dy 


Q 


其中 D 为该曲面在 Oxy 平面上的投影 . 

2. 曲面由参数方程给出的情形. 若曲面是由参数方程给 出的： 

X = X(u ， v )， y = y(u,v), z = z(u,v), 

其中 (u,v) eQ,Q 为封闭可求积的有限区域，且函数 ;r ， y 和 z 在区域 D 内连续可微,则对于曲 
面的面积有公式 

S = 

其中 




F 


dx dx dy dy dz dz 
du dv ^ du dv ^ du dv ' 


4036* 求曲面 02 ： = xy 包含在圆柱 x 2 + y 2 = a 2 内那部分的面积. 

4037. 求以曲面 P + z 2 = a 2 和 y 2 + d = a 2 为界的物体的表面积. 

4038. 求球面 x 2 + y 2 + z 2 = a 2 包含在柱面^ g 二 1(6 彡 a ) 内那部分的面积. 

a z o A 

4039. 求曲面 z 2 = 2 ;ry 被平面 x y — l,x = Q,y = 0 所截部分的面积. 

4040. 求曲面 x 2 y 2 -\- z 2 = a 2 在圆柱 x 2 -\- y 2 ^ ± ax 内那部分的面积（维维亚 
尼问题). 

4041. 求曲面 z = y / x 2 -\- y 2 包含在圆柱 X 2 -\- y 2 = 2 x 内那部分的面积. 

4042. 求曲面 z = y / x 2 — y 2 包含在柱面 （ rc 2 + y 2 ) 2 = a 2 ( x 2 — y 2 ) 内那部分的 
面积. 



§5. 二重积分在力学上的应用 


• 291 • 


4043. 求曲面 2 = ^( x 2 - y 2 ) 被平面 x — y = 土 l，a + y = 士1 所截部分的面积. 

4044. 求曲面 x 2 + p 2 = 2 az 包含在柱面 （/ + y 2 ) 2 = 2 a 2 xy 内那部分的面积. 

4045. ( a ) 求曲面 x 2 -\- y 2 = a 2 被平面 x z = 0 ,x - z = 0 (x > 0 ,y > 0 ) 所截部 
分的 面积； 

( b ) 求曲面 （ x 2 十 y 2 )i + z = 1 被平面 z = 0 所截部分的 面积； 

( c ) 求曲面 f ) + — = 1被平面$ = 0 , 2 / = 0和 2 = 0所截部分的面积； 

\a bJ c 

⑷求曲面^ ^ = 2 z 被曲面 g +多=1 ( z >0) 所截部分的 面积； 

( e ) 求曲面 sinz = sinh x - sinhy 被平面 x = 1 x = 2 (y ^ 0) 所截部分的面积. 

4046. 求以曲面 x 2 -\- y 2 = ^ z 2 和 a : 十 y + 2 ： = 2 a (a > 0) 为界的物体的表面积和 
体积. 

4047. 求球面在两条纬线和两条经线之间那部分的面积. 

4048. 求螺旋面 


x = r cos(p^ y = r sin z = hip 

在 0< r < a ，0< w <2 jr 那部分的面积. 

4049. 求环面 

x = (6 + a cos 4) cos p ， y = (b + a cos 功 ) sin z = asimp (0 < a ^ 6) 

在两条经线 ^ = ^,^ = ^2 和两条纬线 ^ = lp U ^ = ^ 2 之间那部分的面积.整个环的 
表面积等于什么？ 

4050. 求矩形 x = a > 0 1 0 ^ y ^ b , 0 ^ z ^ c 对坐标原点的立体角 uj . 若 a 很大, 
推出 w 的近似公式. 

§5. 二重积分在力学上的应用 

1. 质心.若薄板位于平面 Ore ? /内， x 0 ,yo 为其质心坐标 ， p = p { x , y ) 为其面密度，则 

= JdJJ pydxdy , ⑴ 

Q Q 

其中 M 二 JJ pdxdy 为薄板的质量. 

n 

若薄板是均质的，则在公式 （1) 中应令 p = 1. 

2. 转动惯置 . 4和4分别为平面 Oxy 内薄板 0 对坐标轴 Oz 和 Oy 的转动 惯量，可表示 
为以下公式： 

^ = JJ py 2 dxdy, I y = JJ px 2 dxdy, (2) 

Q Q 

其中 p = p (: r , y ) 为薄板的面 密度. 


Xo 


M 



px dx dy, yo 
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还可研究惯性积 


Ixy 


II 


pxy dx dy 


⑶ 


在公式⑵中取 p = 1,我们就得到平面图形的几何转动惯量. 

4051. 求边长为 a 的正方形薄板的质量，设薄板上每一点的面密度与该点到正方形 


顶点之一的距离成正比，且在正方形中心等于 p 0 . 

求以下列曲线为界的均匀薄板的质心 坐标： 
4052. ay = x 2 ^x + y = 2 a (a > 0). 

4054. xi = ai ( x 〉0, y > 0)_ 


4053. y/x + y/y = yfa , x = 0 ,y 


4055 


•(! + ?) 


^ (线圈). 


4056. ( x 2 + y 2 ) 2 = 2 o?xy (x > O^y > 0). 4057. r = a(l + cos = 0. 

4058. x = a(t — sini ), y = a(l — cos t ) (0 ^ i ^ 2 ji ), y = 0 . 

4059. 求圆形薄板 x 2 + y 2 ^ a 2 的质心坐标 • 设它在点 M ( x , y ) 的面密度与点 M 


到点 A ( a , 0 ) 的距离成正比. 

4060. 求曲线 


y/2px, 


X 


所围图形的质心在参数 X 变化时所描绘的曲线. 


求由下列曲线所围的面积 （p = 1) 对坐标轴 Oa : 和 Oy 的转动惯量4和八: 

4061. — + ^ = 1, — H -^ = l,y = 0 ( b \ > 0, 62 > 0, > 0). 

bi h 02 ti 

4062. (x 一 a) 2 + (y — a) 2 = a 2 , x = 0, y = 0 (0 < x ^ a ). 


4063. r = o(l + cos ip ). 


4064. x 4 + y 4 = a 2 ( x 2 + y 2 ) 


4065. xy — a 2 ， xy = 2 a 2 , x = 2 y , 2 x = y (x > 0 ,y > 0). 

4066.1. 求曲线 


( x 2 ^ y 2 ) 


a 2 ( x 2 - y 2 ) 


所围区域 S 的极转动惯量 


J 0 == JJ ( x 2 -\- y 2 ) dxdy . 


4066.2. 求曲线 


ay 


ax = y 2 (a > 0 ) 


所围平面图形的惯性积 

4067. 证明公式： 


Ii = Ii Q + Sd 


式中 t 仏是图形 ^ 对二平行轴丨和 & 的转动惯量，其中 b 是通过图形的质心，而 d 
为两轴间的距离. 

4068. 证明： 平面图形 S 对通过其质心 0(0,0) 并与 Ox 轴成 a 角的直线的转动 
惯量等于 
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I = I x cos 2 a — 2 I xy sin a cos a 1 y sin 2 a , 

其中 4 和为图形 S 对 Ox 轴和 Oy 轴的转动惯量，为惯 性积： 

I xy = JJ pxydxdy . 

4069. 求以 a 为边的正三角形对通 i 三角形质心并与它的高成 a 角的直线的转动 
惯量 ■ 

4070. 设圆柱形容器 x 2 + y 2 = a 2 ,z = 0 内盛有水，水平面为 z = h ， 求水对容器 
侧壁 x ^ O 的压力.① 


4071. 半径为 a 的球体沉入密度为 J 的液体中深度为 /I (由球心算起）的地方,这 
Mh ^ a . 求液体对球的上表面和下表面的压力. 


4072. 底半径为 a 高为 b 的直圆柱体完全沉人密度为 J 的液体中，其中心在水面 
下的深度为\而圆柱的轴与竖直方向成 a 角.求液体对圆柱上底和下底的压力. 

4073. 求均匀的圆柱体 x 2 + y 2 对质点 F (0,0,6) 的引力，设圆柱 

的质量等于 M ， 而质点的质量等于 m . 


4074. 物体对挤压面 
的压强分布由公式 



< 1 


P = Po 


给出.求物体对此面的平均压强. 



4075. 以 a 和 b 为边的矩形草地上均匀地覆盖有已收割的干草，其面密度为 p . 若 
运送质量为 M 的货物到距离为 r 的地方所需的功等于 kMr (0 < k < 1)®，则为了把 
所有干草集中在草地的中心，至少应消耗多少功？ 


§6 . 三重积分 



三重积分的直接计算法. 若函数 f(x ， y ， z) 是连续的，且有界区域 V 由下列不等式 给出： 

Xi x 2 , yi(x) (y 《 ?/ 2 ( 工 ) ， zi(x,y ) 彡之彡 z 2 {x,y), 

其中 Vi (^), V2{x), Z!{x,y), Z2[x, y) 皆为连续函数，则函数 f(x,y,z) 在匳域 V 内的三重积分可 
按公式 



f ( x ， y ， z)dx dydz 



y 2 (®) 

dx if dy z ) 

yi(^) Jzi(x,y) 



来计算.有时采用以下公式也很 方便: 


JJJ f ( x , y , z)dxdydz ^ J dx JJ f ( x , y , z)dydz 


V 


S(x) 


其中 S ( x ) 是用平面 a := 常数截区域 V 所得的截面. 


① 关于习题4070〜4072可参阅166页的脚注.——译注 

② 原书如此，其实系数是有量纲的，它的值也不应限制在0与1之间.——译注 
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2. 三重积分中的变置代换.若连续可微函数 


( u y v , w ), 


y ( u , v , w ) 


( u , v , w ) 


给出 Oxyz 空间的有界可求积三维闭区域 V 与 O ' uvw 空间的区域 V '之间的 一一 映射，并且当 

(1£ ， U ， 也 ） G V’ 时 


则成立公式 


D ( x , y , z ) 
D ( u ^ v ) w ) 


#0, 


ill f(x, y, z) dx dydz = III f(x(u, v, kj), y(u,v, w),z(u, v, 扣 ))|/| du dv dw. 

在特殊情®下，有 ：1) 圆柱坐标系 二 h , 其中 

. L D{x,y,z) ^ 

x = r cos y = rsinp ， z = n, - pr = r; 

D [ ip ， r , h ) 

2) 球坐标系 p ，0， r ， 其中 

. D(x, y, z) 2 

x = r cos (p cos *0, y = rsin^cos^, z = r sin^? ^ r)~ T cos ^* 


计算下列三重 积分 : 


4076. JJJ xy 2 z 3 dx dydz , 其中 F 是曲面之 = xy，y = x，x = l,z = 0 所围的区域 ■ 


4077 - 


ill 


dx dy dz 

(1 + x + y + z) 3 ’ 


其中 y 是曲面 x + y + z = l，:r = 0 , 2 / = 0 , 2 ： = 0 所 


围的区域 . 


4078. 


v 


JJJ xyz dx dy dz , 其中 V 是曲面 : r 2 + y 2 + ； 2 2 = 1, x = 0, y = 0 , 2 = 0 所 


围的区域 . 


4079 - 


III 


2 


+ + ^ 2 ) dzdydz ， 其中 F 是曲面 ^2+^- +J = 1 所围的 


2 


a 2 b 2 


区域 . 


4080. 


JJJ y/x 1 +y 2 dx dy dz , 其中 V 是曲面 x 2 + y 2 = z 2 , 


1 所围的区域 . 


在下列三重积分内，用不同方法配置积分的上下限 

广 1 pl—x px+y 

4081. dx dy f(x ) y ) z)dz. 

Jo Jo Jo 

fl ps/l — x^ pi 

4082. / dx _ dy _ f(x^y^z) dz. 

J—l J — Vl-x 2 J >Jx 2j ty^ 

广 1 rl px 2 +y 2 

4083. / dx dy f(x,y,z)dz. 

Jo Jo Jo 


用一重积分代替三重积分 : 


4084. 


i drj 

o Jo 



/(C) dC 


4085. 



pi px^ry 

dx dy f { z)dz 
Jo Jo 


4086 •设 f { x ， y ， z ) 


F ^ yz [ x , y , z ), a , 6, c 5 A , B , C 为常数，求 



A pB 

dx I dy 

Jb 



f ( x , y , z ) dz . 


变换为球坐标，计算 积分: 


4087 - 


III 


x 2 + y 2 + z 2 Ax dy dz ^ 其中 F 是曲面 x 2 + y 2 + z 2 


所围的区域 


rl pVl—x 2 p\/2—x 2 — y 2 

4088. dx dy I _ z 2 dz . 

Jo J 0 J y/x 2 -\-y 2 

4089. 在积分中变换为球坐标： 



x 2 + y 2 + 2 2 ) dx dy dz 


其中 V 是曲面 z = x 2 + y 2 ,x = y,x = l,y = 0 ,z = 0 所围的区域 • 


4090. 进行适当的变量代换，计算三重积分 

f f f L ^ ? 

/// V 1 — 



dx dy dz 


其中 V 为補球 4- = 1. 

4091. 变换为圆柱坐标，计算积分 



( x 2 + y 2 ) dx dy dz , 


其中 V 是曲面 x 2 ^ y 2 = 2 z,z = 2 所围的区域 


4092. 计算积分 


其中 V 是曲面 z = ay 
h (h > 0) 所围的区域. 

4093. 求积分 



x 2 dx dydz 


by 2 , 2 / > 0 (0 < a < 6), z = ax , z = 0 x (0 < a < /3 ),z 


III 


♦ 

xyz dx dy dz 


其中区域 V 位于象限 a :>0, y >0^>0 且由下列曲面围成: 


x 2 + y 2 x 2 + 

2 =- ， 之=- 

m n 


+ y 2 


xy = a , xy 


b 2 , 


arc , 


(3 x 


(0 < a < 6; 0 < a < /?; 0 < m < n ). 


4094. 求函数 f ( x ， y ， z ) — x 2 -\- y 2 -\- z 2 在区域 x 2 + y 2 -\- z 2 ^ x^-y + z 内的平均值 

4095 - 求函数 


f(x y y,z) = eV^ + ^^ 
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在区域 


^ 彡 1 内的平均值 . 

4096. 利 ^ 用中值定理,估计积分 

/%/%/% 


X 

a 


u 



dx dy dz 


x 2 +y 2 +z 2 ^ ： R 2 




其中 a 2 + 6 2 十 c 2 > 尺 2 . 

4097 . 证明：若赚 f 、 x,y ， z) 在区域 V 内是连续的，且对于任何区域 ^ C V 有 

JJJ f(x,y,z)dxdydz = 0, 

U ) 

则当 0,2/ ，之 ） e V 时 f{x ： y,z) = 0. 


4098• 求 P ⑴，设 : 


(a) F(t) 



/(x 2 +y 2 + z 2 )d:rdyck, 其中 / 为可微函数 : 


x 2j ry 2j rz 2 4,t 2 


_) = /// 


O ^ x^t 

0< z << 


4099 •求 



x m y n z p dx dy dz 


其中 m ， n ， p 为非负整数 • 


工 2 十 y 2 + 之 2 彡 1 


4100. 令 : r + y + z = $ y + 2 = a， 2 = «，计算 狄利克雷积分 

x p y q z r (l 一 x - y — z) s dxdydz (p>0,g > 0,r > 0,s > 0) 



其中 V 是平面 x-{-y + z = l,x = 0,y = 0,z = 0 所围的区域 . 


§7. 利用三重积分计算体积 

区域的体积 V 可表示为以下公式 •• 

V = JJJ dx dydz. 

v 

求以下列曲面为界的物体的体积： 

4101. z = x 2 ^y 2 ,z — 2 x 2 4 - 2y 2 1 y ~ x,y — x 2 . 

4102. z^x + y,z^xy } x + y = l,x = 0,y = 0. 

4103. x 2 + z 2 = a 2 ,x-^y = ±a,x- y = ±a. 

4104. az = x 2 ^/x 2 (a > 0). 

4105. az = a 2 ~x 2 -y\z = a-x-y^x = 0,y^0^ = Q (a > 0). 

4106 - z = 6-x 2 -y 2 ,z^ \A 2 +#• 
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变换为球坐标或圆柱坐标，计算以下曲面所围的 体积： 

4107. X 2 -\- y 2 z 2 = 2 az , x 2 + y 2 ^ z 2 . 

4108. ( x 2 + y 2 + z 2 ) 2 = a 2 ( x 2 + y 2 — z 2 ). 

4109. ( x 2 + y 2 + z 2 ) 3 = 3 xyz . 

4110. x 2 -\- y 2 z 2 = a 2 , x 2 -\- y 2 -\- z 2 = b 2 , x 2 + y 2 = z 2 (z > 0) (0 < a < b) 


在下列各题中最好利用广义球坐标 


它们由以下公式 引人: 


(r > 0;0 < p < 2 jt ; - 号 < # < I) 


x = ar cos Q <p cos 0 t/j, 
y = br sin 01 p cos 卢 *0, 

z = cr sin^ ^ 


(a A C , a ,/3 为常数)，并且 

D(r,<p,ip) 


a/3abcr cos a ~ v? sin a ~ (p cos 






求以下列曲面为界的物体的 体积: 


4111. 


54 - 


i) 


w 


411 , ( a ) fE ! + g + £!V 


4113 


4114 


w V 7 丁庐 

x 2 y 2 z 2 

x 2 y 2 z 4 

7 + ^ + ? 





(b) + 昝 + 


c 2 ) a 



V 2 z 2 


1; 条 + & 


1. 


4115. 


54 V 


C 4 


利用适当的变量代换,计算以下列曲面为界的物体的体积（假定参数是正的) 


4116. (a ) (王 + 

\a 0 c/ 

(di) 

皿(<+!+3 


音 + 營 (ddoa); 


xyz 

abc 


4118 - (a) 


«) 

⑷ v^ + \A + 


+ 




I (x^O.y^O.z^O). 

(x^0,y^0,z^ 0 ); 

1 (；r 彡 0，y 彡 0 , 2 彡 0). 


三 =1 

c 


(X > 0，y 彡 0 ，之 > 0); 


3 


3 


3 


(b) V ^ + V6 + V ^ 


(x 彡 0,y > 0,2 > 0); 


⑷ © 


3 


(!) 


3 


+ 


© 


3 


L 


4119. z = x 2 +y 2 , 2 ： = 2(x 2 +2/ 2 ) ? xy = o?^xy = 2a 2 , x = 2y ， 2x = y (x> 0^y> 0) 


8 • 
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4120. x 2 + z 2 = a 2 ^ x 2 + 2 2 = b 2 ^ x 2 — y 2 — z 


0 (x > 0)- 


a 6 x 2 


x 2 y 2 


4 m +汗=兩碰(^ +备 





- . e 择+馀+择. 

h 


x y 

~ + T 

4123. x a y b z 

- h — H - 

a b c 


三 arcsin 卩 + | + 三 W = l，x = 0, 

jt \a b c / a b 


x y z 

4124. - H- t + ~ = In a & c ， x — 0 , 2 : 


a 1 6 ' c l + l 


y z x y z ^ 

H W 石七 =1 . 


4125. 曲面: c 2 + y 2 + az = 4 a 2 将球 x 2 + y 2 + z 2 = Aaz 分成两部分，求这两部分 


的体积之比. 


4126. 求以曲面 


+ y 2 = az， 2 = 2 a — \/ x 2 + y 2 (a > 0) 


为界的物体的体积和表面积. 

4127. 求以平面 


a\x 4 - b\y + C\z — 士 / ii ， 
a 2 X + b 2 y + C 2 Z = 士 / l 2, 
a 3 x + b^y + c 3 z = 士 / i 3 


为界的平行六面体的体积，设 


d\ b\ C\ 


A 


d 2 


62 C2 一 0 


^3 办 3 ^3 


4128. 求以曲面 


(aix + biy + ciz ) 2 + ( a2X + b^y + c 2 z ) 2 + { a^x + b 3 y -\- c 3 z ) 2 = h 2 


为界的物体的体积，设 


ai 61 ci 


A 


d 2 


62 C2 7 ^ 0 


^3 63 C3 


4129. 求以曲面 


¥ 


2n 




c 2 


a 2 


62 


7 l — 2 


(n > 1) 


为界的物体的体积. 


4130. —物体位于正象限 Oxyz (x > 0 ,y > 0 ,z > 0), 并以曲面 


a 771 b n cP 


(m > 0, n > 0 ,p > 0), x = 0, 


0， z = 0 


为界，求其体积. 
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§8. 三重积分在力学上的应用 

1. 物体的质最. 若一物体占有区域 F ， p = p(x iy ,z) 为它在点 (x,y,z) 的密度，则该 物体的 
质量等于 

叫 II p da: dy dz. (1) 

V 

2. 物体的质心 . 物体的质 心坐标 (x 0 ,yo,zo) 按下列公式来计算： 



JJJ px dx dy dz, 

V 


JJJ pydx dydz, 

V 



( 2 ) 


若物体是均匀的，则在公式⑴和⑶中可令 p 

3. 转动惯量. 积分 


U 


III 

v 


2 

pz dx dy dz, I yz 


III 


Q 

px dx dydz^ I z 


III 


2 


py dx dy dz 


分别称为物体 对坐标平面的转动惯量 . 
积分 


/// 


2 

pr dx dy dz 


(其中 r 为物体各点 (x ， V ,z) 与轴 Z 的距离）称为物体 对某轴 Z 的转动 惯量.特别是,对于坐标轴 
Ox,Oy,Oz 分别有： 


lx = Ixy 七 Ixz^ ly = ^yx H" ly 


Iz = ^zx 4" Iz 


积分 


Iq = JJJ p(x 2 y 2 z 2 ) dx dy dz 


称为物 体对坐标原点的转动惯量 . 
显然有 


/() = Jxy + Iyz + Izx • 


4. 引 力势. 积分 


u(x,y,z) 


///p(“ ， C) 


dr] dC 


称为物 体在点 P(x ， y ， z ) 的牛顿引 力势，式中 V 为物体所占区域 ， p = p (€，7?， C ) 为物体的密度，且 


T = 


($ — x ) 2 + (?? — y ) 2 + (C — 之 ) 2 . 
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质量为 m 的质点吸引物体的力在坐标轴 0: c , Oy ， Os 上的投影 X ， K ， Z 分别等于 


X -- 

=Gm 竽 : 

ox 

= Gm 

Y = 

-Gm 竽 : 

ay 

=Gm 

Z = 

du 

- Gm— = 

= Gm 


dr}dC 


/// 咛 
///^ 


Gm JJf p^r- d i dr ^ d < 


d ^ dr / dC , 


其中 G 为引力常量. 

4131. 设物体在点 M ( x , y , z ) 的密度由公式 p = x + y + z 给出，求占有单位体积 
0 < x < 1，0< 2/ < 1，0 < 2 < 1 之物体的 质量. 

4132. 若物体的密度按规律 p = p 0 e ~ fc ^ 2 +2/ 2 +^ 2 (其中 p o >0 Rk >0 为常数) 
而变化，求占有无限区域 x 2 ^ y 2 + z 2 ^ l 的物体的质量. 

求以下列曲面为界的均匀物体的质心坐标： 


4133. 


r 

¥ 


C 2 


c . 4134. 2 : = x 2 + y 2 , x + y = a ， a ; = 0, y = 0, z 


4135. x 2 = 2 pz,y 




x = -，z 


0_ 


Ip " 

4136. i ^ 


+ 


6 2 c 2 


1, x ^ 0, y ^ 0 ,2 ^ 0- 


4137. x 2 -h z 2 = a 2 , y 2 + z 2 = a 2 (z ^ 0). 4138. x 2 + y 2 = 2 z , x y = z . 


4139 - 




xyz 

abc 


(x 彡0, y > 0, 2 彡0, a > 0, & > 0, c > 0)_ 


4140. z = x 2 ~\~ y 2 ,z = -( x 2 4 - y 2 ), x -\~y 


士 1, x — y = 土 1. 


4141. 


a n b n c n 


l,x = 0 ,y = 0,2 = 0 (n > 0; a : > 0, 2 /彡0, z 彡 0) 


4142. 求形状为立方体 


0 ^ a: ^ 1, 0 ^ 2/ < 1, 0 ^ z ^ 1 

的物体的质心坐标，设此物体在点 ( x , y , z ) 的密度等于 


2oc-l 20-1 2y-l 
X 1 -^qT y 1-0 z 1-7 


其中 0< q ;<1，0</?<1,0<7<1. 


求以下列曲面 （参 量是正的）为界的均匀物体对坐标平面的转动惯量: 


4143- 


x y z A 

_ + 兰 + - = M 

abc 

.2 ~2 


0 , 2 / = 0,2 = 0 . 


4144. 





2 T 


4146, 


x 2 y 2 z 2 

( a ) 7 + 庐 + ? 




\ p " 

4145 . p + 反 

㈤ 云 + & 


c 2 


= c . 


= 2 三， + | 

c a b 
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4147. ( a ) 

㈤ 


54 




2 


2 


X 

a 2 


y 2 

¥ 


z 2 


+ 




1， x = 0, y = 0, 2 ： = 0 (n > 0; a: 彡 0, y > 0 ,之 > 0). 


求以下列曲面为界的均勻物体 Oz 轴的转动 惯量： 

4148. z = x 2 + y 2 ^ x^y = 士 1 ， x — y = ±1 ， z = 0. 

4149. (a) x 2 y 2 -\- z 2 = 2, o : 2 十 y 2 = z 2 (z > 0); (b) ( a 2 + y 2 + z 2 ) 3 = a h z . 

4150. 求质量为 M 的非均勻球体对其直径的转动惯量，设球内 
各点 P [ x ， y ， z ) 的密度与该点至球心的距离成正比. 

4151. 证明 等式： 


It = 乃 0 + Md 2 : 

其中 A 为物体对某轴/的转动惯量， 4 为对平行于〖并通过物体质心的轴〖 0 的转动惯 
量， d 为此二轴之间的距离， M 为物体的质量. 

4152. 证明： 占有区域 y 的物体对过其质心0(0, 0,0) 并与坐标轴成角 a , /3, 7 的 
轴 Z 的转动惯量 等于： 

Ii = I x cos 2 aIy cos 2 (3 - 1 z cos 2 7 — 2 K xy cos a cos /? 

—2 K XZ cos a cos 7 — 2 K yz cos /3 cos 7 ， 

其中 j y ，厶为物体对坐标轴的转动惯量，而 
Kxy -III pxy dx dy dz ， K xz = jJj pxz dx dt / dz , K yz = JJJ pyzdx dy dz 

v v v 

为惯性积. 

4153. 求密度为 p 0 的均匀圆柱体 x 2 y 2 ^ a 2 , ~h ^ z ^ h 对直线 : c =： ^/ = ^:的 
转动惯量. 

4154. 求密度为 po , 以曲面 

( x 2 + y 2 + z 2 ) 2 = a 2 ( x 2 -\- y 2 ) 

为界的均匀物体对坐标原点的转动惯量. 

4155. 求密度为卯的均匀球体+ 7 ? 2 + C 2 < R 2 在点 P [ x ， y ， z ) 的牛顿引力势. 
提示：令轴通过点 P ( x ， y ， z ). 

4156. 求球壳层 Rl ^ e ^ v 2 + C 2 < Ri 在点的牛顿引力势，设密度 
p = /( 丑)，此处/为已知函数，而 

丑= v^ 2 + # + C 2 . 

4157. 求密度 po 恒定的圆柱体 f + ?? 2 彡 a 2 ,0 彡 C 彡九在点 P {0：0, z ) 的牛顿引 
力势. 

4158. 半径为丑质量为 M 的均匀球体 e + r ^ + e ^ R 2 以怎样的力吸引质量为 
m 的质点 P (0,0, a )? 

4159. 求密度为 po 的均匀圆柱体 i 2 W ^ a 2 ,0^ C < h 对单位质量质点 P (0,0,^) 
的引力. 
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4160. 求密度为 w 的均匀球锥体对位于其顶点的单位质量质点的引力，设球面半 
径为 R ， 而轴截面的扇形的角等于 2a. 


§9. 二重和三重广义积分 


1. 无界区域的情形 . 若二维区域 D 是无界的，函数 f ( x ， y ) 在区域 Q 上连续，则 定义: 


JJ f(x,y)dxdy= ^lirn^ JJ f(x,y)dx dy, 


⑴ 


其中是可求积有界封闭区域，并且它们组成 n 的任意一个竭尽递增序列 ®. 若右端的极限存 
在且与序列的选择无关,则相应积分称为收 敛的； 否则称为发 散的 . 

类似地定义岀连续函数在无界三维区域上的三重广义积分. 

2. 不连续函数的情形 . 若函数 f(x,y) 在有界封闭区域 D 内除了点 P(a,6) 而外处处是连 
续的，则 定义： 

J j f(x,y)dxdy = f(x,y) dx dy, (2) 


n — 


其中％是包含点 P 的以 e 为直径的区域，并且当极限存在时，所研究的积分称为收 敛的； 否则 

称为发散的. 


假设在点 P ( a ，6) 的邻近有等式 


f ( x , y ) 


咖， y ) 


其中函数 (p[x ， y) 的绝对值是介于二正数 m 和 M 乏间且 


T = 


(x-a) 2 -\-(y-b) 2 , 


则 1) 当 o : < 2时,积分 （2) 收敛; 2) 当 a 彡2时，积分 （2) 发散. 

若函数 f(x ， y) 有间断线，也可类似地定义出广义积分 （2). 

不连续函数的广义积分的概念易于引申到三重积分的情形. 

研究下列具有无界积分域的广义积分的收敛性 (0 < m ^ \(^{ x ^ y )\ ^ M ): 


4161 


4163 


•// 

x 2 + y 2 》l 

•//(： 

O ^ y^l 


(x 2 + y 2 )P 

:i 

咖， 2/) 


(1 + x 2 + y 2 )P 


dx dy . 


4162. 



+OC 



dx dy 


(l + |^|^)(l + |y|^) 


dx dy . 


4164 


.11 

\x\ + \y\^l 


dx dy 


( p >0, q >0) 


4165 


■in 


smx siny 


(r+ y) 


dx dy . 


x+y^l 


4166. 证明： 若连续函数 f ( x ， y ) 不为负， S n (n = l,2,---) 为有界闭区域，并且组 
成区域 S 的任意一个竭尽递增序列，则 


①区域 n 的竭尽递增序列是指这样的序列 n n ， 对任意正整数 n 有 Dn C Qn + l C n ， 且 Q Qn 


译注 


. 二重和三重广义积分 


JJ /( Ay ) dxdy 


lim f ( x ， y ) dxdy , 


这里左端与右端同时有意义或同时无意义, 


S n 


4167. 证明: 


lim / / sin ( x 2 + y 2 )dx dy 


! J!I 


然而 


lim 


JJ sin ( x 2 -\- y 2 )dxdy 


x 2 -\- y 2 ^2 nn 


( n 为正整数). 


4168. 证明： 尽管二重积分 


/ +oo p+oo 2 _ ..2 广 +oo / *+00 2 _ ?/ 2 

dx l 及 dy l ( x ^ Ty^ dX 

收敛,但积分 

f f x 2 — y 2 

JJ (X 2 Ty 2 ) 2 d y 

发散. 


计算下列积分（参数是正的) 


4169 


■// 


dx dy 
x p y q 


4170 


V 彡1 
Cj5l 


4171 - // 7 ! 


x 2 + y 2 <l 


dx dy 
— x 2 — y 2 


4172 


4173 


■II 

y ^ x 2 + l 


dx dy 
x 4 + y 2 • 


4174 


.lh 

x + y>l 
O ^ x^l 

■ii 

工 2 +y 2 彡 1 

.II e 

O ^ x^y 


dx dy 
(x + y) p 


dx dy 

( x 2 + y 2 ) p ' 


一 （工 + y ) 


dx dy 


变换为极坐标，计算下列 积分: 


4175 - 



+ 00 /»+00 



一 (x 2 十 y 2 ) 


dx dy 


Z^+oo 广 +oc 2 2 

4176. / / e -(怎 +y ) cos ( x 2 4 - y 2 )dx dy . 


4177. 



•oc J 一 oc 

+OC 尸 + 00 



e -(x 2 +y 2 ) s in ( x 2 + y 2 ) dx dy . 


计算下列 积分： 

4178. f °° f °° e ^ 2 + 2 bx y ^ c y 2 + 2 dx ^ y+f dx dy , 其中 a <0, ac ~ b 2 >0 
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4179 


_ // 


e 


-( 绔 + 疫 ) 


dx dy 




4180. 



+oo 广 +OC 



xye 


(^+2 £ fK^) dxdy (0 < | £ | < 1) 


研究下列不连续函数的二重广义积分的收敛性 （0 < m < \if(x,y)\^M): 


4181. 



dx dy 
x 2 + y 2 


，式中区域 n 由条件 | y | 彡 x 2 , x 2 + y 2 ^ l 确定. 


n 


4182 


•// 






( x 2 ^txy + y 2 y 


dx dy . 


4183 


4184. 



° 咖, y ) 
o \^- y\ p 


dx dy . 


4185 


• // 

I 工 l+|y|<i 

_// 

工 2 +y 2 <l 


dx dy 


x\ p + \ y\ q 


(p > 0, g > 0) 




(1 — x 2 — y 2 ) p 


dx dy 


4186. 证 明：若 1) 函数 cp ( x ， y ) 在有界区域 a ^ x ^ A . b ^ y^B 内 连续； 2) 函 
数 f ( x ) 在闭区间 A 上 连续； 3) p < 1,则积分 


收敛. 





计算下列 积分: 


4187. 



In 


1 


x 2 + y 2 <i 


yjx 1 + y 2 


dx dy - 



4188. I dx 

o jo 



dy 


^( a - x ){ x - y ) 


(a > 0) 


4189. JJ lnsin(x - y ) dxdy , 其中区域 1) 是由直线 y = Q，y 


Xs X 


Jt 围成的. 


Q 


4190 


_// 

x 2 -\- y 2 ^x 


dx dy 


^/ x 1 + y 2 


研究下列三重积分的收 敛性： 

咖， y ，2) 


4191. 


4192 


4193 


III 

x 2 +y 2 + 之 2 >l 

. /// 

x 2 -\-y 2 -\-z 2 ^l 

- III 


{ x 2 + y 2 + z 2 )p 

工，"，之） 

(x 2 + y 2 + z 2 )p 

dx dy dz 
x\p + \ y \^ + \z 


dx dy dz ? 其中 0 < m < y ^ z )\ ^ M . 


dx dy dz ^ 其中 0 < m < y ^ z )\ ^ M . 


(p > 0, g > 0, r > ())• 


x| + |y| 十 | 2|>1 


4194. 


f ( x , y , z)dx dydz 


o Jo Jo {[ y -^(^)] 2 + [^-^(^)] 2 } p, 


其中 0 < m 彡 \ f ( x , y , z )\ ^ M 


而 p ( x ) 和 i ){ x ) 是闭区间 [0, a ] 上的连续函数, 



§10. 多重积分 

1. 多重积分的直接计算法. 若函数 f ( x U X 2 r -- , Xn ) 在由下列不等式确定的有界区域 Q 内 
是连 续的： 

x[ ^ XI ^ Xi, 
x f 2 (xi) ^ a ：2 < 4 ’(Xi )， 


， $2, ’ • • ， — l ) ^ ^ (xi , X 2 ，♦’ • ， Zn — 1) ， 

其中 ； ri 和 o // 为常数， a ^0 ri )， a ^( xi )， … i x , n ( xi , X 2, ■ ■ ■ , x n - i ), x ， l l { x \, x 2 , - - - , x n - i ) 为连续 
函数，则相应的多重积分可按下列公式来 计算： 




/( Xl ， X 2, . • . ^ X n )dXi dX 2 • - - dx n 



da ：2 … 


/ 怎公（怎1， … ，怎 n — 1) 

， x n-l) 


f ($1 ， X2 ， • • • ， 2^n) clXfi. 


2. 多重积分中的变 置代换•若 1) 函数 f ( x u x 2 r - , x n ) 在有界可测区域 n 内是一致连续 
的； 2) 连续可微函数 

x i = 外 (6,6, …， 60 (i = 1,2,… ， n) 

把 Ox X X 2 . _ . Xn 空间内的区域 D —一 映射成 O f ^2 … U 空间内的有界区域 3) 在区域以 
内雅可比行列式 

J = P ( Xi , X 2, ' ' - , x n ) , 0 
— D (6，&，...，《 n ) 巧 
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则成立公式 


// 

// 



f ( Xi , X 2 


Xn) dxi dx2 ••- da: 



/(灼，灼 


^ n )|/| d 6 H 


特别是，根据公式 


xi = r cos ipi, 

X2 = r sin (pi cos (f2 


X n -l = rsirnpl SHI (p 2 - - •Silicon —2 COS (f n - 1 

x n — r sin(/?i sin 外 … sin (f n -2 sin (p n — 1 


变换成极坐标 


， p n —： l ) 时，有: 


D ( xi , X 2, - - - , X n ) 


D ( r,ip 


1， … 


1) 


■ Tl 一 2 4 Tl — 3 

sm (fi sm (f2 


♦ sm ipn-2 


4201 •设 K ( x ^ y ) 为区域 i?(a 内的连续函数，且 


K n (x ， y) 


证明: 






K(x,ti)K(ti,t 2 ) • - K(t n ,y)dtidt2 - - - dt n , 


(工， 没) 


4202. 设 / = f { xi , x 2 , 



i^ n (^c ， y) dt. 


x n ) 为区域 0 彡 ： Ci < a ; (i = 1，2, 




, n ) 内的连续函 


数.证明 等式: 


xi 


Xn. 一 


I dxi I dx2 • • ‘ I f dx n = / dx n I dx f 

Jo Jo Jo Jo Jx n 

4203. 证明： 

f dti [ dt 2 ". f /(D/fe) … f(tn)dt n 

Jo Jo Jo 

其中 / 为连续函数. 


dx , 


dx 打 —1 



fdxi (n 彡 2). 


X 2 


n — 


h.{L 


f { r ) d 


计算下列多重积分: 


4204. ( a ) 




{ x \ + ^2 H - + x 2 n ) dxi da；2 … dx n ; 


( b ) 




(Xi + X2 H - h x n ) 2 dxi dX2 


蜃 • • 


dx n 


4205. I n 


II 



dxi da ；2 … d ^ n - 


rri>0,X2^0,--- 
xi + x 2 -\ - \- x n ^a 

4206. f da；i f 6 . X2 … / 

Jo Jo Jc 


Xtt — 


X \ X 2 • • • dx _ 
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4207. 




yjx\ + - dx\ da ： 2 … dx n . 


X 1 ^0,X2^0 r - f X n ^0 

X\ J rX2^ - h 工 n 彡 1 


4208. 求以平面 


怎 2 + • • _ + ^in^Ti 


土 "i (i = 1，2, 


， n ) 


为界的 n 维平彳了 2 n 面体的体积，这里设 △ = | ay | 一 0. 

4209.求 n 维角锥 

』+」+ …+ — ^ 彡 1 ， 心彡 0 (i = 1 ， 2,…, n) (ai > 0, i = 1,2, • * * , n) 

Ci \ Q ，2 n ’ 

的体积. 


a 


4210. 求以曲面 


a? a\ 


♦ ♦ 4 


+ 


X 


2 

n—1 


X 


2 

n 


a 


2 

n—1 


a 


2 

n 


X 


n 


a 


n 


为界的 n 维圆锥的体积. 

4211 .求 n 维球体 


X 


1 + ^2 + • ■ • + ^ a 2 


的体积. 


4212 


•求// 


0 


_ jxldx 1 dx 2 -- dx n , 其中区域 D 是由以下不等式确定的 


x\+x\ + 


♦ I _ 


+ 4- 



2 


h 


h 


~ ~ x n ^ — 


4213 - 计算 


2 




dx\ dx 2 • • • dr 


n 


怎？ + 工 ！+… + 4 彡 1 


y/l-x\- x\ 


/y>2 

山 n 



4214. 证明 等式： 

X 广 Xl 

dxi I dx 2 - ■ 
0 Jo 

4215. 证明 等式： 

X pXl 

X\ dxi / X 2 dX 2 … 

0 Jo 

4216. 证明狄利克雷 公式: 



怎竹 — 


f(x n )dx 


n 


0 



x 


" x (x — u) n ~ l , 

0 /( w ) l ^ T ) T dw - 




X 


f (^n+l) diC n +i 


0 


2 n n\ 



(x 2 — u 2 ) n f(u) du 


0 




一 1 Vo . — l 


^ X p 2 2 


x^ 1 ^ 1 dxi dx 2 - • - dx n 


怎 1+X2H - hx n ^l 


r(pi)r(p 2 )---r(j3 n ) 

r(Pl +P2 H - +Pn + 1) 


( Pl ， P 2, 


Pn > 0) 


4217. 证明刘维尔 公式: 
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// 



f(xi + $2 + _ • • + 〜 ) 忑 ? 1 _ ： 1 4 2 一 1 … do：i dr 2 … dx 


Xl^X2r 99 ，工 n 彡 0 
怎 1+X2-I - hXn^l 


= r(pi)r(P2) … r (: p n ) r 

r(pi +P 2 H - + Pn) Jo 

式中 f ( u ) 为连续函数. 

提示： 运用数学归纳法. 


/(li)u Pl+P2 +， " +Pn-1 du (pi , P2 , 


• • « 


, Pn 〉 0)， 


4218 - 将区域 rc ? + 4 + … + 4 < i ? 2 上的 n 重积分 （ n 彡 2) 


// 



X? + ^2 H - h ] dxi dX2 


攀 • _ 


dx n 


(其中 f ( u ) 为连续函数）化为一重积分 • 


4219•计算半径为 i ?， 密度为 p 0 的均质球 体对自身的引力势， 即求积分 


4 


mm 

^ i + yi +^ i <- R 2 

x%+yl+zl^R 2 


dxi dyi dzi dx2 dy2 dz2 


r \,2 


式中 n ,2 




{xi - x 2 ) 2 + (yi - V2 ) 2 + (zi - 22) 2 . 


4 

4220 .设 E ^ij X{Xj {(I 


aji ) 为正定二次型，计算 n 重积分 



+ O 0 r + OC 




+ OC 


{ E 

^> j=l 


4 # 


dxi da ： 2 … • dx n . 


§11. 曲线积分 


1. 第一 型曲线积分. 若函数 f ( x , y , z ) 在平滑曲线 C 


⑷ 


y ( t ) 


z ( t ) {to T ) 


的各点上有定义并且连续， ds 为弧长的微分，则 



⑴ 


/ f ( x ， y ， z ) ds = /( x ⑷， 2 /⑷， 2 ⑷) \ A /2 ⑷ + y /2 ⑷ +乂 2 (0此 

J c Jt o 

这个积分的特征在于它与曲线 C 的方向无关. 

2. 第一 型曲线 积分在力学上的应用 •若 p = p ( a :， 仏幻为曲线 C 在点 ( x lVl z ) 的线密度，则 


曲线 C 7 的质量 等于: 


M 



p ( x , y , z)d 


此曲线的质 心坐标 ( x 0) yo , z 0 ) 由以下公式来表示: 


Xo = J ^ xp { x , y , z ) ds , y 0 = — yp ( x , y , z ) ds , z 0 = j ^ zp ( x , y , z ) ds . 


3. 第二型曲线 积分. 若函数 尸 = P ( x , y , z ), Q = Q ( x ， y ， z ), R = R ( x ， y , z ) 在曲线 （1) 上 
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的各点是连续的,且曲线方向是使参数 t 增加的方向，则 


P(x,y,z) dx 4 - Q{x,y,z)dy + R{x,y J z)dz 




{P(x(t) ， y(t) ， z(t))〆 ⑷ + Q(;r(t) ， 沒⑴， z(t))y ' ⑷ + JR(x ⑻ （ 2) 


当沿曲线 C 的方向变更时，此积分的符号也变更.在力学上，积分 （2) 是当其作用点描绘出曲线 
C 时变力 {P,Q,R} 所作的功. 

4. 全微分的情形 .若 


式中 


P{x,y,z)dx + Q{x,y,z)dy + R(x,y,z) dz = du, 

( x , Vl z ) 为区域 V 内的单值函数，则积分值与完全位于域V内的曲线 C 的形状无关 

[Pdx-\-Qdy^Rdz = u(x 2 ,2/2^2) - uixi.yi.zi), 



式中为积分路径的始点， ( X2 , y2 . Z2 ) 为其终点.在最简单的情况下，若区域V是单连 
通的，而函数 P，Q， 丑有连续的一阶偏导数，则上式成立的充分必要条 件为： 在区域V内，下列 


条件恒 满足: 


dP_dQ dQ _dR 8 R_dP 
dy dx ’ dz dy 5 dx dz 、 


这时，在区域 K 是标准长方体这种简单情形下，函数 u 可按下面的公式来求得. 


( x , y , z ) 



P{x 1 y^z) da; + 



Q(x 0 ,y,z)dy + 



R(xo,yo,z)dz + c, 


其中 ( xo ^ yo . zo ) 为区域 F 内某一固定的点，而 c 是任意常数. 
计算下列第一型曲线 积分： 


4221. j(x + y ) ds , 其中 C 为以0(0,0)，乂(1， 0) 和 5(0,1) 为顶点的三角形围线. 


4222. / y 2 ds， 其中 C 为摆线 x = a(t — sint),y = a(l — cost )( 0 彡亡彡 2;t) 的 一 拱. 


4223. ^(x 2 +y 2 )ds, 其中 C 为曲线 a： = a(cost + isint),y = a(sin t - 1 cost)(0 ^ 


t ^ 2 tc )- 


4224. 



yds, 其中 C 为双曲线 re = acoshi,y = asinh 亡 (0 ^ t < to) 的弧 • 


4225. J(xi +y^)ds, 其中 C 为内摆线 xl +y 


的弧. 


4226. 



+y2 ds , 其中 C 为由曲线 r = a , (p 


0,v? = - (r 和 w 为极坐标）给 


出的凸围线. 


4227 - / |y|ds, 其中 C 为双纽线 （a: 2 + y 2 ) 2 = a 2 ( x 2 - y 2 ) 的弧_ 


c 
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4228. / xds , 其中 C 为对数螺线 r = (k > 0) 在圆 r = a 内的部分 


c 


4229. J 其中 （7 为圆周 


ax 


c 


4230. 



,其中 C 为悬链线 y = a cosh -, 

a 


c 


求下列空间曲线的弧长（参数是正 的)： 

4231. x = 3t ， j/ = 3t 2 ,z = 2t 3 , 从 0(0,0, 0) 到 A (3, 3, 2). 

4232, x = e _ t cost,y = e~ t sint,z = e _t , 当 0 〈亡 < + oo . 

4233 - V = aarcsin ^= jin 从 O (0,0,0) 到 A { xo , y 0 j z 0 ). 
4234. ( x - y ) 2 = a(x + y ), x 2 - y 2 = p ， 从 0(0, 0, 0) 到 A ( x 0 , y 0 , z 0 ) 


y 


Z 


4235. x 2 + y 2 = cz ,- = tan 三，从 0(0,0,0) 到 A ( x 0 , yo , z 0 ). 

X 乃 


c 


4236. x 2 + y 2 + 2： 2 


B ( x ， y ， z ). 


a 2 , \ Jx 2 ^h y 2 cosh (arctan - 

\ x 


a ， 从点 A ( a ，0,0) 到点 


计算沿空间曲线的第一型曲线 积分: 



4237. / 0 r 2 + 2/ 2 + 2 2 ) ds ， 其中 C 为螺旋线 x = acost.y = asint , ^ = bt (0 ^：t 


2jt) 的一段. 


c 


4238. J x 2 ds , 其中 C 为圆周 x ^ y 2 + z 2^ a 


2 


x + y + z = Q . 


c 


4239. / zds , 其中 (7 为圆锥螺旋 a : = tcostly — tsint , z = £ (0 ^ i ^ t 0 ). 


c 



4240 •/ 其中 C 为曲线 / + y2 


z\y 2 


ax 上从点 0(0,0,0) 到点 


c 


A ( a , a : \/2 a ) 的弧 ■ 

4241.1. 设曲线 a ： = acost,y = bsint (a ^ b > 0,0 ^ t ^ 2 n ) 在点 ( x ， y ) 的线密 
度等于 bl , 求其质量. 

4241.2. 设拋物线 〆 = 2 px (0 < r < ■) 在点 M { x , y ) 的线密度等于||/|，求其 


质量. 


4241 3 -求曲线 x = at , y ^= ^ t 2 , z = (0 ^ 1) 的弧之质量，其密度按规律 


2 


P 


2 y 


a 


而变化. 


X 


4242 - 计算均匀曲线 y = acosh - 从点4(0, a ) 到点万(6,/ I )的弧的质心的坐标. 

CL 
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4243. 求摆线 x = a(t — sint),y = a(l - cos t) (0 ^ i < jt) 的弧的质心 . 
4244.1. 求星形线 xi + yi= a i (工 > 0, y 彡 0) 的弧 C 对坐标轴的静矩 



S y = rd 5， S x = / yds . 


c 



c 


4244.2. 求圆周 x 2 +y 2 = a 2 对其直径的转动惯量. 

4244.3. 求下列曲线对点 0(0, 0) 的极转动 惯量： 

⑷正方形 max {| x |, \y\} = a 的边界 C ; 

㈤ 以极坐标点 P ( a ? 0), Q [ a ,~), R ( a ^) 为顶点的正三角形的边界 C . 


4244.4. 求星形线 d -\-y~ 


^ 的平均极半径，即由以下公式给出的数 ro (〜 > 0) 

Iq — srp, 


其中 /◦ 是星形线对坐标原点的极转动惯量（参见习题 4244.3), 5是星形线的弧长. 


4245. 计算球面上的三角形 x 2 ^ y 2 + z 2 = a 2 , x ^ 0 , y ^ Q , z ^ 0 的围线的质心的 


坐标. 


4246. 求均勻的弧 z cos^y = e * s ' mt.z = e £ (-oo <t ^ Q ) 的质心的坐标. 


惯量. 


4247 -求螺线 ^ = acost,y = asint.z = -^-t(0 ^ t ^ 2it) 的一支对坐标轴的转动 


4248. 计算第二型曲线积分 



xdy — ydx 


OA 


式中 O 为坐标原点，点乂的坐标为 (1,2), 并 设：⑷ 04为直 线段； （ b ) 04为拋物线 
其轴为 Oy ; ( c ) O 乂为由 Oar 轴上的线段05和平行于 Oy 轴的线段组成的折线, 


4249. 对于上题中所指示的途径⑷， ㈤ ，⑷，计算 



xdy + ydx. 


OA 


在参数 



型曲线 积分: 



4250. ( x 2 ~ 2 xy)dx + ( y 2 - 2 xy ) dy , 其中 C 为拋物线 y = x 2 (-1 < x ^ 1 ). 


c 


4251 - J (^ 2 ~^y 2 )dx-h(x 2 ~y 2 )dy, 其中 <7 为曲线 y 1 - \l - x \ (0 ^ x ^ 2) 


c 


x 2 y 2 


4252. j)(x^y)dx^{x~y) dy , 其中 C 为依逆时针方向通过的椭圆周 —- h ^- = !■ 

c a 

4253. J(2a~y)dx xdy, 其中 C 为摆线 x = a(t — sint),y = a(l — cost) (0 ^ 


c 


的一拱. 
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4254 



c 


4255 


(x + y ) dx -{ x - y )& y ^ 其中^为依逆时针方向通过的圆周 x 2 + 2 ； 2 = a 2 . 

x 2 + y 2 

其中 ABCDA 为以 A (1,0), 5(0,1), C (— 1,0)， D (0,-1) 

kl + \y\ 



ABCDA 


为顶点的正方形围线. 

4256. f 8^1?/ 如 + 81110 ：办，其中人 3 为介于点 4(0, 冗 ) 和点 _6(71 ：， 0) 之间的直线段 . 


AB 


4257. 



arctan — dy — dx, 其中 OmA 为抛物线段 y = a^ 2 , On A 为直线段 

X 


y = x. 


OmAnO 





4261 


/ KM ) 

-Lj x 



验证被积函数为全微分，并计算下列曲线 积分： 

( 2 , 3 ) 

4258. I xdy + ydx . 

(- 1 , 2 ) 

( 2 , 3 ) 

4260. I (x - hy ) dx-h (x - y ) dy . 

( 0 , 1 ) 

(a ， 6) 

4262. / /(> + y)(dr + dy)， 其中 / ⑻为连续函数 • 

( 0 , 0 ) 

4263. / (1 ’ 2) ㈣―戶 沿着不与 Oy 轴相交的路径. 

(2,1) x 

(6,8) Xd ，切空 沿着不通过坐标原点的路径. 

(1,0) \/ x 2 - hy 2 

4265- f ( 2，y2) ( f ( x ) dx -\- / ip ( y ) dy : 其中 p 和 4 为连续函数 ■ 

( 3 , 0 ) 

4266. / (x 4 + Axy 3 )dx + (6 x 2 y 2 - 5y 4 ) dy. 

- 2 - 1 ) 

4267. f ⑽ x ^ y ~ y ^_ 沿着不与直线 y = x 相交的路径. 

\ x-yr 


(3，一4) 

4259. I xdx ydy. 

( 0 , 1 ) 


-y)(dx- dy). 



4264. 




4268. 



(2, 冗) 


1- 


y 

X 


2 


2 


( 1 ， JT) 

(a ， b) 

4269. / e x (cos ydx — sin ydy). 

( 0 , 0 ) 


cos ^ dx + fsin ^ + ^ cos ^) dy 沿着不与 Oy 轴相交的路径 

X / \ X X X/ 



4270. 证 明：若 f(u) 为连续函数且 C 为逐段光滑的封闭围线，则 


士 /(x 2 -^-y 2 )(xdx + ydy) 


0. 


c 


求原函数设: 


ydx — xdy 


4271. dz = (x 2 -^2xy-y 2 )dx-^(x 2 -2xy-y 2 )dy. 4272. dz - 3 ^ 2 _ 2xy + 3y2 
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4273. dz 


(x 2 + 2xy + 5y 2 ) dr + (x 2 - 2xy + y 2 )dy 

(x + y ) 3 


4274* dz = e x [e y (x — y + 2) + y] dx + e x [e y (x — y) + l]dy. 


4275 - dz 


5 n+m+l u 沪 +m+l 乜 

dx + - ^ ——— dy. 


4276. dz = 


其中 


dx n+ 1 dy m 

Qn + m+l 

dx n+ 2 dy rn ~ l 


dx n dy m+1 

Qn+m+l 

In - I dx - _ 

r / dx n ~ 1 dy m ^ 2 


In 


r 


r = y/x 2 + y 2 . 

4277. 证明： 下面的估计对于曲线积分是正 确的 : 



Pdx + Qdy 


c 


< LM ， 


其中 i 为积分路径的长 ， M = max \JP 2 + Q 2 ( 在弧 C 上 ) 


4278 . 估计积分 


Ir 



x 2 + y 2 = i ? 2 


ydx — xdy 
(x 2 -\-xy-\- y 2 ) 2 ' 


dy 


证明 ：lim J 丑 = 0_ 

H—►oo 


计算沿空间曲线的积分（假定坐标系是右手 的)： 

4279. J (y 2 - z 2 )dx + 2yzdy - x 2 dz, 式中 C 为曲线 x = t,y = t 2 , z = t 3 (0 < 
t^l), 以参 i 增加的方向为正 . 


4280. J ydx-^zdy^xdz, 式中 C 为纽形螺线 x = a cost, y = asint^z = bt (0 ^ 
t < 2jt), 以 i 数增加的方向为正 . 

4281. J(y -z)dx-h(z- x) dy-\-(x- y) dz , 式中 C 为圆周 x 2 + y 2 -\-z 2 = a 2 ，y = 

c 

xtana (0 < a < Jt), 若从 z 轴的正向看去，沿逆时针方向为正 . 

4282. J y 2 dx^z 2 dy-hx 2 d Zi 式中 C 为维维亚尼曲线 x 2 +y 2 -{-z 2 = a 2 ,x 2 ^y 2 = 

c 

ax (z^ 0,a> 0), 若从 Ox 轴的正向 （ a: > a) 看去 , 沿逆时针方向为正 . 

4283. J(y 2 - z 2 )dx + (z 2 - x 2 )dy-h(x 2 - y 2 )dz , 式中 C 为球面的一部分 : r 2 + 

c 

y 2 ^z 2 = l,x^0,y^0,z^0 的边界，当沿着它的正向移动时，这部分球面的外侧面 
保持在左方 . 


计算下列全微分的曲线 积分： 

(2,3，-4) 

4284. / xdx + y 2 dy — z 3 dz 



( 6 , 1 , 1 ) 

4285. / yzdx + xzdy xy dz 

(1,2,3) 
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4286. 



(X 2 ， y 2 , 2 2 ) x (^ x y (^y Z dz 

(xuyuzx) y/x 2 + y 2 + z 2 


其中点 (xi,yi,zi) 位于球面 X 2 j ry 2 + z 2 


a 


2 



之上，而点 {X2,V2,Z2 ) 位于球面 X 2 y 2 z 2 = b 2 之上 (a > 0,6 > 0). 

(X 2 ， l/2, 之 2) 

4287. / (p(x)dx + / ip(y)dy \{ z )^ z ^ 式中 W ， 也 X 为连续函数 . 

(xi.yi.zx) 

(X2,V2,Z 2 ) 

4288. i' f(x + y + z)(dx + dy + ck )， 其中 / 为连续函数 • 

y\^i) 

(怎 2, 3/2,名 2) _ 

4289. / f(V x2 + " 2 + z 2 ){xdx + ydy + zdz ), 式中 / 为连续函数 . 

(xi.yiyZi) 

求原函数 u ， 若 

4290. du = (x 2 — 2yz)dx + (y 2 — 2xz)dy^r {z 2 — 2xy) dz. 




4291. du = \ 1 - + — ^ dx + f — + 


y 


z 


z 


X 
2 


y 


办-驾 d ,. 


2 


2 


4292* du 


(x + y — z) dx + (x + y — z)dy (x + y z) dz 

$2 + ^2 + + 2 xy 


4293. 求当质量为 m 的点从位置 (xi ; yi,2 ； i) 移动到位置 （ x 2 ,y2 ， ^2) 时，重力所作 
的功 （ Oz 轴的方向是竖直向上 ). 

4294. 弹性力指向坐标原点，力的大小与质点到坐标原点的距离成正比.设此点依 


舰针方向描绘 _S 4 


1 的正四分之一，求弹性力所作的功 • 


4295. 当单位质量从点 Mi{xi,yi,zi) 移动到点 M 2 {x 2 ,y2,z 2 ) 求引力 F 


G 


(其中 


r 


\fx 


r 


2 


§12. 格林公式 


i . 曲线积分与二重积分的关系 .设 c 为分段光滑的简单封闭围线，它围成单连通的有界区 
域&并且当沿着围线正方向移动时，区域 S 保持在 左边； 此外，函数 P(x ， y) ， Q(x,y) 及其一阶 
偏导数 Pi ( x ， y )， QUx , y ) 在区域 S 内及其边界上皆是连续的，则成立格林公式 



P(x,y) dx^Q(x,y) dy 


//( 


dQ dP 


dx dy. 


⑴ 


dx dy 

c s 

若把区域 s 的边界 c 理解为一切边界围线之和，并且这样选取沿围线的环绕方向,使得区域 
S 始终位于左侧，则公式 （1) 对于由几个简单围线围成的有界区域 S 也成立. 

2 . 平面区域的面积. 以分段光滑的简单围线 C 为界的图形的面积 S 等于： 


S 



xdy 



ydx 


2 



(x dy — ydx). 


c c c 

在这一节中,若没有相反的约定,则假定积分的封闭围线是简单的（无自交点)，并这样选取围 
线的正方向，使得所围不含无穷远点的区域始终位于曲线的左边. 


§12. 格林公式 
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4296. 利用格林公式变换曲线积分 


I 


j > y / x 1 + y 2 dx + y xy + In (: r + \/ x 2 y 2 


dy 


c 


式中围线 c 是有界区域 s 的边界. 

4297. 应用格林公式，计算曲线积分 


I = < f(x + y ) 2 dx - ( x 2 + y 2 ) dy , 


K 


其中 K 是以 A ( l , l ), 5(3,2), C (2,5) 为顶点的三角形围线 ABC , 并且积分时的环绕方 
向为正.直接计算积分，以验证所求得的结果. 

应用格林公式，计算下列曲线 积分： 

4298. (f xy 2 dy — x 2 ydx , 式中 （7 为圆周 x 2 -\- y 2 = a 2 . 


c 



x 2 y 2 


4299. ( t ( x -\- y)dx - (x ~ y ) dy , 式中 C 为椭圆 p + 反 = 1 


c 



4300. <f e x [(l — cos y ) dx — (y — siny ) dy ], 其中 C 为区域 0 < rr < Jt ，0 < 2 / < sinz 


c 


的边界，并且积分时的环绕方向为正, 


4301 • 



e -(i -y ) ^ cog 2 X y ^ s i n 2xy dy). 


x 2 +y 2 —R 2 


4302 •设 AmB 为连接点 A ( l , l ) 和点 5(2,6) 的直线段， AnB 是连接点 A , B 及 
坐标原点的拋物线段，且该拋物线的轴垂直于 x 轴.积分 


h 



(x + y ) 2 dx-(x- y) 2 dy, I 2 = i (x + y ) 2 dx ~ (x-y) 2 dy 



AmB 


AnB 


相差多少? 


4303. 计算曲线积分 



( e x sin y — my ) dx + ( e ^ cos y — m ) dy , 


AmO 


其中 AmO 为由点 A ( a ,0) 至点 0(0,0) 的上半圆周 x 2 + y 2 ax . 
提 示：用 Or 轴的直线段 04 与路径 AmO 相连组成封闭围线. 


4304. 计算曲线积分 





X 


my ] dx + [( p f ( y ) e x — m ] dy 


AmB 


式中 w ( y ) 和 < p f ( y ) 为连续函数， AmB 为连接点 A ( x uyi ) 和点 B ( x 2 ， y 2 ) 的任意路径, 
但要求此路径与线段—起围成具有已知面积 S 的区域 AmBA . 

4305. 求二阶可微的二个连续函数 P ( x ， y ) 和 Q { x , y ) 1 使得曲线积分 

=/ P{x + a ， 没 + /3) dx + Q(x -\- a , y P ) dy 


c 
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对于任何封闭围线 C 与常数 a 和/?无关 


4306. 为了使曲线积分 



F ( x ， y)(y dx + xdy ) 


AmB 


与积分路径的形状无关，可微函数 F ( x ， y ) 应满足怎样的条件? 


4307. 计算 


I = 



xdy — ydx 
x 2 + y 2 


c 


其中 C 不经过坐标原点的简单封闭围线，且积分时的环绕方向为正. 

提示： 研究两种情况： 1) 坐标原点在围线之外； 2) 围线 (7 包围坐标原点 


利用曲线积分计算由下列曲线所围的 面积: 


4308. x = a costly = bsint (0 彡 t 彡 2 jt ) (椭圆 ）■ 

4309. x = a cos 3 t^y = b sin 3 1 (0 ^ t ^ 2jt) (星形线). 

4310 . 轴 Oa ; 与 （x + y ) 2 = ax (a> 0) (抛物线). 

4311. x 3 -\-y 3 = 3axy (a > 0) (笛卡儿叶形线) • 

提示： 令 y = tx. 


4312. ( x 2 4 - y 2 ) 2 = a 2 ( x 2 — y 2 ) (双纽线). 
提示：令 y = xtdjup . 

4313. 曲线 x 3 + y 3 = x 2 + y 2 及坐标轴. 

4314. 计算由曲线 


(x + y ) n+m+1 = ax n y m (a > 0, n > 0, m > 0) 


所围的面积. 


4315. 计算由曲线 


和坐标轴所围的面积. 
提示：令2 = cos 吾 

4316. 计算由曲线 




1 (a > 0,6 > 0, n > 0) 



y 2 

T = sin^ (p 





n—l 


( a >0, b >0, n > 1) 


2n+l 


C 




(a > 0,6 > 0, c > 0, n > 0) 


和坐标轴所围的面积. 

4317. 计算由曲线 

(n) 

所围的面积. 

4318. —半径为 r 的圆周沿半 径为丑 的固定圆周外部滚动而无滑动，动圆周上的 
点所描绘的曲线称为外摆线. 

假定比值 -= n 是整数 （n > 1)，求外摆线所围的面积. 

r 
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研究特殊情况 r =丑（心脏线). 

4319. 一个半径为 r 的圆周沿半径为丑的固定圆周内部滚动而无滑动时，动圆周 


上的一点所描绘的曲线称为内摆线. 

假定比值 -= n 是整数 （n > 2)，求内摆线所围的面积 

r 


研究特殊情况 r = f ( 星形线). 

4320.1. 计算圆柱面 x 2 + y 2 = ax 被曲面 x 2 + y 2 + z 2 = a 2 所截那部分的面积 • 

4320.2. 一 简单封闭围线 C 位于上半平面 y >0, 它在绕 Ox 轴旋转时确定了一个 
旋转体， 证明： 此旋转体的体积为 

V = —7t y 2 dx. 

c 


4321. 计算 


1 f XdY-YdX 

2^J x 2 + y 2 

C 


若 X = ⑽ + &y，Y = c；r + dy ， 且 C 为包围坐标原点的简单封闭围线 M - bc ^ 0). 

4322. 若简单的围线 C 包围坐标原点 ，X = ip ( x , y),Y = ip ( x , y ), 而曲线 ( f ( x , y ) 
0和 ^( x , y ) = 0 在围线 C 以内有几个单交点，计算积分 J (参阅前题). 

4323. 证 明：若 C 为封闭围线，丨为任意的方向，则有 

士 cos ( Z , n ) ds = 0, 

式中 n 为围线 C 的外法向量.° 


4324. 求积分 



x cos ( n ， x ) + y cos ( n 5 y )] ds 


c 


之值,式中 C 是有界区域 S 的边界，它是简单封闭曲线，而 n 是它的外法向量 

4325•求 



lim — (p(F ^ n) ds 

d ( S)^o S 

c 


其中 5 为包围点 ( x 0 ,2/ o ) 的围线 C 所围的面积， d ( S ) 为区域 S 的直径， n 为围线 C 的 
单位外法向量， F { X , Y } 为 S + C 上的连续可微向量. 


§13. 曲线积分在物理学上的应用 

4326. 均匀分布在圆 x 2 ^ y 2 = a 2 , y ^0 的上半部的质量 M 以怎样的力吸引位于 

(0,0) 质量为 m 的质点？ 

4327. 计算单层的对数势 ^ 

u(x, y) = f ds , 

c 
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式中 k =常数 ， r =，-汁+ (” —介，设围线 
4328. 采用极坐标 p 和 a 计算单层的对数势 

2jt 1 


R 


2 


/l 



cos In - 
o r 


和 J 2 



式中 r 为点 M 与动点 （1，4) 间的距离， m 为正整数. 


sin 771*0 In - d0 ， 
o r 


4329. 计算高 斯积分 





cos(r ， n) 


ds 


r 


c 


式中 r = V (^- x ) 2 ^( v - y ) 2 为向量 r 的长度，此向量连接点 A { x , y ) 和简单封闭光 
滑围线 C 上的动点 MU ( r , n ) 为向量 r 与曲线 C 在点 M 的外法向量 n 之间的 

夹角. 


4330. 采用极坐标 p 和计算双层的对数势 



- C - 0S(r ， n) d 也 

^/U t/U ^ 

式中 r 为点 A ( p , 和动点之间的距离， （ r ， n ) 为方向 AM = 
0(0,0) 的半径 OM = n 之间的夹角， m 为正整数. 


与引自点 


4331•若 An 


d 2 u d 2 u 



0,则称二阶可微函数 w = u ( x : y ) 为调 和函数 .证 


dx 2 ' dy 2 

明： 当且仅当以下条件成立时 w 才是调和 函数： 

r du ' 

^-ds = 0, 
an 
c 

fiq f 

式中 c 为任意封闭围线，为沿此围线之外法线方向的导数. 

on 



4332. 证明: 



du 

dx 


2 


du 

dy 


2 


da; dy 


式中光滑围线 c 是有界区域 s 的边界. 




du 

dn 


ds 


s 


c 


4333. 证明： 若一函数在有界区域 S 内及其边界 C 上为调和函数，则此函数单值 


地由它在边界 C 上的值确定（参考习题 4332). 
4334. 证明平面上的格林第二 公式： 



S 


Au Av 


v 


dx dy 



c 


du dv 
dn dn 


v 


ds 


d 


式中光滑围线 c 是有界区域 ^ 的边界， ^ 为沿 c 的外法线方向的导数 • 


4335. 利用格林第二公式 证明: 


(尤， y) 



= u ( x ) y ) 是有界闭区域 S 内的调和函数，则 


2 n 



u 


a In 
dn 


.du 

lnr ^ 


ds 


c 


式中 C 为区域 5 的边界， n 为围线 C 的外法向量， ( x , y ) 为区域的内点 

r = ~ x ) 2 (t] - y ) 2 
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为点 ( x } y ) 与围线 C 上的动点⑷ 7?) 之间的距离. 

提示： 从区域 S 中除去点 ( x ， y ) 与该点的无穷小圆形邻域，并对区域 S 的剩余部 
分应用格林第二公式. 

4336. 证明对于调和函数 u ( M ) = u ( x : y ) 的中值 定理： 


u ( M ) 


2ji 



峨， 7 ?)d 


式中 C 是以点 M 为中心的圆周. 


c 


4337. 证明： 有界闭区域内的非常数调和函数 u ( x , y ) 在此区域内的点不能达到其 


最大或最小值 （极大值原理). 


4338. 证明黎曼 公式: 



式中 


s 


L [ u ] M [ v ] 


v 


dx dy 



Pdx Qdy 


c 


L[u] 


d 2 u 

dxdy 


+ 


du ， du 


M [ v ] 


d 2 v 


dv 


dy dxdy 

( a , 6, c 为常数)， P 和 Q 为某些确定的函数，围线 C 是有界区域 S 的边界. 


.dv 

o — -f cv 

oy 


4339 •设 


( x : y ) 和” = v ( x ， y ) 为定常流的速度分量， C 为区域 S 的边界，求 


区域 S 内的流体质量的变化率.若流体是不可压缩的，且在区域 S 内没有源和汇，则函 
数 W 和满足怎样的方程？ 

4340. 根据毕奥-萨瓦尔定律，通过导线元 ds 的电流 i 在空间的点处 
所对应的磁场强度为 


dH = ki 


, (r x ds) 


r 3 


其中 r 为连接导线元 ds 与点 M 的向量， fc 为比例系数. 

对于封闭导线 C 的情形，求点 M 的磁场强度的投影和 


§14. 曲面积分 


1. 第一型曲面积分 .若 s 为分片光滑的双侧曲面 


x = x(tz ， v )， y = y(w ， v )， 2 ： = z{u^v) ({u^v) € D )， 

而 f(x,y,z) 为 g 曲面 S 的各点上定义并且连续的函数，则 

jj f{x,y,z)dS = jj f(x(u, V 、， y(u ， v),z(u, v))y/ EG - F 2 dwdv 


⑴ 


( 2 ) 


式中 


s 


E 


G 


dx 

du 

dx 

dv 


2 


+ 


2 


+ 


d^y 

du 

dv 


2 


2 



dz 

du 

dz 

dv 


2 


2 


F 


dx dx dy dy dz dz 
du dv du dv ^ du dv* 
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在特别情形下，若曲面 S 的方程具有以下 形式: 


z ( x , y ) (( x , y ) e a ) 


其中 z { x , y ) 为单值连续可微函数，则 


JJ V , z ) dS = JJ f ( x , y , z ( x , y )) 


1 + 


dz 

dx 


+ 


dz 

dy 


dx dy 


此积分与曲面 s 的正反面的选择无关. 

若把函数 f ( x , y , z ) 当作曲面 S 在点 ( x , y , z ) 的面密度，则积分 （ 2 ) 是此曲面的质量. 

2. 第二型曲面积分 .若 5 为光滑的双侧曲面， S + 为它的正面，即由法向量 n { cosa , cos / 3 , 
cos7 } 确定的一面 ， p = P ( x , y , z),Q = Q ( x ， y ， z )， R 二 R ( x , y , z ) 为在曲面 S 上有定义而且连 
续的三个函数，则 


JJ P dy dz Q dz dx Rdx dy = JJ (Pcos a + Q cos (3 R cos 7 ) dS . 


( 3 ) 


s + 


若曲面 S 以参数方程 （ 1 ) 的形式给出，则法向量 n 的方向余弦由下列公式来 确定: 

^4 n B 

cos a — - y ， cos p — - v ， 

±y/A 2 + B 2 + C 2 ±y/A 2 + B 2 + C 2 


cos 7 


C 

±VA 2 + B 2 TC^' 


其中 


d ( y ， z ) d ( z , x ) 

一 d{u,v)^ 一 


d ( x , y ) 

d ( u ， v ) 


且根式前的符号用适当的方法来选择. 

当变换为曲面 S 的另一面 S - 时，积分 （ 3 ) 的符号相反. 

4341. 两个积分 

Il= JJ ( x2 + 2/ 2 + 彡) dS , h 二 jj [ x 2 + y 2 + z 2 ) dP 

S P 

(式中 *5 为球面 x 2 -\- y 2 ~\- z 2 = a 2 , P 为其内接八面体的表面 |； r | + | y | + |_ s ：| = a ) 相差 
若何？ 


4342. 计算 JJ zdS , 式中 S 为曲面: r 2 + z 2 = 2 似 （a > 0) 被曲面 z 

所割下的部分 . S 

计算下列第一型曲面 积分： 

4343. JJ(x + y + z)dS ， 式中 S 为曲面: r 2 + 沪 + 之 2 = a 2 , z ^ 0. 

S 

4344. jj ( x 2 + y 2 、 dS ， 式中5为区域 的边界. 


x 2 + y 2 


4345 


.//(1+尤+， 式中5 1 为四面体 x -\- y -\- z ^ l,x ^ 0 ,y ^ 0 ,z ^ 0 


的 


边界. 
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4346 . // ^ , d 6，; 式中 5 为曲面 z = x2 + y 2 被平面之=1所截下的 部分. 

S 

♦ 

4347 . // 式中 S 为椭球面，&为椭球中心到与椭球面微元 dS 相切的平面 
的 距离 . S 

4348. JJzdS , 式中 S 为螺旋面的一 部分: x = ucosv^y = usmv^z = v (0 < 

s 

u < a \0 < v < 2 n ). 

4349. J ^ z 2 dS , 式中 S 为圆锥面的一 部分: x = r cos ( psina,y = r sin p sin a : z = 

s 

rcosa (0 ^ r < a ; 0 ^ ^ < 2 jt ) ? a 为常数 (o < a < - 

乂 2 

435 °- JJ ㈣ + 沢+幻0狀，式中 S 为圆锥面 2 = y ^+ y 2 被曲面 x 2 + t / 2 = 2 ax 

所割下的部#. 

4351. 证明泊松 公式： 

f(ax + by -\- cz ) dS = 2 n [ f ( u \/ a 2 - j - b 2 -\- c 2 ) du } 

s _1 

式中 S 是球面 x 2 ^- y 2 ^ z 2 = l , 

4352.1. 求拋物面壳 

Z = 暑 (P +2/ 2 ) ^ ^ 1) 

的质量，此壳的面密度按规律 p = z 而变. 

4352.2. 求半球面 

x 2 + y 2 -{- z 2 = a 2 (z ^ 0) 

的质量，其面密度在半球面上每一点 M ( x , y , z ) 等于王. 

4352.3. 求均质三角形板 江 




x^y^ z = a {x^Q,y^0,z^0) 


对坐标平面的静矩 . 

4353 . 求密度为邱的均质球面壳 

x 2 + y 2 +z 2 = a 2 (z > 0 ) 

MOz 轴的转动惯量 . 


4354. 求密度为 p 。 的均质锥面壳 


对直线 



z 心 


0 


(0 ^ z ^b) 


的转动惯量 . 



4355. 求下列均质曲面的质心坐标 : 
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(a) 曲面 Z = y/x 2 -\-y 2 被曲面 X 2 -\-y 2 = ax 所割下的部分； 

( b ) 曲面 2 : = y / a 2 - X 2 - y 2 (x ^ 0 ]y ^ 0; x y ^ a ). 

4356.1. 求下列曲面夕的极转动惯量 I 0 = jj ( x 2 + y 2 + z 2 ) dS : 

s 

(a) 立方体表面 max{|^|, \ y \, \ z \} = a; 

( b ) 圆柱体 x 2 -\- y 2 ^ R 2 ,0 ^ z ^ H 的全部表面 ■ 

4356.2. 求均质三角形板 

x -\-y z = I (x ^ 0 ;y ^ 0 ;z ^ 0) 

对坐标平面的转动惯量. 

4357. 密度为 po 的均质截圆锥面 

x = r costp , y = rsuup , z = r (0 ( p 彡 2 jt , 0 < 6 ^ r ^ a ) 

以怎样的力吸引质量为 m 位于该圆锥面顶点的质点？ 

4358. 求密度为 po 的均质球面 S : x 2 y 2 z 2 = a 2 在点 Mo ( x 0 , yo , ZQ ) 的势, 
即计算积分 

S 

式中 r = y /{ x - x 0 ) 2 + (y — yo ) 2 (z - z 0 ) 2 . 

4359. 计算 

F { t ) = JJ f { x , y : z ) dS : 

x + y +2 =t 


式中 


z) 




1 — x 2 — y 2 — z 2 , x 2 -h y 2 -h z 2 ^ 1, 
0, x 2 -hy 2 -h z 2 > 1. 


作出函数 = F ⑴的图像. 
4360. 计算积分 


m 



f(x,y,z)dS [ 


x 2j t y2j tZ < 2~f2 


式中 


f(x ， y ， z) 


x 


2 


+ 2/ 2 ， 2 彡 y/x 2 +y 2 


0 


之 < yjx 2 + y 2 


4361- 计算积分 


F(x， y } z,t) = JJ f(^7]X)dS, 


s 


式中 s 为变球面 


- ^) 2 + (^? - y ) 2 + (C - z ) 2 = t 2 , 
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fdv ， C) 


1 ， +7 ? 2 + C 2 < » 2 , 
0, +r/ 2 + C 2 > a 2 , 


且假设 


x 2 -\-y 2 + z 2 > a > 0 . 


计算下列第二型曲面 积分: 


4362. JJ (xdy dz -\-ydzdx - zdxdy ), 式中 5 1 为球面 x 2 y 2 z 2 = a 2 的外侧. 

s 

4363. Y//(:r)dyd 2 + ^y)dzda: + /i( 2 ： )(irdy ， 式中 f [ x )， g ( y )， h ( z ) 为连续函数， 

s 

S 为平行六面体 彡 y 彡 6;0 彡 z 彡 c 的外表面. 

4364. JJ(y — z) dy dz-\-(z — x) dz dx + (x — y) dx dy, 式中 S 为圆锥面 x 2 -\-y 2 = 


z 2 (O^z^h) 的外侧. 


4365. 


II 


dy dz dz dx dx dy 


y 


z 


式中 s 为椭球面 4+ S +4 


b 2 c 2 


i 的外侧 


s 


4366. JJ x 2 dy dz+y 2 dz dx-\-z 2 dx dy, 式中 S 为球面 (x~a) 2 -\-(y—b) 2 -\-(z—c) 2 


R 2 的外侧. 


s 


§15. 斯托克斯公式 


若 P = P{x, y,z),Q = Q(x, y ， z)，R = R(x,y,z) 为连续可微函数 ， S 为分片光滑的有界双 
侧曲面，其边界 C 为分段光滑的简单封闭围线，则成立斯 托克斯 公式： 



Pdx Qdy Rdz 


II 


cos a cos/3 cos 7 


dx 

P 


dy 

Q 


dz 

R 


dS. 


式中 cos a, cos/?, cos 7 为曲面 S 1 的法线的方向余弦，并且从此法线所指方向来看,积分时围线 
C 的环绕方向是逆时针的（对于右手坐标系 ). 

4367. 应用斯托克斯公式，计算曲线积分 

<£ y dx z dy x dz, 



其中 C 为圆周 x 2 + y 2 + z 2 = a 2 ， a: + y + z = 0 , 并且从 Oa: 轴的正向来看，积分时此 
圆周的环绕方向是逆时针的.用直接计算法检验结果. 


4368. 计算积分 



(x 2 — yz) dx + (y 2 — xz) dy + (z 


xy) dz 


AmB 


此积分是从点 A(a, 0,0) 至点 B(a,0,h) 沿着螺旋线: r = a cos <p,y = asiny?, ^ = —ip 

2tz 
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进行的. 

提示： 以直接段与曲线 AmB 相连并应用斯托克斯公式. 

4369•设 C 为平面 x cos a + y cos j 3 -\- z cos 7 — p = 0 (cos a , cos /3, cos 7 为平面之 
法线的方向余弦）上的封闭围线，所围面积为&求 

dx dy dz 

cos a cos /3 cos7 ， 
c x y z 

积分沿围线 C 的正方向进行. 

应用斯托克斯公式，计算 积分： 

4370. ^ (y z ) dx (z x ) dy + (x + y ) dz , 式中 C 为椭圆周 = a sin 2 t,y = 

2a sin t cost , 2 : = a cos 2 1 (0 ^ t ^ Jt ), 并且以参数 f 增大的方向为积分时的正方向. 

4371. ^( y - z ) dx -\-( z - x ) dy -\-( x - y ) dz , 式中 C 为椭圆周 x 2 + y 2 = a 2 , ^ + ^ = 

l ( a > 0 ,/ i > 0 ). 并且若从 Oz 轴正向看去，积分是沿此椭圆依逆时针方向进行的. 

4372. ^ ( y 2 + z 2 ) dx + ( x 2 + z 2 ) dy + ( x 2 + y 2 ) dz , 式中 C 是曲线 x 2 + y 2 + z 2 = 

2 Rx , x 2 -\- y 2 = 2 rx (0 < r < i ?, z > 0), 并且在沿此曲线进行积分时,球面 x 2 -\- y 2 + z 2 = 
2 Rx 外侧被该曲线所围的最小区域始终位于左边. 

4373. ^ ( y 2 - z 2 ) dx + ( z 2 - x 2 ) dy + ( x 2 - y 2 ) dz , 式中 C 为用平面 x + y + z = 

c 

截立方体所得截面的边界，并且若从 Ox 轴的正向看 
去，积分是沿 C 依逆时针方向进行的. 

4374. ^ y 2 z 2 dx + z 2 x 2 dy + x 2 y 2 dz , 式中 C 为封闭曲线 x = a cos t，y = a cos 2i , 

z = a cos 3(^ 并且以参数 i 增大的方向为积分时的正方向. 

4375. 有函数 

W { x , y , z ) = ki JJ C ° S( r r 2 ，n) dS 0=常数). 

其中曲面5的边界为围线 n 为£面 S 的法向量， r 为连接空间的点 M ( z ， y ， 2 ) 与 
围线 C 上的动点 A (^ rj ,0 所成之径向量. 证明： 此函数为通过围线 C 的电流 i 所产 
生磁场丑的势（参阅习题 4340). 

§16. 奥斯特罗格拉茨基公式 

若空间区域 V 的边界 S 为分片光滑曲面， 

P = P ( x , y , z ), Q = Q ( x , y , z )， R = R [ x ， y ， z ) 


§16. 奥斯特罗格拉茨基公式 


. 325 • 


和它们的一阶偏导数均为区域 F + S 内的连续函数，则成立奥 斯特罗格拉茨基公式 


JJ (P cos a + Q cosp + Rcoq) d5 = JJJ 


手 + f + f) dxdydz 

ox ay oz J 


式中 cos a , cos /3, cos 7 为曲面 S 的外法线的方向余弦. 

应用奥斯特罗格拉茨基公式变换下列曲面积分，设光滑曲面^是有界区域 V 的边 
界 ， cos a , cos /3, cos 7 为曲面 S 的外法线的方向余弦： 


4376. JJ x 3 dy dz -\- y 3 dzdx ^- z 3 dx dy . 


4377. 


II 


yz dy d2 +zx dz dx +xy dx dy . 


4378 


4379 


•// 

s 

■ii 

s 

■II 


x cos a + y cos (3 + z cos 7 


Jx 2 + y 2 + z 2 


dS . 


du du n du \ 

—cos a + — cos p + — cos 7 do , 
ox ay oz ) 

fdR 0Q\ 丄 fdP dR\ a 」dQ 


dP 

dy 


cos 7 dS . 


4381. 证 明：若 S 为封闭的简单曲面而 Z 为任意的固定方向，则 


JJ cos ( n , I ) dS 


式中 n 为曲面 S 的外法向量. 


4382. 证明： 以曲面 >5为界的物体的体积 等于: 


V 


JJ (x cos a + y cos (3 -\- z cos 7 ) dS , 


式中 cos a , cos /3, cos 7 为曲面 5 的外法线的方向余弦. 

4383. 证明： 以光滑锥面 F { x , y , z ) = 0 和平面 Ax + By + Cz^D = 0 为界的锥 
体的体积等于 

式中 S 为位于该平面上的锥底之面积，丑为锥体的高. 

4384. 求以曲面 z = ±cR 

{ x = a cosu cos v -\-b sin w sin r ， 

z = csinu 

为界的物体的体积. 

4385.1. 求以曲面： c 二 ucosv’y = usinv , z = —u 4 - a cos v{u ^ 0) 及平面 x = 
0 , a : = a ( a > 0 ) 为界的物体的体积. 
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4385.2. 求环面 


x = (6 + a cos cos v ?， 
y = (6 + a cos 4 ) sin p ， 
z = asm ip 


(0 < a 彡 6) 


所围区域的体积. 

4386. 证明公式: 




III 


f(x,y,z,t)dx dydz 


II 


+ y 2 +^ 2 ^ t 2 


f[x ， y ， z ， t) d 5 + 


in 


d £ 

dt 


dx dy dz (t > 0 ) 


x 2 +y 2 +z 2 —t 2 


x 2 + y 2 +z 2^ t 2 


利用奥斯特罗格拉茨基公式计算下列曲面积分: 


4387. JJ x 2 dy dz + y 2 dzdx + z 2 dx dy , 式中 S 为立方体彡 


O ^ z ^ a 的外表面. 


4388. JJ X s dy dz + y 3 dz dx + z 3 dx dy, 式中 为球: c 2 + y 2 十 


z 


2 


a 2 的外表面. 


s 


4389. JJ (x — y-{- z) dydz(y — z-\-x)dzdx(z - x ~^ry) dx dy , 式中 S 


为曲面 


s 


x — y z\-\~\y — z x\ -\-\z — x-\-y\ = 1 的外侧. 


4390. 计算 


JJ (x 2 cos a + y 2 cos /3 + z 2 cos 7 ) 


式中 S 为部分圆锥面 x 2 + y 2 = z 2 (0 ^ z ^ h), cos a , cos /3, cos 7 为此曲面外法线的 
方向余弦. 

提示： 与部分平面 z = h : x 2 y 2 ^ h 2 组成封闭曲面. 

4391. 证明公式： 


/// 


drj 


JJ cos ( r , n ) dS . 


其中封闭曲面 S 为区域 F 的表面， n 为曲面 S 上的点 （$77,0 处的外法向量 ， r 

x ) 2 + (77 - y ) 2 + (C _ 之) 2 , r 为从点 (x,y,z) 到点 （f % c ) 的径向量. 


4392. 计算高 斯积分 




II 


cos ( r , n ) 


dS, 


式中 S 为简单封闭光滑曲面，它是区域 F 的边界， n 为曲面 S 上在点 （《，77， C ) 处的外 
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法向量， r 为连接点 ( x , y , z ) 和点 （ f ，7 y ， C ) 的径向量， 

r = - x ) 2 + 0? — y ) 2 + (C — z ) 2 . 

研究两种 情形： 


( a ) 曲面 S 不包围点（ X ， y ); ( b ) 曲面 S 包围点（ X ，仏 z ). 


4393. 证明：若 


三 


d 2 u d 2 u d 2 u 
dx 2 dy 2 dz 2 ’ 


有界区域 V 的边界 S 为光滑曲面，则成立下列 公式: 

--III Au dx dydz ; 

S V 




dx dy d2 + 


III 


uAu dx dy dz 


v 


式中 w 及其一阶和二阶偏导数是在区域 V ^ S 内连续的函数，■^为沿曲面 S 的外法 

r)n 

线的导数_ 


4394. 证明三维情 形的格林第二 公式 : 



Av 


v 


dx dy dz 



s 


du 

dn 

u 


dv 

dn 

V 


dS, 


式中区域 V 以曲面 *5 为界， n 是曲面 5" 的外法向量，而函数 u = u (: r ， y ^ z)^v = v ( x 1 y ^ z ) 
在区域 y + s 内二阶可微. 


4395. 设函数 u = u ( x ， y ， z ) 在某区域内具有连续的一阶和二阶导数，若 

A d 2 u d 2 u d 2 u 

三应 + ¥ + 应 = 0 ， 

贝 ! J u ( x ， y ， z ) 称为此区域内的调和函数. 

证明： 若有界闭区域1/以光滑曲面 S 为界， u 是此区域内的调和函数，则成立下列 


公式： 

⑷ //S d5 = 0; 


( b ) 



du 

dx 


2 



du 

dy 


2 


du 

dz 


2 


dx dy dz 



du 

dn 


dS, 


s 


式中 n 为曲面 S 的外法向量. 

用公式 （ b ) 证明： 区域 V 内的调和函数由它在边界 S 上的值唯一地确定. 

4396. 证明： 若函数 w = u { x , y , z ) 是以光滑曲面 S 为界的有界闭区域 V 内的调 


和函数，贝 U 


u{x,y,z) 



cos ( r , n) 1 du 


d 5, 


式中 r 是从区域 y 的内点 ( x ， y ， z ) 引至曲面 S 上的点 （ fAC ) 的径向量， 

t = \/(^~ x ) 2 + (^? - y ) 2 + (C _ z) 2 , 

n 为曲面 S 1 在点⑷ r /，（） 的外法向量. 
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4397. 证明：若半径为的球的球心位于点 ( xo . yo . zo ), u = u { x , y , z ) 为此球内 


的调和函数，则 


u(x 0 ,yo,z 0 ) 


AnR 2 


II 


( x : y , z)dS 


( 中值定理 ). 

4398. 证 明： 若有界闭区域 V 内的连续函数 w = 在此区域内部是调和函 
数，并且它不是常数，则此函数在区域内的点不能达到最大值和最小值（极 大值原 理). 

4399. 设物体 V 全部浸于液体中，利用帕斯卡定律 证明： 液体的浮力等于物体所排 
开的液体的重量，其方向是坚直向上 （阿基米德定律 ). 


4400 .设 5^ 是动球面 （€ — r ) 2 + (?? - y ) 2 + (C - ^) 


t 2 , 而函数 /(^ T 7, C ) 是连 


续的， 证明： 函数 


u ( x ， y ， z ， t ) 


4ji 


// 

St 


f(A ， V，0 


dS, 


满足波动方程 


和初始条件4=。=。，尝 


d 2 u d 2 u d 2 u 
dx 2 dy 2 dz 2 


d 2 u 

W 


提示： 用三重积分表示导数 


f { x , y , z ). 

du 

dt * 


§17. 场论初步 

1. 梯度 •若 u ( r ) = u ( x , y , z ) (其中 r = xi -\-yj + zk ) 是连续可微标量场，则称向量 

. du • du . du . 

为它的 梯度， 简记为 grad u = V ^, 其中 ▽ = 场 u 在已知点 ( x ， y , z ) 的梯 

度的方向与过此点的 等值面 u ( x , y , z)=C 的法线方向一致®.对于场的每一点,此向量给出函数 
U 变化率最大的方向和大小， 


| gradu | 


du 

dx 


du 

dy 


+ 


du 

dz 


场 u 在某方向 i{cos a , cos /3, cos7 } 上的导数等于: 


du 

~di = 

2. 场的散度与旋度.若 


gradtt 


du du ^ du 

7T — cos a + — cos p + — cos 7 
ox dy oz 


a ( r ) = a x ( x , y : z)i + a y ( x , y , z)j ^ a z { x , y , z)k 


@并且指向 u 增加的方向.——译注 
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是连续可微向 量场， 则称标量 


diva = V-a^^ + ^ + ^ 

ox oy oz 


为这个场的散度 
向量 


rot 


V 


dx dy dz 

CLx fly Q/z 


称为场的旋度. 


3. 向置通 过曲面 的通置 .若 a ( r ) 给出区域 D 内的向量场，是此区域内的曲面， n{cosa 
cos /3, cos7 } 是曲面5 1 的单位法向量，则称积分 

JJ a n dS = JJ ( a x cos a + a y cos 0 + a z cos 7 ) dS 


(式中 & 


为向量的法向分量）为向量 a 在单位法向量 n 所指的方向上通过所给曲面 S 


的通量.以向量形式表述的奥斯特罗格拉茨基公式为 


// 


a n dS 


III div 0 


dx dy dz 


式中曲面 S 为区域 V 的边界， n 为曲面 S 的单位外法向量 


4. 向量的环置 .数 



•dr 



a x dx + ay dy + a z dz 


⑴ 


称为向量 a ( r ) 沿某曲线 C 的曲 线积分 （场的功① ；). 

若 （7 是封闭围线，则称曲线积分为向量 a 沿围线 C 的环量. 


以向量形式表述的斯 托克斯公式为 



•dr 


JJ ( rota ) n d 5. 


式中封闭围线 C 为曲面 S 的边界，并且曲面 S 的单位法向量 n 之方向应当这样来选择,使得立 
于曲面 S 上的观察者从法线所指方向来看，围线 C 的环绕是逆时针的（对于右手坐标系). 

5. 有势场 • 若向量场 a ( r ) 是某标量 u 的梯度，即 


grad 


则 a 称为有 势场， 而标量 a 称为 场的势 
若势 u 为单值函数，则 



• dr = u ( B ) — u ( A ) 


AB 


①原文如此，这里定义的功并不是物理学意义上的功.为避免混淆，译文一律称积分 （ 1 ) 为向量 d 沿曲线 
C 的环量.——译注 
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特别地，这时向量 a 的环量等于零. 

在单连通区域内给定的场 a 为有势场的充要条件是 

rot o = 0, 

即这样的场应当是无旋场. 

44 01.1.求场 u = x 2 -f 2 y 2 + 3 z 2 -\- xy -\-3 x ~2 y -6 z 在下列各点的梯度的大小和 
方向： （ a ) 0 ( 0 , 0 , 0 );( b ) 4( l ， l ， l );( c ) 5(2, 1 , 1 ). 在场中怎样的点，梯度等于零？ 

4401.2 •设 


u 二 xy — z 2 、 

求 gradw 在点 M (-9,12, 10) 的大小和方向.沿坐标角 xOy 的等分线方向的导数— 
等于什么？ 91 


4402. 在空间 Oxyz 的哪些点，场 

w = x 3 + y 3 + z 3 - 3xyz 

的梯度 （ a ) 垂直于 Cb 轴； （ b ) 平行于 Oz 轴； （ c ) 等于零？ 

4403. 给定标量场 

w = In - , 

T 

其中 r y/Jx- a) 2 + ( y - 6)2 + ( 2 - c ) 2 . 在空间 0 xyz 的哪些点成立等式 

| grad w | = 1 ? 

4404. 作标量场 

u = \j + y 2 ^r (z -f 8) 2 + \/x 2 ~hy 2 (z ~ 8) 2 

的等值面.求通过点 M ( M 2 , 28 ) 的等值面.在区域 o : 2 + y 2 + ^ 彡36内 maxu 等于 
什么？ 


4405. 求场 

x 


2^2 /y2i 2 2 

在点乂(1, 2, 2) 及 B (-3,1， 0) 的梯度之间的夹角^ 

4406. 设已知标量场 



作出场的等值面和梯度的等模面. 


Z 

y 2 -\- z 2 


求区域1 < 2 ： < 2内的 inf U ， sup w，inf I gradu|，sup | gradu |. 

4407. 精确到高阶无穷小量，求在点 M 0 ( x 0 , yo ^ o ) 处之二无限接近的等值面 

u 、 x ， y ， z 、= c 及 u ( x : y , z ) = c + Ac 
之间的距离，其中 u ( x 0 , y 0 , z Q ) = c ( gradw ^ o ^ oj ^ o ) 7 ^ 0). 

4408. 证明 公式： 


( a ) grad(u + c ) = gradw (c 为常数)； （ b ) grad cu = c gradix (c 为常数)； 
( c ) grad(u + v ) = grad u + grad v ; ( d ) grad ( w ) = u grad vv gradw ; 

( e ) grad ( u 2 ) = 2 u gradu ; ( f ) grad /( u ) = f ( u ) gradu . 
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4409. 计算： （ a ) gradr ; ( b ) gradr 2 ; ( c ) grad -， 其中 r = yx 2 + y 2 + z 2 . 

4410 . 求 grad /( r ), 其中 r * = x 2 y 2 z 2 . 

4411 . 求 grad(c - r ), 其中 c 为常向量, r 为引自坐标原点的径向量. 
4412•求 grad{|c x r | 2 } (c 为常向量). 

4413. 证明 公式： 


gmd f ( u , v ) 


df df 

—grad u + gradt ;. 

ou uv 


4414 丄证明公式: 


▽ 2 ( 抑） = uV 2 v + vV 2 u + 2VuVv 


V 


V 2 


• d i .d ^ u d 

ox ay oz 

^ ^ d 2 d 2 d 2 
V • V = ^ ^ ^ + 


dx 2 dy 2 dz 2 # 


4414.2. 证明：若函数 w = u ( x , y ^ z ) 在凸区域 D 内可微，且 | gradu | ^ M , 其中 
M 为常数，则对于 D 中任意二点 A , B 有： 

\ u ( A )- u ( B )\^ Mp ( A , B ), 

式中 p ( A : B ) 为 A 与 B 二点之间的距离. 

4415. 对于函数 w = u ( x ， y ， z ), 写出 gradw 在下列坐标系中的表达式： （ a ) 圆柱坐 


标系； （ b ) 球坐标系. 

4416. 求场= ^2 H - ^2 + ^ 2 在已知点 M ( x , y , z) 处沿此点的径向量 r 之方向的 
导数.在怎样的情况下^此导数等^梯度的大小？ 

4417. 求场 u = - (其中 r = yjx 2 + y 2 + z 2 ) 在方向 i{cos a , cos (3, cos7 } 上的导 
数.在怎样的情况下，此导数等于零？ 

4418. 求场 w = u ( x , y ， z ) 在场 v = v(x,y,z) 的梯度方向的导数.在怎样的情况下， 
此导数等于零？ 


4419 •设 

u = arc tan — . , c = i + j + k . 

写出 

a = c x grad u 

通过单位向量 k 的表达式. 

4420. 确定向量场 


a = xi -h yj + 2 zk 


的向量线. 

4421. 用直接计算的方法 证明： 向量 a 的散度与直角坐标系的选择无关. 


2 • 
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4424. 证明： 

( a ) div(a + 6) = diva + div 6; 

( b ) div ( uc ) = c gradu (c 为常向量 ， w 为标量)； 

( c ) div ( ua ) = wdiva + a . grad u . 

4425 •求 div (grad u ). 

4426 . 求 div [ grad /( r )]， 其中 r = \/ x 2 -\- y 2 -h z 2 . 在什么情况下 div [ grad /( r )] = 0? 

4427. 计算 ：（ a ) divr ; ( b ) div —. 

r 

4428. 计算： div [/( r ) c ], 式中 c 为常向量. 

4429 . 求 div [/( r ) r ], 在什么情形下该散度等于零？ 

4430•求： （ a ) div(u gradw ); ( b ) div(u gradu ). 

4431. 设流体充满空间并以恒定的角速度 o ; 沿逆时针方向绕 Oz 轴旋转，求速度向 
Mv 和加速度向量 w 在已知时刻在空间点 M ( x , y , z ) 处的散度. 

4432. 求包含多个引力中心的有限系统所产生的引力场之散度. 

4433. 求由极坐标 r 与 ip 表示的平面向量 a = a ( r , ip ) 之散度的表达式. 

4434•设 

x = f ( u , v , w ), y = g [ u ， v ， w )， z = h ( u , v ， w ), 

用正交曲线坐标以， z ；， 比表示 div a ( x , y , z ). 

作为特殊的情形，求用柱坐标和球坐标表示 diva 的表达式. 

提示： 研究向量通过以曲面 W =常数，=常数 ， w =常数为界的无穷小平行六 
面体表面的通量. 

4435. 证明： 

( a ) rot(a + b ) = rot a + rot 6; ( b ) rot ( wa ) = u rota + grad u x a . 

4436.1. ^ c ： ( a ) rotr ; ( b ) rot [/( r ) r ]. 


4436.2 •设 
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V • , z x u 

a = H- -j + 

z x y 

求 rota 在点 M ( l ; 2,-2) 的大小和方向. 

4437 •求 ：（ a ) rot [ c /( r )]; ( b ) rot[c x f ( r ) r ] (c 为常向量). 

4438. 证明： div(a x 6) = 6 • rot a — a - rot b. 

4439 •求 ：（ a ) rot (grad u ); ( b ) div(rot a ). 

4440. 设流体充满空间并以恒定的角速度 o ; 围绕轴 Z { cosa , cos ^, COS7 } 旋转.求 
速度向量 r 在已知时刻在空间点 M ( x ， y , z ) 处的旋度. 

4441.1. 求由极坐标 r 和 p 表 7 K 的平面向量 a = a { r ，( f ) 的旋度的表达式. 

4441.2. 写出 rot a ( x , y , z ) 在下列坐标系中的表达式： 

( a ) 圆柱坐标系； （ b ) 球坐标系. 

4442.1. 求径向量 r 的通量：⑷通过圆锥体 x 2 -\~ y 2 ^ z 2 (Q ^ z ^ h ) 的侧表面; 
( b ) 通过此圆锥体的底面. 

4442.2. 求向量 a = iyz + jfccz + kxy 的通量：⑷通过圆柱体 x 2 -\- y 2 ^ a 2 (0 < 
z ^ h ) 的侧表面； （ b ) 通过此圆柱的全表面. 

4443. 求径向量 r 通过曲面 

z = 1 — ^/x 2 + y 2 (0 ^ z < 1) 

的通量. 


4444. 求向量 a = 通过正八分之一球面 x 2 -[- y 2 -\- z 2 — l,x ^ 

0 , y ^ 0, 2 ： ^ 0 的通量. 

4445.1. 求向量 a = yi zj xk 通过以平面 ;r = 0 ，y = 0 ，z = O^x y z = 
a (a > 0) 为界的角锥的全表面的通量.利用奥斯特罗格拉茨基公式验证结果. 

4445.2. 求向量 a = + y 3 jf + 通过球面 x 2 y 2 z 2 = x 的通量. 

4446. 证明: 向量 a 通过由方程 r = r ( n , t ;)( K ^) G 卬给出的曲面 S 的通量等于 




dr dr 
du dv 


du du , 


式中 a n = a • n, n 为曲面的单位法向量. 


4447. 求向量 a = m ^( m 为常数）通过围绕坐标原点的封闭曲面 S 的通量. 

4448. 已知向量 

a (r) = g gr ad (- 点)， 

其中 G 为常数， n 为点、城 (点源） 距函点 M(r) 的 距离. 求此向量通过围绕点 Mi(i = 
1 ,2 ,--- , n ) 的封闭曲面 S 1 的通量 ■ 

4449. 证明： 



S 


du 

dn 


dS 


j J J V 2 udx dy dz 


V 
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其中曲面 s 是区域 y 的边界. 

4450. 在温度场1/内，在单位时间内通过面微元 dS 的热量 等于: 


dQ = —kn • grad u d5, 

其中 A : 为热导率， n 为曲面 S 的单位法向量,求在单位时间内物体 V 所吸收的热量.研 
究温度上升的速度，从而推出物体温度所满足的方程 （热传导方程). 

4451. 处于运动状态的不可压缩流体充满区域 V . 假定在区域 F 内没有源和汇，试 


推出连续性方程: 


dp 

dt 


+ div ( pv ) = 0 


式中 p = p(x ， y ， z ， t) 为流体密度，为速度向量， t 为时间. 
提示： 研究流体通过包含在 F 中的任意区域 w 的流量. 
4452.1. 求向量 a = r 沿着一段螺旋线 


r = ia cos t ja sin t + kbt (0 ^ i ^ 2 jc) 

的环量. 

4452.2. 求场 a = ^十 ij + ifc 沿 M ( l ， l ， l ) 和 iV (2,4,8) 这两点之间的线段的 

y Z X 

环量. 


4452.3. 求场 a = i e y~ z ^ je z ~ x + ke x _ y 沿 0(0,0,0) 和 M ( l ，3,5) 这两点之间 
的线段的环量. 


4453.1. 求场 a = (yz)i{z-\-x)j + (x-\-y)k 沿球面 x 2 y 2 z 2 = 25 上连接 


M (3,4,0) 和 A ^(0,0,5) 这两点的最短的一段大圆圆弧的环量. 


4453.2. 求向量 a = f ( r)r (其中/为连续函数）沿着弧的环量. 

4454.1. 求向量 a = -yY + + cfc ( c 为常数）的环量： （ a ) 沿着圆周: r 2 + y 2 = 

1,2 = 0; ( b ) 沿着圆周 （ a ; - 2) 2 + y 2 = 1, z = 0. 

4454.2. 求向量 a = grad ^arctan — ^ 沿着围线 C 的环量 r : 

( a ) C 不围绕〜 轴； （ b ) C 围绕 Os 轴. 

4455. 已知向量场 

y • ^ ., > —— , 

a = - ~ j=j + y / xyzk . 

计算 rot a 在点 M ( l , l , l ) 的表达式，然后近似地求出向量场沿无穷小圆周 

| - I ) 2 + (y - I ) 2 + (z~ l ) 2 = e 2 , 

I (x — 1 ) cos a + (y — 1 ) cos /? + (z — 1 ) cos7 = 0 
(其中 cos 2 a + cos 2 (3 + cos 2 7 = 1 ) 的环量 r. 

4456. 平面定常流由速度向量 


w = u(x,y)i-\-v(x,y)j 

描述，试确定： （1) 通过区域 S 的边界（封闭围线 ） C 流出的流体的量 Q (流 量)； （2) 速 
度向量沿着围线 C 的环量 r . 若流体是不可压缩的且流场无旋，则函数^和7；满足怎 
样的方程？ 



§17. 场论初步 
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4457丄证明：场 


a = yz (2 x + y + z)i + xz(x + 2 y + z)j + xy(x + y + 2 z)k 


是有势场，并求这个场的势. 

4457.2. 确认场 


x 


X 


(y + 之 )1 {y + z) 


3 


(y + z) 


k 


是有势场，并求该场沿着正/ V 分之一球面上连接点 M ( l ， 1， 3) 和 iv (2, 4, 5) 的路径的环量. 


4458. 求由位于坐标原点的质量 m 所产生的引力场 


4459. 设质置 
所产生的引力场的势. 


G = l ， 2, 


) 的质点位于点風0 


一 p 
1，2, 


r 的势. 


# • # 


, n ), 求此质点系 


4460. 证明： 场 a = f ( r)r (其中 /( r ) 是单值连续函数）是有势场.求这个场的势. 

4461. 证明 公式： 

grad P !^JJJ P (<3)^ r | = - jl p ( Q ) n ^- + JJJ grad Q p ( Q )^, 

其中 S 为区域 V 的边界曲面， n 为曲面 S 的外法向量， r 为点 P ( x ， y ， z ) 与点 Q ( e 3 r ?, C ) 
之间的距离. 

4462. 证明： 若 a = gradii , 其中 

+ ， y,z) = 你 , C) dgdr;dC, 

— oc 

r = \ f {^- x ) 2 + (?? - y ) 2 + (C — z ) 2 , 



(假设相应积分有意义). 


diva = p ( x , y , z ) 



第-章 


16. 0; 1. ir. -s/2\ y/2. 22. -1.01 < x < -0.99. 23. x < -8; x ^ 12. 24. a: < -f. 

25. 0<x<|. 26. |a;| ^ 6. 27.x>-\. 28. -^ < x < ^. 29. < a: < 

< ^ < 31. 第二个 ■ 32. 两位 ■ 33. 不超过 0.41%. 34. 9.910 2cm 2 ^ 

S 《 10.090 2cm 2 ; A ^ 0.090 2cm 2 ; 5 ^ 0.91%. 35. 3.93g/cm 3 ±0.27g/cm 3 ; S < 7.3%. 

36. 5 ^ 3.05%. 37. 172.480 m 3 < V 彡 213.642 m 3 ; V = 192.660 m 3 士 20.982 m 3 ; S ^ 12%. 

38. A < 0.17mm. 39. A < 0.000 5m. 42. (a) AT ^ i ； (b) AT ^ (c) ^ 1 + 

( d ) W 彡 1^99 ^ 2 3301“. 43 •⑷ N ^ E;(b) N ^ ( 结 ) 2 ; ( c ) # 彡 10 10 . 46. 0. 
47. 0. 48. 0. 49. 50. j~- 51. 52. 不存在 . 53. 54. 55. 3. 56. 1. 

57. 2. 67. (a) 第 二个； （ b) 第 一个； （ c) 第二个 . 72. e = 2.718 28 .... 92 .若 a / 0 ,等于 
1 ;若 a = 0 属于 [―1, 1], 不存在 . 96. X3 = l|. 97. Xioo = 98. cciooo = 巧二 。。 ^ 

2.49 - 10 452 . 99. ;r 4 = a；5 = -120. 100. x 10 = 20. 101. (a) 0; 1; 1; 1; (b) -3§; 5; -2; 2. 

102. -1; l|; 0; 1. 103. 0; 2; 0; 2. 104. -4; 6; -4; 6. 105. -i ； 1 ； -i ； 1. 106. -oo ； 

+oc; —oo; +oc. 107* —oo; —1; —oo; —oo, 108. 0; +oo; 0; +oc, 109. —oo; +oo; —oo; 

e+$);e+l. 113. 0; 1. 114. 1; 2. 

115. 0; 1 . 116. 0; 1 . 117. 1； I ； I ； ...； 0. 118 ■区间 （0,1] 上的一切实数. 119. 1； 5. 

120. a; b. 127. (a) 发散； （ b) 可为收敛，可为发散 . 128. (a) 不能； （ b) 不能 . 129. 不能 . 
130. 不 目旨 - 144. (a) 0; (b) 0. 14T. In 2. 148. ^ (a + 26). 151. —oo <. x <. +cxd, x ^ — 1. 

152. -oo < x 《 -V3 和 0 < z 153. -I ^ x < l. 154. (a) |x| > 2; (b) x > 2. 

155. 4k 2 n 2 ^ x ^ (2k + l) 2 n 2 (k = 0,1,2, -■■)- 156. W < a/J 和 vT"(IF- 1) ^ |o;| ^ 

VI (仙 + 1) (fc = l ， 2，_..). 157. 忐和 一 ▲<$<-▲ (fc = 05l ， 2，...）. 

158. x 0,37 ^ ti (n = 159. — ^ ^ ^ 1. 160. \x - k7t\ ^ ^ {k = 0, 土 1, 士 2 ， • • •). 

161. < x < 10( 2k+ iy {k = 0 ,土 1 ， 士 2，.--). 162. rc = -l ，一 2 ，一 3，- ■- 和 ； r > 0. 

163. x < 0,x ^ -n (n = 164. 1 < a; ^ 2. 165. (a) a ： = 0, 1, |, 2, • ■ • ; (b) 

a : > 4; ( c ) fcjt + fx < fcjt + § (/c = 0, ±1，土2,…）； （ d ) 0 《： c 彡 f 和警《 o; 《警. 


+oo. 110. —5; 1.25; 0; 0. 111. 1. 112. - 



答案 
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166. -1 彡 ; r 彡 2; 0 彡 y 彡 l|. 167. 2A ： Jt+ f <x < 2fcjr+ ^ (k = 0, 士 1 ， ±2, ■■•); -oo <y 《 


lg3. 168. -oo < a; < +oo;0 < y ^ n. 169. 100; -f ^ y < f. 170. a; = 2 ^fI，P 

和 9 为整数 ； y = ±1. 171. P = 2b + 2(l-^)x (0 < x < h);S = fex(l-f) (0 < 
x < h).172. a = \/100 — 96 cos a: (0 < $ < Jt);S = 24 sin x (0 < a; < ji). 173 ■若 

0 < x ^ S = 占工 2 ;若亨 <x 〈爭 ， S = /i(x- 早）； 若爭 

S = h ^ - (:: :) . 174 . 若 —oo < 3 ： ^ 0, m(x) = 0; 若 0 < x 彡 1 ， m(x) = 2x\ 

若 1 < a; < 2 ， m (a;) = 2; 若 2 < re 彡 3， m (rr) = 3; 若 3 < x < +oo, m ㈤ = 

4. 178. E y = {0 ^ y ^ 4}. 179. E y = {1 < y < 3}. 180. E y = {0 < y < 1}. 

181. Ey = {1 ^ \y\ < +oo}_ 182. E y = {1 ^ y ^ 2}. 183 . 当 a<& 时 aCyCfa, 

当 时 6 < 2 /<a. 184. 1 < y < +oo. 185. -oo <? / <0 和 l<y< +oo. 

186. 0 < y ^ 187. -oo<y < +oo. 188, 0<y <! 和 / <2. 189. 0; 0; 0; 0; 24. 


190. 0; - 6 ; 4. 191. 1; 1; 1; 2. 192. -1; 0; 1; 2; 4. 193. 1 ，肖，适，击，詰 ，肖 . 

194. (a ) 若 a: = — 1, x = 0 和 ； r = 1 ， f(x) = 0; 若 —oo <;c<—1 和 0<;r< 1 ， 
f(x) > 0 ; 若 一 l<:c< 0 和 l<;r< +oo, f(x) < 0 ; (b) 若 ； r = 士是 （ A: = 1 , 2 ,…）， 
/㈤ = 0 ; 若 2 Fpr < 怎 〈忐和 一 〈工 < ~ 2 fc +2 ( k = o， 1 ， 2 ，-.-),/^) > 0 ; 若 
2fc+2 〈尤 < 2fcV 1 和一盖 < X < — 2 ki^i — 0 ， 1 ， 2 ， _..) ， f(x) <0; (C) 若 X < 0 和 
工 = 1 ， f(x) = 0; 若 0 < a: < 1 ， f(x) > 0 ; 若 1 < a: < +oo, f(x) < 0. 195. (a) a; (b) 

2^ + h; (c) a x - 197. /⑻ =|x - 2;/(l) = |;/(2)-2§. 198. f(x) = \x 2 + f x+ 


l;/(—1)= - 暑 ; /(0.5) = 2 紝 . 199. f(x) = fx 3 - lx 2 -fx + 2. 200. f(x) = 10 + 5_2' 


203. (a) 2kn < x < Jt + 2kn (k = 0, ±1, ±2, ■ - •^ + (k = 0, 士 1 ，土 2, … ）； （ b) 


1 < x < e; (c) x > l,x ^ k (k = 0,1, 2, ■■- ). 205. {d) z — x + y\ (b) 2 ： = (c) 

Z ( d ) 2 206 - ^(^)) = ^ 4 ； = 2 2x ； ip(^(x)) = 2 2x ;ip(if(x)) = 2 x2 . 

207. ip((f(x)) — sgnx; ?/j(^(a:)) = x(x ^ 0) ； (p( / ip(x)) = = sgnx(a: ^ 0). 

208. ip((p[x)) = ip(x)] / tp(ip(x)) = ^{xy^^ix)) = <p(ip(x)) = 0. 209. -^-;x (x _ 

0,x^ 1). 210. f n (x) = - , ^ 2 _ 211. x 2 - 5a; + 6. 212. a: 2 - 2 (\x\ ^ 2\). 213.1. 1+ >A+^, 

丄 T^CC 

213.2. f(x) = 221 . ⑷当 a > 0 递增，当 a < 0 递减； （ b ) 当 a > 0 在区 

间（ - 00 ， - 忐）内递减，在区间（ - 忐， + ⑴）内递增；⑷递增；⑷当 ad-&c > 0 在区间 
(-oo,-f) 和区间 （ _f ， +oo) 上 递增； （ e) 当 a > 1 递增，当 0 < a < 1 递减 . 222. 
若对数之底大于 1 ，则可能 . 224. ^ (-oo < y < +oc). 225. (a) -^/y (0 ^ y < 
+oo); (b) (0 ^ y + oo). 226. ^ (y / -1). 227. (a) (0 ^ y ^ 1); 

(b) -y/l — y 2 (0 ^ y < 1 ). 228. arsinhy = ln(y + \/l + y 2 ) (—oo < y < +oo). 

229. artanhy 二 - In (—1 < y < 1). 230 . 若 —oo < 以 < 1 ， a: = y ; 若 1 < y < 16, 


x = 若 16 < y < +oo, x = log 2 y. 231 . ⑷奇函数； （ b) 偶函数； （ c) 偶函数； （ d ) 奇函数 
(e) 奇 函数 . 233. (a) 周期函数， T-f;(b) 周期函数 ,： T = 2;r ; (c) 周期函数 ,: T = 6 jt ; ⑷周 
期函数 ，r = 




S. X 


n- (e) 非周期 函数； （ f) 周期函数， T = n; (g) 非周期 函数； （ h) 非周期函数 . 

4ac — b 2 ^ 


241 


3^m. 243. xq 




4a 


244. y = x 


251. xo 




c 


252. p = ^ {V > Q). 263. k 


ai 


— ^ (ai6 — abi) y xo 


迕 . 264. F 


ai 


x 

36 000 

, m = 


9 km; 36 km 


器 *, 287. A = y/a 2 + & 2 ; sin x 。 


ai b abi • 

COS Xo 


n 


356. 若 （ a: — jiA:| 彡 I， y = 2sinx; 若 I < \x — nk \ 〈营 （ A: = 0, 士 1 ，土 2 ,…、， y = (― 1) 


b 
A 
k 
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答案 


357. (&) y = \ (x + \x\); (b ) 和 （ c) 若 a ; 彡 0， y = 工 2 ;若 x < 0 ， 2/ = 0; (d ) 若 x < 0, 

y = rr; 若 ： c > 0， y = ;r 4 . 358. (a) ^ / = 1; (b ) 若 1 < |;r| < V% 2 / = 1 ; 若 |:c| < 1 或 

\x\ > \/3, 2 / = 0; (c) 若 |x | 《 1 ， y 二 1 ; 若 |rc| > 1 ， 2 / = 2; (d ) 若 |a:| > 2， y = — 2 ; 若 
| 工 | < 2, 2 / = 2 - (2 — x 2 ) 2 . 359. 当 : c < 0 时有： （ a) (1) f(x) = 1 + a:, (2) f(x) = -(1 + x); 

( b ) ( 1 ) f ( x ) = - 2 x - x 2 , ( 2 ) f ( x ) = 2x + ; r 2 ; ( c ) ⑴ f ( x ) = ( 2 ) f ( x ) = 

⑷⑴ f(x) = - since, ( 2 ) f(x) = sin:r ; (e) ( 1 ) /O) = e _x , ( 2 ) f(x) = -e—' (f) ( 1 ) 
f(x) = ln(-x), (2) f(x) = -ln(-x). 360. (a) x = ： - 忐； （ b) x = ^, (c) x = 早； （ d) 
x = kn (k — 0, 土 1, 士 2, ... ）■ 361. (a) (xo, axo + 6 ), 其中尤 0 为任意的； （ b) ( c ) 

(xo,yo), 其中 ; r 0 = — yo = ax^ + bxl + cx 0 + d; (d) (2,0); (e) (2,1). 372 . 根： -1.88; 0.35; 

1.53. 373. 2.11; -0.25; -1.86. 3 T 4. 0.25; 1.49. 375. 0.64. 376. 1.37; 10. 377. -0.54. 

378. 0; 4,49. 379. xi = —0.57, yi = —1.26; X 2 = —0-42, y2 = 1.19; xs = 0.45, yz = 0*74; xa — 
0.54,2/4 = —0.68. 380. xi = _1.30, 奶 = 9.92; X2 — 2.30, y2 = 9.73; 0:3 = —0.62,1/3 = 

-9.98; x 4 = 1.62, y 4 = -9.87. 382. (a) 一般地说，不是； （ b) 是 . 385, 上方有界，下方无界 . 

387 •分别为 /(a ) 和 /(&)• 388. 0; 25. 389. 0; 1. 390. 0;1. 391. 2;+oo. 392.— 1;1. 

393. - V 2 ] y / 2 . 394. |;4. 395. (a) 0.1; (b) 0.2. 396. 0; 1. 397. (a) 8 ; (b) 0.8; (c) 0.08; 

(d) 0.008. 398. (a) tv, (b) Jt; (c) n; (d) jt. 411. (a) 1; (b) (c) 412. 6 . 413. 10. 

414. |nm(n-m). 415. 5 -5 . 416. (f) 3 °. 417. . 418. 419. 420. 1. 

421. 422. 423. (|) 10 . 424. (a) n(n 2 +1) ; (b) 2 去 . 425. 426. 十 2 - 1 -) a n-2 . 

427. 428.7. 429. f. 430. x 2 -\- ax . 431. 1. 432. 433. 3. 

434. f . 435. 1. 436. 士. 437. 438. -2. 439. 440. -占. 441. 击. 

442. 443 - f . 444. 445. -2. 446. 44 T . 448. f. 449. 4 泰. 

450. 盖. 451. - i . 452. 含 - f . 453. 盖十 f . 455.1. 455.2. 456 •点. 

457. |(a + 6). 458. 459. 460. 1. 461. 462. 2. 463. 464. 

465. ^ ( a ： + a2 + ■ ■ • + a n ). 466. 2 n . 467. 2 n . 468. lim a ^o xi = 00 , lim a -»o ^2 = — f ■ 

469. l , b = -1. 470. = ± l ; 6i = 干| (i = 1,2). 471. 5. 472. 0. 473. (- l ) m _ n f . 

474. ( a ) ( b ) 1; ( c ) 475. 476. 2. 477. 4. 478. 479. 480. 482. cos a . 

483. — sina . 484. sec 2 a (a ^ (2 /c + l ) 号 ， /c = 0, 士 1，...). 485. — ain 1 5 a (a / kn , 其 

中 A : 是整数). 486. 3 ^ (a ^ (2 fc + l ) f , 其中 /e 是整数). 487. (a ^ kK , 其 

中 fc 是整 数). 488. - sina . 489. - cosa . 490. (a / (2 /c + l ) f , 其中 fc 是整数） 

491. (a + fcjt , 其中 k 是整数). 492. § sin 2 a . 493. -3. 494. 14. 495. ^ 

496. -24. 497. (a + ( 2 k + l ) f , 其中 A ： 是整数). 498. f . 499. f . 500. | 

501. 502, y / 2 . 503. 0. 504. 3. 505. 0. 506. ( a ) ( b ) ( c ) 1. 507 

0. 508. 0. 509.0. 510.0. 511.1. 512. e 3 . 513.1. 514. e -2 . 515. e 2a . 516 

若 ai < a2 ，0; 若 ai 〉 a2 ，+ oo ; 若 ai = a2，e a i , 517. e . 518. e 一 1 . 519. ( a ) 1 

( b ) v / e . 520. e cota (a / / cjt , 其中 fc 为整数). 521. et . 522. e 1 . 523.1. 524. e -2 

525. e . 526 •女 527. e ^ 1 . 528. e ( 529. 1. 530. 1. 531. 1. 532. 0. 533 

534. -2. 535. f . 536. |. 537.— 裝 . 538 .警. 539. ( f ) 2 . 540. ( a ) 0; ( b ) n 

541. In a . 542. a a Inf . 543. a a lnea . 544. e 2 . 545. ( a ) ( b ) e ^ 2- ^ 2 ; ( c ) ( d ) -2 

546. e 2 . 547. 1. 548. fa 01 - 0 . 549. a b lna . 550. a x In 2 a . 551. e - (a+b) . 552. ln:c 




553. \nx. 554. ^/b. 555. Vab. 556. \/abc. 557. (a a b b c c )^+^. 558. 559. 

(Inf)' 1 . 560. o aa In a. 561. (a) 0; (b) 吾 f. 562. In 8. 563. - In 2. 566. (a) (b) 

567. 1. 568. 0. 569. In a 2 . 570. 571. 572. -2. 573. e 2 . 574. e^. 

575. 576. (a) 1; (b) (c) 1. 577. (a) |; (b) 2sinh 578. (a) cosh a; (b) sinha; 

(c) -1. 579. (a) ln2; (b) 1. 580.581. -f. 582. f. 583. -f. 584 .學 ■ 

585. 586. 2. 587. 588. 589. 1. 590. el 591. (a) 0; (b) 0. 

592_ (a) H-cx )； (b) 593. (a) -1; (b) 1. 594. In 会 . 595. (a) f; (b) -f. 596. (a) 1; 

(b) 0. 597. (a) 0; (b) 1. 600. 2; 1; 2. 601. 0; (-l) n_1 ; (-1 广 . 602. 0. 603. 

1. 604. 0. 605. 1. 606. 0. 613. (b) 若 |;r| < 1， y = 1; 若 |:c| = 1 ， y = 0. 614. 

(b) 若 = 若 ; r=l ， y=|; 若 l<rr< +oo, y = 1. 615 . 若 0 < W < 1 ， 
y = -1; 若 l ； r| = 1 ，沒 = 0; 若 1 工 | > 1， y = 1. 616. y = |a:|. 617 . 若 0 彡 ; c<l ， y=l; 若 

x > l, y — x. 618 . 若 0<rr<l ， y=l; 若 l<;r<2，y 二 a:; 若： c>2，y = 619. 

若 0<x<2，y = 0; 若； c = 2，y = 2\/2 ；若 a: > 2 ， y = ;r 2 . 620. (b) 若： c / (2/c + 1)|, 
y = 0; 若 x = + l)f (fc = 0, 士 1 ， ±2 ，..-)， y = 1. 621 . 若 0 彡 = In 2 ; 若 

x > 2, y = \nx. 622. 若 一 l< ； r<l ， 2 / = 0; 若 ; r>l，y = |(;c — 1). 623 . 若 x 矣 一 1 ， 
y = 1 ; 若 a; > — 1， y = e x+1 . 624. (a) 若； r < 0, y = 工；若 a: 二 0， y = -; 若 a: > 0, y = 1; 
(b) 625. (a) 若 0 彡； c<l 和 4fe_l< ； r<4A; + l，y = y/x\ 若 4fc — 3<a:<4A: — 2 

和 4fc - 2 〈： r < 4/c — 1 , 沒 = 若 ： c = 2/c — 1 (/c = 1 ， 2, 3, _ •. )，y = + z); (b) 若 ； c 

是有理数 ， y = 0; 若 ; r 是无理数 ， y ^ x; (c) 正方形的闭曲线 max{|o:|, |y|} = 1. 627 •⑷ 
x = l,x — —2,y = x — l; (b ) 若 a: — oo ， y=x+|, 若 ： c — 一 oo, y = -x — (c) y = | - a;; 

(d) 若 a; —> +oo, y = x , 若 x — -oo, y = 0; (e ) 若 x — —oo, y = 0, 若 ； c — +oo, y = x; (f) 

y = x^l ， 628.0. 629. 古， 630.，. 632. 633. f. 634. |lna. 635. y/e. 

636. e - ^. 637.1. |(1 + y/l^Aa). 637.2. f. 637.3. 637.4. 638. (a) 

y/l-\-x - 1; (b) 1 - Vl - x. 641. (a) 2; (b) +oo; (c) 0; (d) 1; (e) 2; (f) 1; (g) 2sinhl_ 

643. (a) l — —1, L = 2; (b) l = —2, L = 2; (c) l — 2, L = e. 644. (a) l = —1, L = 1; (b) 

l 二 Q, L = +oo; (c) l = I，L = 2; (d) l = 0,L = +oo. 645 .㈤—■ 阶； （ b) 二阶； （ c) 一阶； （ d ) 三 

阶 ; （ e) 三阶 ; （ f) 三阶 . 653• ⑷缽 （ b) % (c) 咢； （ d) 誓 . 655 . ⑷ 3(x-l) 2 ;(b) (c) 

x-1; (d) e(^-l); (e);r-l. 656. (a) rr 2 ; (b) 2x 2 ; {c) xi;(d)xi. 657 .⑷ （*) 3 ; (b) * ; 

⑷⑸ § ;⑷⑴ ' 658 .⑷* (^t )； (b) W ( 占 ) 4 ; ⑷泰 ( 古 ) 4 ; ⑷ t 占 ; 

(e) 占 . 663. (a) 9.95 < a; < 10.05; (b) 9.995 < z < 10.005; (c) 9.999 5 < ^ < 10.000 5; 

(d) \/100 — e < x < a/100 + e. 664. △ < 会； （ a) △ < 3.7 mm; (b) A < 0.37 mm; (c) 
A < 0.037 mm. 665. 100[1 - 10 _(n+1) ] 2 < a; < 100[1 + 10 _(n+1) ] 2 ; (a) 81 < x < 121; (b) 
98.01 < x < 102.01; (c) 99.800 1 < x < 100.200 1; (d) 99.980 001 < x < 100.020 001. 666. 

6 = min ( 合， 1). 667. 5 = ^ 0.001 xl\ (a) 5 ^ 10~ 5 ; (b) 8 ^ 10~ 7 ; (c) S ^ 10~ 9 . 不能 . 

669 . ⑷ 不能； （ b) 可以 . 671. ¥ 能 ; 在点 : 有界 . 672. 不能 . 若函数 f(x ) 定义于有限区间 
(a,6), 则这些不等式总是 成立 ; 若至少有一个 a 或 6 为 oo, 则 lim^oo \f(x)\ = +oo. 673 •不 
能 . 反函数的单值性和连 续性 . 675. 连续 . 676. 若乂 = 4, 连续，若乂 #4, 当 x = 2 时不连续 . 
677. 当 z = -1 时不连续 . 678. (a) 连续； （ b) 当 a: = 0 时不连续 . 679. 当 x = 0 时不连续 . 
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答案 


680. 连续. 681. 连续. 682. 当 ； r = 1时不连续. 683. 当 a = 0时连续，当 a # 0时不连 
续. 684. x = 0 时不 连续. 685. x 二 k ( k 为整数）时不连续. 686. x = k 2 ( A : = 1，2,…） 
时不连续. 687. x =^- l 是无穷型间断点. 688. x - -1 是可去间断点. 689. x = -2 和 
x = 1 是无穷型间断点. 690. re = 0和 ; r = 1是可去间断点 ;; r == —1 是无穷型间断点. 691. 
a ; = 0是可去间断点 ； x = kn(k = ±1, 土2,…）是无穷型间断点. 692. x ^ ±2 是可去间断 
点. 693. a : = 0是第二类间断点. 694. x = | (fc = 士1, 土2,…）是第一类间断点 ； x = 0 
是第二类间断点. 695. ;r = 0和 ;r = 2k 2 +1 (k = 0, 士1，…）是可去间断点. 696. x = 0 
是第一类间断点. 697. x = 0 是可去间断点. 698. : r = 0是第二类间断点. 699. x = 0 
是可去间 断点 ； a = 1是无穷型间断点. 700. ^ = 0是无穷型间断点 .z = 1是第二类间断 
点. 701. x = fejt ( A : = 0, 土1，土2, . •.） 是第一'类间断点. 702. x = k {k = 0, ±1,±2,…） 
是第一类间断点. 703. z = fc (fc = 土1，士2,…）是第一类间断点. 704. 函数连续. 705. 
x = rb-^/n (n — 1，2,…）是第一类间断点. 706. x = ~ (k = 土 l , zb 2, …）是第一类间 
断点 ； x = 0 是无穷型间断点. 707. x = ^ (k = ±1, ±2, ■ ■ •) 是第一类间断点 ； x = 0 

是可去间断点. 708. X = ^2 k + l)n = 0, ±1, ±2, ■ ■ •) 是第一类间断点 ； z = 0是第二 

类间断点. 709. x = 和 ； r = {k = 1,2,...) 是第一类间断点；^ = 0是第 

二类间断点. 710. x = \ {k = 士1，士2,…）是无穷型间 断点； z 二0是第二类间断点. 
711. x = ^ 2 fc + i)jx (匕 = 0, ±1, ±2, • • •) 是无穷型间断点 ； x = 0 是第二类间断点. 712. 

x = ^ z\/n (n = 1,2,...) 是第一类间断点. 713. ;c = 0 ，:c = l 和 a : = 2 是第一类间断 

点. 714. x = kit (k = 0, ±1, d =2, …） 是无穷型间 断点. 715. x = 士\/^ (/c = 0,1, 2, * • ■) 

是无穷型间断点. 716. z = -1和 ： c = 3是无穷型间断点. 717. z = 0 是第二类间断点. 

718. x = 0 可去间断点. 719. x = ±1 是第一类间断点. 720. 若0彡； c < l , ?/ = 1;若 

: C = l , 若: C >1, y = Q ； X = 1 是第一类间断点. 721. y = sgnx ; = 0是第一类间断 

点. 722. 若 | a :| 彡 1, y = 1; 若 | a :| > 1, y = x 2 . 函数 连续. 723. 若; c # ^ 时 y = 0;若 
x = fcjt , y = 1; rc = fcjr (fc = 0, 士1, 士 2 ,…）是第一类间断点. 724 •若 |x — 知兀| < 音 ， y = x ; 若 
x = kn ± y = f ; 若 〈警 ， y = 0; x = fcjt 士晉 （/c = 0, 士 1， 士 2, …）是第一类间 

断点. 725. 若 kxc < x < fcjt + y = |; r ; 若 / c : t + § < x < /cjr + jt , y — — fa ; 若 ; r = fejt + 
y = 0; x = 譬 （ A : = 0, ±1，… ） 是第一类间 断点. 726. 当 o ;<0 时 y = x ; 当； r >0 时 

y = x 2 . 函数连续. 727. 当 x <0 时 y = 0; 当 x >0 时 y = 函数连续. 728. 当 a : < 0 
时2/ = —(1 + x )\ 当尤= 0时 y = 0;当； c >0 时 y = 1 x ; x = 0 是第一类间断点. 729 .不 

是. 730. a = l . 731 .⑷函数 连续； （ b ) x = -1 是第一类间 断点； （ c ) z = — 1是第一类间断 

点； （ d ) :c = fc (/c = 0, 土1, 土2, - ■.) 是无穷型间断点； ( e ) x ^ k (k = 0, ±1, ±2, ■ ■ ■) 是第二类间 
断点. 732 •当 —oo < a : < 0时 d = — a :; 当0 彡工 <1 时 d =0; 当 l<x 彡 | 时 d = cc — 1; 
当吾 < a :<2 时 d = 2 — ; r ; 当2彡 a :<3 时 d = 0; 当 3< a ;< + oo 时 d = x — 3. 函数连续‘ 
733. 当0 《没彡 1时 S = 3 y -4 ; 当1 < 2 /彡 2时 S = | + 2 y ; 当 2<2 /彡 3时当 
3<2/ < oo 时 *9=号；函数连续；当/彡 1 时 6 = 3 — 2/;当 l < y <2 时6 = 2;当2<2/<3 
时 b = l ; 当 3< y < + oo 时 2> = 0 ;;c = 2 和 a ; = 3 是第一类间断点. 735. 当 a : # 0时不连续; 

当怎 = 0时连续_ 737. 对于自变量的一切负值和正有理值不连续. 738. / (0) = 0.5. 740. 

⑷ 1.5; ( b ) 2; ( c ) 0; ( d ) e ; ( e ) 0; ( f ) 1; ( g ) 0. 741. ( a ) 是的； （ b ) 不是. 742 •⑷不是； （ b ) 

不是. 743. 不是•例 :若 x 为有理数， f ( x ) = 1;若为无理数， f ( x ) = -1. 744. ⑷当 a : = 0, 
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f ( g ( x )) 连续， g ( f ( x )) 不连续； （ b ) 当； r = - l，x = 0和 a : = 1， f ( g ( x )) 不 连续， g ( f ( x )) = 0 
连续； （ c ) /(分 ㈤ ） 和 9( f ( x )) 均连续. 745. = X. 759, X = + d = 0. 

760. X = y - k , 其中 2 k ^ y < 2 k + l {k = 0,士 1, 士 2,...). 764. f { f { x )) = x . 767. 

X = -yjy (O^y < +oo);a: ~ y/y {0 K y < + oo). 768. x = 1 - yj\ -y (一 oo <y ( 1);$ = 

1 + vT ^ (-oo <2/^1). 769. x = (- l ^ y ^ l),rr - 1+v ^~^ (0 < \y\ < 1). 

770. x = (—l) fc arcsiny+Zcji (k = 0, 土 1 ，士 2,…) ( 一 1 y ^ l). 771. x = 2fcji 土 arccosy (A:= 
0, 土 1, 士 2, ...) ( 一 1 < y 彡 1). 772. x = arctany H- kn (k = 0, 士 1 ，士 2, .. _)(—oo < y < +oo). 

776. 若 xy < 1, e = 0; 若： cy > 1， e = sgnx. 779. (a) 若 一 1 < a < 0 ， y = — f, 

若 0 彡工彡 1 时没 = 2 arcsin x - f; (b) 若 一 1 < 工 < 一長 ， V = — + 4arcsincc); 若 

—<:r<S 时 y = 0; 若 y = ^ - 4 arcsin x . 780. y = f — x (—| < x < f). 

781. y = -1 (1 ^ x < +oo);y = V ^ 2 - 1 (1 ^ ^ < +oo). 782. 对于使 < p ( t ) = x 

的一切 t ， 函数分⑴有同一个值，其中; e 为函数 v ? ⑴的任一值. 783. 若 a < t < /3, x (^) 
的值域应为区间 ( a , b ). 784. 对于使 ip{x) = w 的一切正值仏函数 祇 x ) 应该有同一个值, 

其中 w 为区间 (A, B) 上的任一数. 785. \6\ < 赤 cm . ⑷ 0.5 mm ; ( b ) 0.005 mm ; ( c ) 0.000 
05 mm . 786. (a) <5 〈士； （ b ) 5 < 2.5 _ 10~ 4 ; ( c ) 5 < | • 10~ 7 ; ( d ) 5 < ^{e ^ 1). 793. 

⑷ 是的； （ b ) 不是. 794. —致连续. 795. 非一致连续. 796. 一致连续. 797. 非一致连 
续. 798. 一致连续. 799. 一致 连续. 800. 非一致 连续. 802. ( a ) S = ^; ( b ) 6 = |; ( c ) 
J = O . Ole ; ( d ) S = e 2 ( e ^ 1); ( e ) 5 = |; ( f ) 5 = min ， 右). 803. n ^ 1 800 000. 808. 

( a ) LJf ( S ) ^ 35; ( b ) uJf ( S ) ^ \/ J ; cof ( S ) ^ ( c ) u ； f (8) ^ 6y/S. 818. f(x) = cos ax 或者 

f(x) = cosh ax. 819. f(x) = cos ax; g(x) — 士 cosa；r (a 为常数 )■ 
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821. Ax = 999; Ay = 3. 822. Ax = -0.009; Ay = 990 000. 823. ( a ) Ay = aAx; 

( b ) Ay = (2ax + b)Ax + a ( Ao :) 2 ; ( c ) Ay = a x {a Ax - 1). 825. ( a ) 5; ( b ) 4.1; ( c ) 4.01; 

( d ) 4 + Ax ; 4. 826. 3 + 3h + h 2 ; ( a ) 3.31; V 3； ( b ) 3.0301; ( c ) 3.003 001; 3. 827. ( a ) 

v cp = 215 m / s ; ( b ) v cp = 210.5 m / s ; ( c ) v cp = 210.05 m / s ; 210 m / s . 828. ( a ) 2 x ] ( b ) 3 a : 2 ; ( c ) 

(x ^ (2k - l)f ,fc = 0 ， ±1，...）; 


COS^ X 


- 去 （T # o); ⑷ 2 ^ (x > 0); (e) (x ^ 0); (£) 

(g) — a in2 x + kn，k = 0, 土 1 ， ■. ■); (h) ~^j=^ (W < 1 ); ⑴ - y/i- x 2 (1 尤 1 < 丄)；⑴ 1+^' 

829. -8; 0; 0. 830. 4. 831. 1 + f. 832. /’ ⑷. 834. y f = l - 2x; 1, 0, -1, 21. 

835. 2 / = a: 2 + x - 2; (a) -2; 1; (b) -1; 0; (c) -4; 3. 836. 10a 3 a: - 5a? 4 . 837. 

2x~(a-\-b). 839. 2(x + 2)(a;-|-3) 2 (3a; 2 + lla:H-9). 840. xsin2a + cos2a. 841. mn 

x 71 - 1 + (m 


a+b • 


838. 


842, (a) -(1 - x) 2 (l - x 2 )(l - x s ) 2 (l + 6x + 15x 2 + 14x 3 ); (b) 

2 ( 1 +. 


845. 


( i - 



(| x | # 1). 


—20(17 + 12a:)(5 + 2x) 9 (3 —4a:) 19 . 843. 一（含 + 表 + 吾） （ z#。). 

2(1 - 2K) 847. /淨错 / 1). 848_ ^ 1}- 8 49. 


846. 


(l — x + cc 2 ) 2 ’ 
(l-a) p ~ 1 [(p+g) + Cp-g)g] 

~( l + aT)W 


(x^-1). 850. 


851. 1 + 


l 


0 ). 


2 ^/x 

854 . 7^- 


- 泰 （ x> 0). 852. 

2 ___ a I I I a I O/w 


(1 + 0 ：) 
1 

2x\/x 


P 


- {q J rl)x~(p + q-l)x 2 ] (x ^ -1 )， 


3x 


^ ( x> °)- 


853. 


2 




+ 


855 _ 6 十 於從〜 ㈡). 856 - 


X\/x 

( n — m ) 一 ( n + m )® 


(x > 


(n+m) n + m y/(l-x) n (l+x) m # 


857. (|^l < H ). 858. 尹”，聊 • . 

( o 2 — X 2 ) 2 

l + 2\/x+^Vx^x + y/S / ^ n\ QA1 J ： _ 1 — - . r \ (2 ； 0, X —1,X _ 

} ' -■ ㈣ +W 

_8). 862. -2 cosx(l + 2 sinx ). 863. rc 2 sin ： r . 864. - sm 2 a ; ■ cos(cos 2 x ). 865. n 

} / • 、 r • " 、1 Qfi7 2 sin z(cos a : sm x —尸 sin ：c cos x J r 2 ^ 

> ^ _/ —-_ M \ 外八 p vk / om I Mrl / - — ^ 勺 —O \ f 


3 r - 

v/S 


859. 


860. 


(l+x 2 ) 


cos ( n + l ) x . 866. cosx • cos (sin x ) - cos [ sin ( sinx )]. 


867. 


fen ; k = 1， 2 5 •_• )* 868 • — 


COS 


2 sin 


(x / fcjt , fc = 0, 土1，土2,…）. 869. 


COS 




2 fe-X 


k 为整数 Y 


870. 


(cos 


sin 2 ^ 


0, 士 1, 土2, _ _ • )• 


872. 1 + 


tan 6 x (x ^ (2 /e + 1)|; fc = 0, ±1, ±2, _ 

为整数). 87, 


k 为整 数). 


2, •. ■)- 873. (x + kn , k 为整数 )‘ =4. 

875. —3 tan 2 x - sec 2 x - sin (2 tan 3 x ) - cos [ cos 2 ( tan 3 x )} 


3 sin 


(x ^ |V kn , k 为整数). 876. -2 xe — x2 • 877 •—垚 . 2 tan 

V ^ sinx . 880. ，(=;产 (x / 2 to ， 为整数). 

^ T ^ e ax sin 6 x . 883. e x [ l + e # ( l + e # )]. 884. y (In f 


sec 


2 I - In 2. 878. x 2 e x . 879- 


x 2 e_ x si 


sinx . 


880. 


x (sin a:—cos x 
2 sin ^： 


881. 


l+ln 3 3 


3 X 


sinx . 


882. 


ax 

888 . 


x ( l +^ 4 )^ 

X 

2( Tw 3 i ) 


x< " lna 十 a x a aX In 2 a . 

Inxlnfln ^ ($ > e ). 

^ (x ^ 0). 892. 


886. f lge • lg 2 x 2 {x ^ 0). 


)0 > 0). 885. + 

88 T . , lnx 。巧 h > e ). 


889 • ( l + x )^( l + x ^) 


X 

: r 4 一 1 


3 x 2 — 2 


(W > \/ f ) 


893. 


Oi < l ). 


891. 

894. 


(x > —1). 


895. 


：2 + l 


^7 (W < v ^) 


896. \ n(x 
900- - 



• ( i - a^)(l — fcx 2 ) 1 ” _ 

x 2 + l ). 897. ln 2 (x + \/ x 2 +" T ). 


1 一 


(0 < x < 1). 901. 


( 0 < 


x -2 kn <^ fc 为整 数). 902. 


COS 



2 kn \<^ A : 为整数 )■ 90 X ^ cot 3 x (0< x -2 k 7 i < 


Jt , k 为整数). 904. 


b 2 -a 


m - 906.! 

_l+a：+^+ln ^ 

一 (l+^ In J)[l+a: ln(^+ln 

为整数 ). 913. ^(1 


^7^ — 

s 

In 3 x 


l 7 t ， fc 为整数 


cos 2 X 
sin 3 x 


908. ^\nx (x > 0). 909. 


2x 

i+\/TTx 


910- 


. 911. 2 sin ( ltia :) (x > 0). 912. sinx-lntanx (0 < x -2 kn < f , ^ 


= (| x | < 2). 


914. 


1+2工 


\/ 2 ). 


2ax 

x 4 + a ^ 


x ^2 (Z # 0). 917, 2(l+x) 


918. 


1 — X 


arccos x (| x | < 1). 


919. 


arcsin 


1 + X 


(x ^ 0). 920. 


▲ 

\x\y/ x 2 —1 


921. sgn(cos x ) {x / 为整数 )_ 


922. 峽广 x ) ■严 卜 # 2fcjt； k 为整 数). 923. < x - to < I， fc 为整 数)， 

924. -^(0 < | x | < 1). 925, 点（以 1). 926. 1 (x # | + fcic , fc 为整数 ). 927. 


a+bcos x # 


2 sgn x 
l + x ^~ 


929. 


一 2 cos x • arctan ( sinx ). 932 - 


2x 


arccos 



x 4 arccos 3 (x 2 ) 

-( a ; > !)• 93 


933. (^ K ^+ b 5 


狐 鵠 931 . 

(x > — a ). 934. 


a 2 — x 2 


X 3 +1 


▲ 

X 4 + l 


938. - 

(l 


arccos 


(0 < \ x \ < 1). 


939. 


arccos 


^ (x > 1). 940. (| x | < 1). 941. 


7^ r 


942. 


12x 


( 1 + 


943. 


( i - i )^ (^ < ”■ 


944. 


b ( W < l )- 


945. 


ax 


(0 < x < a ). 946, 


( x ^ k 为整数 )• 949 - 


1—2x—x 
\/ l — 


y /2). 947- 


1 + X 


^\a o sin 2x 

sin 4 x+cos 4 x 


• In 


1 — X 


l 一 g 

1 + X 


(W < !)• 


T 2 

1- kr ^ 
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951- 


e 


\J 1-fe 


2x 


952. 


2(1 相 2) • 


953. sin H 0 a s r: sa ) (cosx^cosa). 954. 


1 




( 0 < 


X 


<!)• 955. ^^(|x|^l). 


956. 


4 


(1-hr 2 ) 2 \J 1—or* 2 


(|x|< 1). 


957. 2x(cosa ： 2 +sin. 2 ) ( 0 <| a; |< 


y/sin(2x 2 ) 


(念 +*) 丌，& = 0,1，2, 


• « » 


958. 2x[sgn(cosa: 2 ) + sgn(sina; 2 )] (\x\ 警 ， = 0,1 ， 2,…）. 


959. 


(b) 


♦e—arcsinWcosr^arcsina;) (|:r| < 1), 

y/l—x 2 


960. (a) 


e 


A + 1 


x 


3 


T 



1 + 4/1^4. ^/(1+ ^/l4^4)2. ^/(1 + x 4)3 


(C) 


⑷ 


eyi+ 

2 1+ ln2 sin (2 扣 ).ln( sec 2 技 ) 

3 %/ rr 2 .cos 2 2 


d cos * (sin 士 +cos ^)yJcot ^ 


962. x a ^ 1 x x<1 (l + alnx) + a x x a 


961. 1 + x x (l + lnx) + x x x xX (全 + lnx + In 2 a:) (a: > 0)- 

lna(l + \nx) (x > 0), 963. 


In a In x ) + x x a x 


x 


i-2 


(1—lnx) (x > 0). 964. (sinx) 1+cosa; *(cot 2 x—lnsinx)—(cosx) 1+sinx -(tan 2 x—lncosa:) ^0< 


x-2kn 〈号， k 为整数 y 


965.1. 


x — 21n 2 a? + xlna;ln(lnx)] (x > 1). 965.2. 


y 


2yJ arctan a ： arcsin(sin 2 

y 飞 1 +rc 2 arccos(cos 


+ arctan 2 


X 


{x^ fc = o, ±1, 

(x > 0). 969. 


sin : r ， sgn(cos x) 


cos g-3gn(3in x) 




Larcsin(sin 2 1-fsin 2 x arccos(cos 2 x)y/l+cos^x 

)• 966. — 士 (log x e) 2 (x > 0^x ^ 1). 967. tanh 3 rc. 968 •- 2 


cosh 2x ' 


970. 


sgn(sinh x) 
cosh x 


(x 一 0). 


Q 71 a+b cosh x 
6+acoshx • 


972. 


sinh^ x 

S in2x :. 973# 


Y 1+cos 4 x 


j 2 arccos x - ln(arccos x) (|a:| < 1) 


974. 


X 


一 1 


975 - 


2ne 


一 x 


2 


arcsin(e 


2 



(X / 


仍1+怎 4 ) 3 . ( l - e -2 x 2) 

0). 976. ffllt)% arctana~ x (a > 0). 977. (a) sgna: (x ^ 0); (b) 2|x|; (c) ^ (x ^ 0). 

1 


978. (a) (x — l)(x + 1) 2 (5x — l)sgn(a; + 1); (b) | sin2x - | sinx|; (c) 


X 


\J x 2 —l 


(|x| > 1); (d) 


7i[x] sin 2 jix. 979 • 当 一 oo <x<l 时 y’ = —l; 当 1 彡 x 彡 2 时 y’ = 2:r — 3; 当 2<a;< +oo 
时 y f = 1. 980. 当 ; r 6 [a, b ] 时 y’ = 2(a: — a) ■ (x — b)(2x — a — b); 当 ; c 0 [a, b ] 时 y f = 0. 

982. 当 -1 < a : < 1 时 2/ = 
X \l-x 2 ); 当 | x | > 1 时 〆 =()♦ 


1 + ® • 


2xe 


981. 当 x<0 时 y’ = l; 当 0 彡 : r< +oo 时 〆 = 

当 |x| > 1 时 y' = -■ 983 . 当 |;r| < 1 时 2 / 

984 •㈤ ^y ； (b) ™f^(^0 5 ^l 5 x^±3); (c) E- 

(a) 


(d) 


n 




(x)+ f tp(x) t tp f (x) 
y/(p 2 (x)+ t ip 2 (x) 

P ( X ) 必⑻ 


\J 1+x 2 


985. 


c ^/ip(x) j 


(/㈦ + f ㈤ #0); (b) (/㈤ +# ㈨ # 0); (c) 

總 ln 40 )}; ⑷ 


^(x) 


分 ㈤ ln<p(x) <p(x) ln 2 <p(x) m 986.1. (a) 2xf(x 2 )] 


(x) \ntp(x) 
^p(x) In 2 <p{x) _ 


(e) 1000!. 988. 3a; 2 + 15. 989. 6x 2 . 992. (a) n > 0; (b) n > 1; (c) n > 2. 993. (a) 
n ^ m + 1; (b) 1 < n < m + 1. 994. <p(a). 995. f-(a) = —^p(a), /+(a) = y?(a). 999. 
(a) 当 a; = 1 时不 可微； （ b) 当 : r = 时不可微， fc 为 整数； （ c) 处处 可微； （ d) 当 ； r =如 

时不可微， /c 为整数； （ e) 当 x = — 1 时不可微 . 1000. 当 ; r/0 时 /i = /^= sgn ； r ， 而 
/i(0) = — 1 ，八 (0) = 1. 1001 . 当 rr / 整数时 f-(x) — /+(x) = Jt[a:) cos to ; 当 a: = fc 

(k 为整数）时 f—(k)=n(k- l)(-l) fc ， /; (fc) = 7tk(-l) k . 1002. 当 ： c # 点 （ A ： 为整 

数）时 f-(x) = f + (x)= (cos ^ + I sin f) sgn (cos ^) ; / ： ( 点 ) =-(2fc+l)f,/ ； ( 赤 ) = 

(2/c + l)f. 1003 , 当 < W < v/(2A: + l)7t (A: = 0,1 ， 2 ，...） 时 f_(x) = f f + {x) = 

广⑼ =—1, /+(0) = 1; + 1)ji )= 干 00 , /4(V2A ： Ji) = ±00 (k = 1, 2, ■ ■ ■). 1004. 

当 ； r # 0 时 f_(x ) 二 f^{x) = miT ； / 二⑼ =l,/ ； (0) = 0. 1005 . 当 x / 0 时 
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/ 二 ㈤ 


f+(x) 


2 


xe 


y/l-e- x2 

中，当 0 < |:r| < 1 时 e:= 


/二⑼ 


-l ； / ； (0) = l. 1006 . fL(x) = / ； (x) 


f ， 其 


1 ，当 1 < z < +oo 时 e = 1 ; 广 ( 干 1 ) = — 1 , /+(=Fl) 



1007 . 当 ： r # 干 1 时 / 二 (x) = / ； (x) = 2s = 2 ) ; /i (干 1)= 干 1 ， / 二(干 1 ) 二土 1. 1008 . 


当 x _ 2 时广 (x) = f+(x) = arctan 
§,/ ； (0) = (b) / 二⑴ =/ 二 ⑴= 


2 

1011- a 


_ x-2 

x — 2 

(C) /-(o) 


( 工 -2)。+ 1; /t( 2 )= 

=/;(0) = 0. 


干 §■ 


1009 . 1 . (a) 广 ⑼ = 

1010. a = 2 xq ； b = —Xq. 


/-(^o)；6 


f(xo) - xofL(xo). 


1012 . A 


fel+^2 

(b-a ) 2 


c 


afc2+bfej 

k\+k2 


1013 . 


a 


3m 


,6=-^. 1014 . (a) 能； （ b) 不能 . 1015 . (a) 不能； （ b) 不能 . 1016 .㈤ ， （ b), 

(c ) 函数 F(x ) 可能有导数 F f (x), 也可能没有 . 101 7 . x = kn (k = 0 , ± 1 , ± 2 , ■ • ■ 101 S- 
(a) 不能； （ b) 能 . 1019 _ (a) 不 一定； （ b) — 定 . 1020 . ⑷不一定 . 1021 • 不能得到 . 1022 . 
不能得到 . 1023 . — 般而言，不能 . 1024 . (a) P n = ^+”’+似 


(1 一工) 


Qn 

T n 


l+x — (n+l) 2 x n + ( 2 n 2 + 2 n—l)x 

(1-工) 3 


n 2 x n + 2 


(b) S n 


sin sin x 


sin 


n sin # sin - n J~ 1 cc—sin 2 


2 sin 2 f 


TlX 


nsinh ^ sinh(n+ sinh 2 


x 

2 


.L. cot 

2n 2 n 


COt X. 


1025 . Sn = 

1029 . 40 jt cm 2 /s. 1030 . 25 m 2 /s; 0.4 m/s. 1031 . 50 km/h. 


2 sinh 2 ^ 


1026 . Sn 


1032 .当 

0 < z < 2 时， S(x) = 4 ; 当 x > 2 时 S(x) = x 2 ~ 2 x-h 2 ; 当 0 < x 彡 2 时 S f (x) = % 当 a; > 2 时 
S f (x) = 2 x- 2 . 1033 . S(x) = ^■y/a ' 2 - 工 2 + 誓 arcsin 岑 ; S’(x) = y/a 2 — x 2 sgnx (0 < \x\ ^ 


a). 1034 . yi = 

—oc < y < +oo; x 


3(y 2 + i). 


1035 . y f x 


l 


y 


1 — x+y 


1 —e cos y ♦ 

;(c) -oo < y < +oo;Xy 


1036 . (a) —oo < y < +oo; Xy 


X 


X+l 


； (b) 


\/i+y 2 


](d) -1 <y <l;x 


y 


-y 


2 


1037 * (a) xi = -y/l + V 1 — V ( _oc < V ^ 1)；^2 


Vl - y/l-y (0 ^ y ^ 1) ； X3 


y/l- y /1 -y (0 < y < 1) ； X4 = Vl + VI - 2 / (-°° < y < l);d = 4 x( 1 !: x T) = 1 ， 2 , 3 , 4 ); 


(b) xi 



(0 ^ 2 / < l)]x 2 



i-y 


(0 ^ y < 1) ； X- 


X 


3 


2y 


T 




- ln(l + yjl - y) (-OC < y 彡 1); X2 


ln i±^ (0 < y 彡 l);x 

6 


2 (e 


e 


1 ， 2); (c) xi 


(i = 1 ， 2) 


-2x 


1038 . y f x 


3 

2 


(l + / ： ) ; - 3 ; - 暑和 -|;(- 4 , 4 ). 1039 . 





1040 


y ; x = -l (0 < x < 1 ). 1041 * y x 


b 


cott (0 < |<| < Jt). 1042 . y f x = 2 cothi (\t\ > 0 ) 


1043 . y ; x = -tant (t ^ k 为整数 ). 1044 . y f x = cot 2 kn, k 为整数 ). 1045 

y f x = tant _ tan (i + |) (t / ^ + fcji, i 7^ f + kn). 1046 . y f x = sgni (0 < \t\ < +oc). 1048 


y 


l—x—y . 5 • _ 1 
x-y ， 2 ， 2 . 


1049 .[ 


1050 . 1051 . -/J. 1052 . 


1053 . _ 


1054 . (a) tan((^ +arctan^?); (b) — cot 夸 (p _ 0 , p _ 土警 ) ； （ c) tan (y? + arctan 告 ). 1055 


⑷ y 


+ l)\y 


^(x + 1 ); (b) y = 3 ,x = 2 ; (c) x = 3 , y 


a 


1056 - (a) 

IOji % 3 L 4. 


(| ， 2 |); (b) ( 0 , 2 ). 1058 . |;c| < f 和譬 < |a：| 彡 Jt. 1059 . max|yi - y f 

1060 . f. 1064 . (a) 2 arctan t^t ； (b) 1066 . 旧 • 1069 . ^r. 1071 ， 6 2 - 4 ac 


0. 


|a| 

1073 , a 


0, 


1077 . (a) 3 x - 2 y 


0 , 2 x + 3 y 


o ； (b) 


廳 . （ f) 3 + ( 吾 ) 2 = 

3 x-y-l = 0 ? x + 3 y-T = 0 . 1078 . (a) y = x，y = -x\ (b) 3 :r —y -4 = 0 ，:r + 3 y —3 = 0 ; (c) 

y = -x,y^x. 1079 . y- 2 a = (x-at Q ) cot ^ . 摆线的切线垂直于连接切点与滚动的圆的接触 


点所成的线段 • 1081. 3x+5y— 50 = 0, 5x—3y—10.8 = 0. 1082. x+2y—3 = 0, 2x—y—l = 0, 
1083. A/(l) = Ax 4- 3(Ax) 2 + (Ax) 3 ; d/(l) = A;r. (a) 5, 1; (b) 0.131, 0.1; (c) 0.010 
301 ， 0.01. 1084, Ax = 20At + 5(At) 2 3 dx = 20Ai; (a) 25m ， 20m; (b) 2.05m, 2m; (c) 

0.020005m, 0.02m. 1085, (x ^ 0). 1086. 1087 - (\x\ / W). 



答案 
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1088 - 1089 * dx (W < W). 1090. (a) (l-^x)e x dx; (b) a:sin:rd ； r ; (c) 

- 莩（岭 0); ⑷錶如 （;r > 0) ; ⑷ (f) (|x| < 1); (g) (|,|<1); 

⑻ ^ 2 _! (W 〉 i); W ^ f + kit, A: 为整数 !) . 1091. vwdu + uwdv + uvdw. 

1092. - dU ~ 3 UdtJ (v / 0). 1093. - 2 i^±vdv ( w 2 + v 2 > Q y lQQ4 vdu-udv /^2 + 幻 2 > 

(u^+v^) 2 u^+v 、 

0)- 1095. u d JXl^ V ( u2 + ” 2 > o). 1096. (a) 1 - 4cc 3 - 3a: 6 ; (b) ^ (cos x - ， ) ；（ c) 
-cotx (x ^ kn, k 为整 数 ) ； （ d) - tan 2 a: (x / f + /cjt, k 为整 数 ) ； （ e) —1 (|x| < 1). 工 1097. 

(a) 精确解：增加了 105.2 cm 2 , 近似解：增加了 104.7 cm 2 ; (b) 减少了 43.6 cm 2 , 1098 •增加 


0.022 3 m. 1099. 1.007 ( 査 表： 1.006 6). 1100. 0.484 9 ( 查 表： 0.484 8). 1101. —0.874 7 


( 查表： — 0.874 6). 


1102. 0.810 4 = axc46°26 / (查表 arc46°24 / ) - 


1103. 1.043 ( 查 表 : 


1.041). 1104.1. (a) 2.25 ( 查 表： 2.24); (b) 5.833 ( 査表： 5.831); (c) 10.954 6 ( 査 表： 10.954 
5). H05. (a) 2.083 ( 查 表： 2.080); (b) 2.990 7 ( 查 表： 2.990 7); (c) 1.938 ( 查 表： 1.931); (d) 


1.995 4 ( 查 表： 1.995 3). 
Sg = 2S t ^ 1109. 0A3S. 


1106. 0.24 m 2 ; 4.2%. 

11 f i a:(3+2a: 2 ) ^ ^ 


- 114 . 

l+2rc 2 ) arcsin x /i i . -. \ 


1111 . 

(l+x 2 )t 

= 0，土1，__.). 


1107. Sr ^ 0.33%, 1108 - (a) S g = Si ； (b) 

t. — —r (\x\ < 1). 1113. 2e~ x2 (2x 2 ~l). 


1112 *^I (|3：I<1) - 1113 - 2e 

1115 - + 2arctanx. 1116* 


(l 一 


(1^1 < 1). 1117. (x > 0). 


-|sin(lnx) (x > 0). 1120, y(Q ) : 

uu ff —u ，2 VV n —V f2 ( 、 rA 1 4 rxn 

— ^ - ^ — (uv > 0). 1123. 

A 

u v (v$ 十 t/lnw) 2 + v ：uu，， u ^ u，2 + ^ 
8x s f m (x 2 ) + 12xf f (x 2 ). 1126. y n 


' > 0). 1118. f{x)f ， p ( - f，2 ^ (f(x) > 0). 

l ， 2 /\ 0 ) = 1 ， ?A0) = 0. 1121. 2{uu n +u ,2 ). 

y^+v 2 )(uu ff +vv /f ) + (u f v-uv f ) 2 / 一 2 、 A 、 m 


3x 
(1—x- 



1119. 

1122 . 


(u 2 +v 2 ) 


(u 2 ^v 2 > 0). 1124. y 


去 /' ( 士)， 


1127. y 


2x 


-hv^lnu . 1125. y f, = Ax 2 f n {x 2 ) + 2f{x 2 );y ,n = 


r(en+^f(en；y 


3x 


1128 . 


nen + Se 2x r(e x ) + e x f{e x ). 


古 [/"'(In a:) — 3/ 〃 (ln ； r) + 2 / 7 (Inx)]. 1129. y 


— —— 山 - 鬌， 、 , V 、 / v / J -一 一 • C/ 

/ 2 (咐 "(咖 )) + 〆 '(咖 '(W 视咖〃，(咖 )) + 3 V 0 r )， (诉〃 ((^(印 + ^ ㈤ /如 ㈤ ). 


1130. (a) e x dx 2 -, (b) e x (da^ 2 +d 2 x). 


1131 - (TT^, 


1132.2i^do; 2 (a:>0). 1133. 


xX [(1 + lnrr) 2 ~] dx 2 . 1134. u d 2 v-i~2dudv + vd 2 u. 1135. ^ d 2 u-ud 2 v)- 2 dv(vdu-udv) 

v3 

(u > 0). 1136. u rn ~ 2 v n ~ 2 {[m(m — l)v 2 du 2 + 2mnvu du dv + n(n — l)u 2 d-y 2 ] + uv(mv d 2 u + 

nud 2 v)}. 1137. a u \na(du 2 lna+ d 2 u). 1138. [(v 2 - u 2 ) du 2 - Auv du dv + (u 2 - v 2 ) dv 2 + 

(« 2 + v 2 )(ud 2 u + vd 2 v)](u 2 + v 2 )' 2 (u 2 +v 2 > 0). 1139. [~2uvdu 2 2(u 2 - v 2 ) dudv-\- 

2uvdv 2 + (u 2 + v 2 )(vd 2 u - ud 2 t?)](w 2 + v 2 )' 2 (u 2 + v 2 >0). 1140. y n = = 

印与 p (i / 1). 1141. y" = (t ^ kn, k 为整 数 ). 1142. 


4a sin 4 
~ 2t (2 sin t+cos t 

V^cos®7t+¥T" 


;y 


nt 


cos 


4a 2 sin? 


{t ^ 2kn, k 为整数 ). 


1143. y 


(t ^ f+/wx,A; = 0, 士 1， 土 2,…） • 1144. y 


e _♦ 

y/2 cos 3 (t+f ) ， ^ 


ftf 


7 7r {t) ; y 


(/"w # 


0). 1145. ^ = 合； 〆 '= 一絳； = - 心） 〆 ， 2 ；尤⑷ = W， 3 {yf + 
0). 1146. 1147. 1148. y' = = 

- 2 1149_ 〆 = 靜; y" = - [3(1 + y 2 ) 2 + 2^(1 - y 2 )]. 

1150. 〆 = ^ ； y ft = ^±^1. 1151. a = !f"(x 0 ) ; b = f(x 0 );c = /(x 0 ). 1152. 
20 - 10 亡， -10; 0, -10. 1153. v = sin 孥 t，w = -^cos^t. 1154. x - v 0 tcosa,y = 
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答案 


g'y = x tana 


vot sin a — v = \Jv\ — 2vogt sin a + g 2 t 2 ; w = 

1155, x 2 +y 2 = 25;5w 1156. y (6) =4 • 6!; y (7) =0. 1157. y 


4 i 2 
’ 2g ^ 9 
m am(m+l)(m+2) 

= 一 x Tn + 3 


2Vq cos2 a 




0). 1158. y 

即 17!!= 


(10) _ 17!! 


(x>0), 其中 n!! 表示不超过 n 具有相同奇偶性的正整数的乘积， 


2 10 x Q \/ r x 

1 . 3 . 5 ■ •. 17. 1159. (x + 1). 1160. y (100) = 2 ioo\7-l 3 ) 9 ^^ (x < 

1162. 2/( 10 ) = / 為，其中 

1163. y ⑻二 {x > 0). 1164. y (5) = 

N 1166, 


1161. y 



= 2 20 e 2x (x 2 + 20x + 95). 


10 • 9 … （11 一 i )， 而 A° l0 


i). 

^10 z 

274 

… 二 27 ^- 3 ^V 36 sin 3„-^(1-3_^ 2 1 ^8 cos 1167. y 

(l-3x) 3 (1 一 3x) 了 

( 100 ) = xsinhx + 100coshrr. 1169. y( 4 ) = —4e x cosx. 1170. 


學 In ;r (: r > 0). 1165. y( 50 ) 二 2 50 ( — a: 2 sin 2a: + 50x cos 2x + sin 2xJ . 


y 



= -2 s sin 2 怎一 2 18 sin 4x+ 


2 8 • 3 10 sin 6x. 


1168. y 


y 


( 6 ) 




180 


x 




+ + 32lnx ) cos2x. 1171- 120 dx 5 . 


1172. 


Qx \ 5 ^ dx 3 (x > 0), 1173. — 1 024(x cos 2x+5 sin 2x) dx 


10 


1174. e x [ lnx + 


4 


6 


X X 


7 


+ ^ — ^bigg) dx 4 . 1175. 8 sinxsinhxda: 6 . 1176. 2u d 10 u + 20 du d 9 u + 90 d 2 u d 8 ^ + 


d 4 u). 


240dWu + 420d 4 ud 6 u + 252( d 5 u) 2 , 

2 du^ 3 du d 2 u i d 3 ^ 

^3 - ^~~ +_ JT- 

3y n dx d 2 x + y f d 3 x; d 4 y = dx 4 + 6y ;// dx 2 d 2 x + 4y /f dx d 3 x + 3y N d 2 x 2 + y f d 4 x. 


117S. 


1177. e u ( du 4 + 6dti 2 d 2 u + 4dud 3 u + 3d 2 u 2 + 

;/, da: 3 + 


1179. d 2 y = y n dx 2 + y f d 2 x; d 3 y 


y 


1180. 


y 


n 


da: dy 
d 2 x d 2 y 


dx 


\y 


ttf 


dx dy 
d 3 ;r d 3 y 


— 3d 2 x 


dx dy 
d 2 x d 2 y 


dx 3 

(_l)n-l n!c n-l/ ad _ bc ) 


dx 5 


1187. P {n) (x) = _!. 1188 - 


(cx+d ) 71 ^ 1 


1189. n\ 




X 


(l- x )n + l 


1190. (-l) n n! 


x-2) n + l (x-l) n + 1 


1191. 


1.3—(2n- 七 ) 
(l-2a:) n+ 2 


(:r < *)• 


1192. (-l) n+1 .l _ t(3n—5)(3n+2x) ( n ^ 2 ； X / -1). 1193. 

, sn+ v } , / 


-2 n-1 cos(2o:+ 詈 ) _ 1194. 2 


n — 1 


1196’ 曼 cos (x + 专 ）+ cos (3ic + 号 ) • 


cos [(a + b)x + 专 • 

(a-b) n 


1198. 


3竹（1+工广 _ 3 

cos (2x + ^). 1195. ! sin (x + $)— 手 sin (3a: + ^). 

1197. cos [(a -啦 + 罘 ]— 

a_b ) n cos [(a — 6)；r + 专 ] + ^ a+ 2 b ^ n cos [(a + b)x + —]. 


2 


■ 

sin (a — b)x + ^ 

■ 



2 

(a+b) n 
2 ~ 


1199^ 


cos 

nn 

~ 


(2a~b)x 



(2o+br 

4 



na 


n—1 


cos (2a+6)a>f 


sin {ax+^f). 1203 - a 


sin [(a + b)x + . 1200. ^ cos (bx + — ( 2a : b ) 

1201. P- 1 cos (Ax+^f). 1202. a n x cos ^aa>f 

sin {ax + ^) — 2na n " 1 xcos {ax + 号 ）. 


nn 

~ 


n(n —1) 
'2 


1204. (-l) n e_ x [x 2 —2(n-l)x+(n-l)(n-2)]_ 1205, e x 全 +ELi ( 一 工 ) 


fc n(r^l)."(n—fc+4) 
^fc + 1 

(n-l)!6 n 


1206. • 2 2 cos {x + 〒)• 120T. e x ♦ 2 2 sin {x + 号 ) _ 1208. ( a ? 一 [(a + bx) n + 

-l) n - 1 (a-^) n ] (|x| < |f|). 1209. e a; > n P(:r) + Cb n — 卞 ^ 十 … + P (n) 0)]. 1210. 

^{[(x + n) — (—l) n (x — n)} cosh x + [(x + n) + (—l) n (x — n)] sinhx}. 1211. d n y = e x 


n23 ， n-l + ^(n-l)^n 


-2 


• •+n! 


dx n . 1212 




1214 


(a) (a 2 + & 2 )t 

(b) (a 2 + 6 2 )f 

中 


cos (rt(p — cosh ax cos (bx + — sin (rup 


nn 

了 


)sinh ax- sin (bx + 专 ) 


COS 


{rup 


nn 

~ 


a 

)cosh ax sin (6a: + 〒)+sin {jup — 专 ) - sinh ax cos (bx + 号) ] ，其 


COS W 


a 


y a 2 -(-fa 2 


sin 


b 


y/a^+b^ 


1215 . /㈨⑻ = 


答案 
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⑽ [(2p - 2 k)x+rf]. 1216. (a) ELo(~ 1 ) P+fc . C 2 fc p+ i sin [(2p-2k + l)x+^f}; 

(b) Zlll 2 n ' 2p+1 (P - k) n C k 2p cos [(2p - 2k)x + f ]; (c) {^^Dl C k 2p+1 

cos [(2p — 2k l)x + }. 1218. (-” 一 (I 1 )! - sin(yiarccot a;) (x ^ 0). 1219. (a) 


n![2^+(-l)-] ； (b) ( n> l). 1220 - (a) n(n-l)a- 2 ;(b) /( 2fc )(0) = 0 ， /( 2fc +D(0)= 

(-l) fc (2fc)! (fc = 0 ， l ， 2，-..) ; (c) / (2fc )(0) = 0 ， /( 2fc+1 )(0) = [1.3-i.(2/e-l)] 2 (A: = 0,1 ， 2,…） ■ 

1221. (a) / (2fc )(0) = (—l) fc m 2 (m 2 — 2 2 )...[m 2 _ (2k - 2)%f^ k ~ 1 \o) = 0; (b) / (2fc )(0)= 

0,/'0) = m,/ C2fe+1) (0) = (-l) fc m(m 2 - l 2 ) … [m 2 — (2/c - l) 2 ] (fc = 1 ， 2, … ） . 1222. 

(a) 严 )⑼ = - 2(2k - l)!(l + § + ■■■ + = 0 (k = 1,2 ,-..)； 

(b) /( 2fc )(0) 二 2 2k ~ 1 [(k - 1)!] 2 ， / (2 知 - 1} (0) = 0 (k = 1 ， 2,...). 1223. n\ip(a). 1228. 

厂 « 


Lm{x) = (-1 广， -m 2 ^- 1 + 1 2 - 1 ) 2 ，一 2 + … + ( 一 irm ! 1231 Hm(x)= 


(2x) m - 


(m-l) 

1! 


㈣ 


m — 2 


+ 


m(m—l)(m—2)(m—3) 

2! 


( 2x ) 


m—4 


1236. 当 x = 0 时， 有限导 


数 f(x) 不存在 • 1244 - A (- 1 ， -1) ， C(1 ， 1), 1245 - 不 正确， 1246.1- (a) 0 


W^) 2 —I (^Q,Ax>0); (c ” 


h (b) 


X 


Ax 


e 


Ax 


In 


Ax 



1 + 


Ax 

X 


(x(x + Ax) > 0); (d) 


Ax 


1248. 或 1250. 一般说来，不 . 1261. f(x) = co + ax + 


#99 


+ C n -l3： n —\ 其中 Ci(i 


2 

0，1， 


n-1) 为常数 . 


1268. 当一 oo < x < § 时函数递增 


当 I < a: < +oo 时递减 • 1269. 当 -oo < $ < -1 时函数 递减； 当 -1 < a: < 1 时递 
增； 当 1 < rr < +oo 时 递减 . 1270. 当一 oo < x < -1 时函数 递减； 当 _1 < :r < 1 时递 
增； 当 1 < x < +oc 时递减 . 1271. 当 0 < a: < 100 时函数 递增； 当 100 < x < +oo 时 


递减 .I 272 . 函数递增 . in 在区间 ( 警，警 + f) 上函数 递增； 在区间（譬 + | ，营 + |)上 
递减 （ A: = 0, 士 1 ，士 V..). 1274. 在区间 ( 点 ，忐 ) 和 (- 点， — 点 ) 上函数 递增； 在 

区间 dpi) 和 _ 2fc+i) 上递减 （& = 0,1,2,… ） ‘ 1275• 当 -oo < ^ < 0 时 
函数递减；当 0 < 尤 < 占时递增； 当占 < o; < +oc 时递减 . 1276. 当 0 < ;c < n 时 
函数递增；当 n < z < +oo 时 递减 . 127T. 当 -oo<:c<— 1 和 0<;r<l 时 递减； 当 
_l<o;<0 和 l<a;<+oo 时 递增 . 1278. 在区间 ^ e -it +2fcn ,eW+ 2fc ^ 上函数 递增； 在区 

间 ( e _W + 2fc ' e 错上递减 (k = 0,±l,±2,---). 1283. 不 一定， 1298. 曲线在 点乂处 


凸，在点 B 处凹，点 C 是 拐点 . 1 29 9. 当 -oo < z < 1 时图 像凸； 在 1 < ；r < +oo 时图 像凹 ; 
(1 ， 2 ) 是拐点 . 1300. 当 W 〈含时凹； 当 W > 为时凸； (±^,|a) 是拐点 . 1 加 1 •当 
^ < 0 时凹； 当： c > 0 时凸； (0,0) 是拐点 .1302. 凸 . 1303. 当 2fcjt < a; < (2fc+l)jt 时凹； 当 
(2k -h l)n < x < (2k + 2 )jt 时凸； (kjt,kjt) 是拐点 （fc = 0, 士 1 ， ±2, …）. 1304 •当 |;r| < ^ 




I 丄 一丄 

土忐 A 2 


( 士 l ， ln 2 ) 是拐点 • 


e 


誓 ㈣ 


^ / 是拐点， 1305, 当 M < 1 时凸； 当 M > 1 时凹 ; 

1306 .当 e 2kn -^ < x < e 2k7l+ ^ 时凸； 当 e 2fclt+ i < x < e 2 ㈣ +f 时凹 ; 
是拐点 （ A; = 0, 士 1 ，土 2, …） ♦ 1307. 当 0 < x < +oo 时凸 . 1309. = 



1310. 凹 (a > 0). 


1318. f. 


1319. 1. 


1320. 2. 1321. -2. 1322. 1323, 


1324. 1325. I 1326 - ^ 1327 •: L 1328 , 贫 1329. |lna. 1330- -2. 

1331. 1. 1332. (f) 2 , 1333. 1334. |. 1335. 1. 1336 - 0. 1337. 0_ 1338 - 0. 


1339. 0. 1340. 0. 1341. 0. 1342. 1. 1343. L 1344.-1. 1345. e k . 1346. e— 1 . 

1347. ei. 1348. e 乂 1349, 1. 1350. 1. 1351, 1. 1352. k 为整 
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答案 


数 ). 1353. e4( ln2a _ ln2b ). 1354.|. 1355. 1356.0. 1357. 1358. a a (lna-l). 

1359. -f. 1360 • 士 . 1361. e~S. 1362. 1. 1363. (a) e 長； （ b) e~i; (c) e^; (d) e~i; (f) 

e~i. 1364. e~i. 1365. e~S. 1366. e -1 . 1367. 1368. (a) x/e; (b) 0. 1369. 

- 1370. a. 1371. tana. 1373.2. /'(0)= - 長 . 1373.3. + 1374. (a) 

洛必达法则不适用，极限为 0; (b) 洛必达法则不适用，极限为 1; (c ) 形式地应用洛必达法则得 
到错误结果（等于 0), 极限不 存在； （ d) 不能应用洛必达法则，否则得到错误结果 1 极限不存在 . 
1375. 1376. 5-13(;r + l) + ll(a: + l) 2 -2(；r + l) 3 . 1377. l + 2x-h2x 2 - 2x 4 + o(x 4 ); -48. 

1378. l+60x+1950x 2 +o(a: 2 ). 1379. a+ mQ ^_i - 2 ^~ 2 ^-i +o(x 2 ). 1380. ^x 2 +x 3 +o(x 3 ). 

1381. l + 2x-hx 2 - §x 3 ~ fa: 4 — + o(x 5 ). 1382. 1 - f + - ^ + o(x 4 ). 1383. 

x — ^8 — 3 X 2 4 Q + o(x 13 ). 1384. 一专 —yq" — + o(x 6 ). 1385. a: — + o(x 3 ). 1386. 

x + 誓 + 菩 +o(x 5 ). 1387. - 2§^5 + o(x 6 ). 1388. 1 + \{x - 1) - ^(x - l) 2 + 

o((rr- l) 2 ). 1389. ( 工 一 1) + (x — l) 2 + |( 工 -l) 3 + o((x - l) 3 ). 1390. y = a+^ + o(x 2 ). 

1391 • 忐 — + 1392. lnx+ I - ■ • + (-l) n_1 ^ r +o(/i Tl ). 1394_ (a ) 小 

于 (^ryr ； (b) 不超过 3 ^; (c) 小于 2.10— 6 ; (d) 小 于忐 . 1395.1. | 尤 | < 0.222 = arcl2 o 30'. 
1396. (a) 3.107 2; (b) 3.017 1; (c) 1.996 1; (d) 1.648 72; (e) 0.309 017; (f) 0.182 321; 

(g) 0.674 74 = arc38 0 39’35 〃；（ h) 0.466 76 = arc26°44 / 37 // ; (i) 1.121 17. 1397. (a) 2.718 

281 828; (b) 0.017 452 41; (c) 0.987 69; (d) 2.236 1; (e) 1.041 39. 1398. - 吾 . 1399. 

1400. 1401. [ 1402. 1403. In 2 a. 1404. 1405. 0. 1406. (a) (b) 

(c) (d) 1407. 1408. x 2 . 1409. f. 1410.1. a = |;b = 1410.2. 

^ — —= ~I 5 - 1410.3. A = B = 長 ， C = —\tD = 1411. (a) 蓋 ; （ b) |x; (c) 

盖； （ d) 孕 . 1412. a = §;/? = 1413. 其中 a 为弧所对圆心角的一半 . Wl 4 •当 

x=\ 时极大值 y = 2\. 1415. 没有极值 . 1416. 当 a; = 1 时有极小值 y - 0. 1417 .在 
a; = 0 处，当 m 为偶数时有极小值 2/ = 0, 当 m 为奇数时在 x = 0 处没有极值 ; 在 ： c = 处有 
极大值 2/ = ( 二 :) n : + , ；在 : c = 1 处，当 n 为偶数时有极小值 2/ = 0, 当 n 为奇数时在 z = 1 处没 
有极值 . 1418. 在 a: = 0 处有极小值 ?/ = 2. 1419. 在 z = -1 处有极小值 y = 0; 在 a: = 9 处 

有极大值 y = 10 10 e -9 « 1 234 000. 1420. 当 n 为奇数时，在 a: = 0 处有极大值 y = 1; 当 n 为 

偶数时 , 在 z = 0 处没有极值 . 1421. 在 z = 0 处有极小值 ?/ = 0. 1422. 在 ; r = |处有极大 
值 y = I 於 w 0.529; 在 ; c = 1 处有极小值 y = 0; 在 a: = 0 处没有极值 .1423. 当 ip(xo) > 0, 
n 为偶数时，有极小值 f(x 0 ) = 0, 当 v?Or 0 ) < 0, n 为偶数时，有极大值 f{x 0 ) = 0; n 为奇数时 
f(x 0 ) 不是极值 . 1425. 不能 .1427. ⑷极小值 /(0) = 0; (b) 极小值 /⑼= 0. 1428 .极 
小值 /⑼= 0. 1429. 在 ; c = 1 处有极大值 ^/ = 0; 在 z = 3 处有极小值 y = -4. 1430. 
在 x = 0 处有极小值 2/ = 0; 在 rr = 士 1 处有极大值 y = 1. 1431. 在 rc = ^ 0.23 处有 

极小值 y « -0.76; 在 ； r = 1 处有极大值 y = 0; 在尤 =« 1.43 处有极小值 y a -0.05; 
在 a: = 2 处没有极值 . 1432. ^ x — —1 处有极大值 y = -2; 在 a; = 1 处有极小值 y = 2. 
1433. 在 a: = -1 处有极小值 ？/ = -1; 在 ; r = 1 处有极大值 y = 1. 1434. 在 z f 处有极 
小值 y =― 各 . 1435. 在 : c = 0 和 ; c = 2 处有边界极小值 y = 0; 在 ; r = 1 处有极大值 y = I- 
1436. 在 a: = | 处有极小值 y = -0.46; 在 : c = 1 处没有极值 . 1437. 在 ; r = 1 处 

有极大值 y = e~ 1 ^ 0.368. 1438. 在 z = +0 处有边界极大值 y = 0; 在 a = e _2 。 0.135 处 

有极小值 -0.736. 1439. 在 z = 1 处有极小值 y = 0; 在 z = e 2 s 7.389 处有极 


答案 
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大值 y =去以 0.541. 1440. 在 ; r = /ck ( A : = 0, 土1, 土2,…）处有极大值 y = (― l) fc + |;在 
x = 士一 +2 fc:t (fc = 0, 士1，±2,… ） 处有极小值 2 / = —長. 1441. 在 ; r = fcjt (/c = 0, 士1，土2,…） 
处有极大值 y = 10;在 a ; = Jt (fc + |) (fc = 0, 士1，士2, ■ ■ .) 处有极小值 y = 5. 1442. 在 ; r = 1 
处有极大值 y = f - | ln 2 ^ 0.439. 1443. 在 x = -f + 2 jtA : (fc = 0, 土1，土 2, …）处有极 

小值 y = _^ e - f +2^ ; 在工=譬+ 2 fcji (fc = 0, 士1, 土2,…）处有极大值 y =誓 e f +加. 
1444. 在 a ; = — 1处有极大值 y 二 e _2 0.135; 在 ; r = 0处有极小值 y — 0 (角点)；在 
x = 1 处有极大值 y = 1. 1445. |;32. 1446. 2; 66. 1447. 0; 132. 1448. 2; 100.01. 
1449. 1; 3. 1450. 0; ^ ^ 36.8. 1451. 0; 1. 1452. 0; ^(1 + y /2) ^ 1.2. 1453. 

— ^e~^ « —0.067; 1. 1454.1. m(x) = ——oo < x < —3;m(x)= 吾含 , -3 < x ^ 

—1; m(x) = 0, —1 < x < +oo; M{x) = —oo < x ^ 1; M(x) = , 1 < a: < +oo. 1455. 

(a) ^ « 1.77-10 7 ; (b) ^ 0 ； (c) ^3^1.44. 1457. ^±|^«4.85. 1458. q=-^. 1459. 

盖 . 1460. g(x) — (xi 4 - X 2 )x - d + 62 : 1 X 2 )； △ = *( 尤 1 — X 2 ) 2 . 1461. |. 1462. 

一 个根： (3,+oo). 1463. 当 h > 27 时有一个根 ： -oo < 们 < -1; 当 -5 < h < 27 时有三 

个根 ： -oo < Xi < -1,-1 < X 2 < 3,3 < Xs < + 00 ; 当 /i < —5 时有一个根： 3 < x 3 < + 00 . 
1464. 两个根 ： —oo < n < — 1 和 -1 〈 : C 2 < + 00 . 1465• 当 -oo < a < -4 时有一个根 : 

— oo < < — 1 ; 当 —4 < a < 4 时有三个根 ： —oo < xi < — 1 , —1 < X 2 < 1， 1 < $3 < +oc ; 当 

4 < a < + 00 时有一个根 ： 1 < ;ri < + 00 . 1466 • 当 —oo < k < 0 时有一 ■ 个根： 0 < :ri < 1; 

当 ◦ < fc < I 时有两 个根； OCnC 去和是 〈 : r 2 <+oo; 当时没有根 .1467, 
当 a < 0 时没有根；当 0 < a < $ 时有一个根 ： -oo <xi< 0 ; 当誓 <a< + 00 时有 
三个根 ： —oo < xi < 0,0 < a ：2 < 2 和 2 < < +oo. 1468 .在 |a| < 时有两个 

根； 当 | a | > 藥时没有根 .1469. 当 |fc| > sinh^ ^ 1.50 时有两个根： 0 < | ； n| < f 和 
C < \ x 2 \ < + 00 , 其中 《 m 1.2 是方程 cothx = x 的正根；当 |fc| < sinh^ 时没有根 . 1470. 
⑷ g + $ > 0 ; (b) 畜 + 导 < ◦. 1471.® 关于坐标原点对称 . 函数的零点： ； r 二 0 和 

x = ±y/3 ^ ±1.73. 在 a: = — 1 处有极小值 y = —2; 在 ; r = 1 时有极大值 y — 2. 拐点 : 
x = 0, y = 0. 1472. 关于 Oy 轴 对称 . 零点 ； r = ±-\/l + \/3 ^ 士 1.65 . 在 x = 0 处有极小 
值 y = 1; 在 x 二士 1 时有极大值 y = 1 古 . 拐点 ： x = ^ 土 0. 58 ，y = 1 壺 . 1473 . 关于 

点 A{1,2) 对称 . 零点 ： ;r = -l 和 z = 在 x = 2 处有极小值 y = 0 ; 在 : c = 0 处有极大值 
y = 4. 拐点： x 二 l,y = 2. 1474. 关于 Oy 轴 对称 . 函数的零点：尤 = 士 a 士 1.41 .在 

x = 0 处有极大值 y 二 2 ; 在 : c = ±\/2 + V5 ^ 士 2.06 处有极小值 y = 1 - ^ ^ - 0 . 12 . 拐点 : 
xi , 2 = 士 0_77 ，讥 , 2 = 1.04; a ： 3, 4 ^ ±2.67, y 3 , 4 ^ —0.010 . 渐近线 y = 0. 1475. 间 断点 ： x = 2 
和 x 二 3 . 零点 : x = ± 1 . 在 z 。 0.42 时有极小值 y = -( 10 - V96) ^ - 0 . 20 ; 在 

工 =?±^24 ^ 2.38 处有极大值 y = —(10 + \/96) ^ -19.80. 拐点 ： x s —0.58, y e -0.07 . 渐近 
线 ：: c = 2,z = 3 和 y = 1. 1476. 间 断点： X! = -1 x 2 = 1. 函数的零点 x = Q . 没有极值 
点 . 拐点：工 s —0.22, y ^ —0.19. 渐近线 ： x = — 1, x — 1 和 y = 0. 1477. 函数的零点 x = 0. 
间断点 z = —1. 在 ; r = 0 处有极小值 y = 0; 在 x = — 4 处有极大值 y = — 9||. 没有拐点.渐 
近线 ： x = -l 和 y = ;r-3. 1478. 在 z = -1 处有极小值 y = 0] 拐点 x 二 -4，y = :. 渐 

近线 ： z = 1 和 y = 1. 1479 . 在 x =- 牡 ^ w -3.56 处有极大值 y = - 34 ^+ 142 ^ -8.82 
和在 : r = 0 处有极大值 y = 0; 在 z « 0.56 处有极小值 y = 34 ^ 142 « -0.06 . 拐点 

①对于作图的题目，并非都给出完整答案. 


■ 350 ■ 


答案 


x =hy^~h- 渐近线 z = -l 和 P = X_3. 1480. 关于坐标原点 对称 . 没有极 值点； 拐点 
x = 0,y = 0. 渐近线尤 = -l,a: = 1 和 y = 0. 1481. 在 z = 5 处有极小值 y = 13^; 拐点 : 

x = -l f y = 0. 渐 近线： x = 1 和 2 / = 尤 + 5. 1482. 在 x = 2 处有极小值 2 / = 2 誉； 在 a ： 义 -2.4 
处有极大值 y a -3.2; 拐点 x = 0,y = S. 渐近线 ： t = -1 和 y = ； r. 1483 ,关于 Oy 轴对 

称 . 函数的零点： z « ±0.79. 没有极 值点 . 拐点： z ±0.71 )2 /- -2|. 渐 近线 : 

z = -1 ，工 = 0, 工二 1 和 2 / = 0. 1484. 定 义域： Q^x< +oo. 零点： a: = 0 和 a; = 3. 在 ; r = l 


处有极小值 y = -2; 在 z = 0 处有边界极大值 y 二 0. 凸 .1485.㈤ 定义域： |:r| 彡 2v^ e 2.83. 
关于坐标原点和坐标轴对称 . 零点： a ； = 0 和 a: = ± 2 ^ 2 . 在 ; r = ± 2 处有极大值 |y| = 4 ;在 


x = 0 处有极小值 |y| = 0 ;在 


X = 


x = 2 . 在 a: = —0.5 处有极小值 y = 〜 s/l 


士 2^ 处有边界极小值 ly| = a 没有拐点 . （ b) 函数零点 


和 0：2 


V41 

8 


- -1.18; yi % 


2.06 


1.46. 渐近线：在 ： c —> —oo 时 y = — 1 和在 ; r —> +oo 时 y = 1, 


1486. 定乂域：和 3< 怎 < +oo. 零点 ：： c = l，x = 2 和 ；r = 3. 在 ; r = — ^ 1.42 
处有极大值 y= 0.62; 在 : c = 1 ， 2 , 3 处有边界极小值 |y | = 0. 1487. 在 : r = 1 处有 

极小值 y = 0 ; 在 a; = -* 处有极大值 y s L06 ; 拐点 x=-l,y = 0. 渐近线 y = x~\. 

I 488 . 关于 Oy 轴对称 • 在 : c = 0 处有极小值 y = - 1 ■ 凹 . 渐近线 y = 0. 1489 . 关于坐标原 
点对称 . 函数的零点 ： x = 0 . 在 : c = - 2 处有极小值 y = -^16 ^ -2.52; 在 ; r = 2 处有极大值 

V = ^16 -拐点： x = 0,y = 0. 渐近线 y^O. 1490. 关于 Oy 轴对称. ft x = ±l 处有极小值 

2/ = ^^1.59; 在 o ; = 0 处有极大值 y = 2 .凹. 1491. 关于坐标原点对称.间断点 z = 士 1. 
函数零点 3 ： = 0. 在; r = 处有极小值 y = ^ ^ 1.38; 在 z = - V 3 处有极大值 y = 一兔 . 
拐点= 0，讥 = 0和 a ：2,3 = ±3, ?/2,3 = 士 1§. 1492. 函数定义域： |x| 彡 1 . 关干 Oy 轴对 

称- 在$ = 士1处有边界极小值 y = 0■凹.渐 近线： 当 ： c — + oo 时& = . 和当 z — —oo 时 

V = ~f- 1493 . 函数的定义域： x > 0. 在 a: = § 处有极小值 y = fv^ a 2.60 ■ 凸.渐近 

线 y = :r+| 和 a: = 0. 1494. 定 义域： x 彡 0 和 x < -3. 函数的零点 a ； = ~ 4 .30. 

在 r = - 4 处有极小值 ^/ = 13; 在 r = 0 处有边界极大值 y = 1 . 凸 . 渐近线在 $ -> -oo 时 
2 / = 暑 - 2a ;; 在 a; — +oo 时 y = 在 z — -3 - ◦ 时 ; r = -3. 1495. 在 ; r = 0 处有极 


个值 2/ = 0; 在 ; r = — 2 处有极大值 y = -^4^ -1.59. 拐点 ■•工 i = -(2-^/3) ^ -0.27, y x = 

^ 0.46; 奶 = -(2 + V3)^ -3.73, y 2 = - ^ -1.72. 渐近线 a; = - 1 . 1496. 

仏〒 Oy 轴对称 . 函数值为正 . 在 ; C = 0 处有极大值 y = ^/3 ^ 1.73; 在工 = 士 1 处有极小值 


V2 


〜 工•吒 t ] 


^ . ▲，办 -一 f 〜 

1497. 函数的周期： T 1 = 2jt; 基本区域 0 < x < 2?t. 函数的零点 ： n = jc+ arcsin ^ __ 

和 ; C 2 = 2 ；t _ arcsin ^ 1.79k. 在 ; r = f 处有极小值 y = 1 和 a := 譬处有极小值 y = _ 1 ; 




在工和尤=：訾处有极大值 y = l|. 拐点： a；i = arcsin 1 十 ^ 0.32n, yi = ^ 

1.13; 奶 = jx - arcsin e 0.68jr ， y 2 = - 19 十 3 3 严 ; x 3 = jt + arcsin ^ 1.20jr,y 3 = 

~~ 32 ^ ^ 0.055; x 4 = 2jt- arcsin ④ e 1.80;r ， 扒 = 19- 3 3 /^ . 1498. 函数的周期 ： 2jt; 基本 


区域 -Jt < x Or. 关于坐标原点对称 . 零点 : xi = 0 和 a ： 2,3 = 士在 x = — arccos ^ % —0.42 jt 
处有极小值 2 / = ~^\/TE —7.3; 在 ; r = arccos \ ^ 0.42jt 处有极大值 y = % 7.3. 拐点 : 

= 0 ，扪=°； ^2,3 = 土 arccos (―|) a ±0.84 tt, y 2 , 3 = 土 % ±2.54; x 4 , 5 = 土 兀 , 糾 , 5 = 0, 
1499. 函数的 周期 ： T = 2$基本区域 ： -jt 彡 $ 《 jt . 关于坐标原点对称 . 零点： 2 , 1 = 0 
和 X 2,3 = 士； n :. 在 ； r =—孕和 X = -f 处有极小值 y = -|\/2 ps -0.94, 在 a ; = ! 
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处有极小值 y = 在 ： c = - f 处有极大值 y = -|， 在和 ： c = f 处有极大值 

y — |\/2. 拐 点 ：; ri = 0,?/1 = 0; x 2 ,3 = 土 arcsin ~ 土 0.37 冗，取 3 = 土吾 a/55 。 士 0.81; 以 ，5 = 

=b (jt - arcsin ^ 土 0.6371 ，从 5 = 士嘉 \/55; X 6 ,7 = ± Jt , 2/6,7 = 0. 1500. 函数的 周期： 

T = 2 jt ; 基本区域 [- JT ; JT ]. 关于 Oy 轴对称.函数的零点： n ， 2 二土 arccos ^ 士0.62冗■在 

: r = 0处有极小值 y = |;在 : r = 士：1 处有极小值 y = —1|; 在 :c = 土|处有极大值2/ = |_拐点: 
xi, 2 = 士 arccos ^ ±0.18 jt , 2 / 1,2 ~ 0.63; X 3,4 = ± arccos ~ ±0.70: t , 2 / 3,4 ~ —0.44. 

1501. 函数的 周期： T = f ; 基本区域关于 O ?/ 轴对称.函数值为正.在 : r = 0处有极 
大值 y = 1;在 a ; 二士 f 处有极小值 y - §. 拐点：= 土 f ， 妒, 2 = |. 1502. 函数的 周期: 
T = k - 基本区域关于 Oy 轴对称.函数的 零点 ： a =0和心， 3 = 土|.在 z = 0 处有极 
小值 y = 0和 a : = 士 f 处有极小值 y = -1; 在 ; r = ± arccos \ ^ 土 0.21 jt 处有极大值 y 二吾■拐 
点： xi , 2 = arccos 1 十 ^ 士 O . IIjt , yi，2 & 0.29; x 3 ,4 = arccos = ±0.36 jt , ?/3,4 ~ 

-0.24. 1503. 函数的周期:了 = ji ; 基本区域0 < x ^ n . 间 断点』 =字.零点 :; ri = 0, x 2 = Jt . 
没有极值点.函数是递增的. 拐点 ： z = f,y = #. 渐近线 x = f . 1504. ( a ) 函数的 周期: 
T -2 jt ; 基本区域关于 Oy 轴对称.函数的零 点:: n ， 2 =± f . 在 ; r = 0处有极小值 y = 1; 
在 x = zhJt 处有极大值 y = —1. 拐点：； Cl ，2二士号; yi ,2 = 0. 渐近线 ：： c = 士牙和 ; r = 士警； （ b ) 函 
数的周期 ： T = 2 jt , 基本 区域 ： -Jt ^ x ^ Jt . 奇函数.在 I = _ f 处有极小值 y =~^§^ -0.58; 
在 a : = 譬处有极大值 V = ^ ^ 0.58. 拐点 XI = Q,m = 0; x 2 ,3 = 2 / 2,3 = 0. 1505. 

对称中心 ( kn ,2 kJt ). 函数的零点 ： A = 0和; C2,3 w 土 0.37 jt , … . 在 x 二 J + / eJt 处有极大值 
y = | - 1 + 2 kji ; 在 re = - (f + fcjt ) 处有极小值 y = - (f - 1 + 2/ cji ). 拐点 ： x = kit,y = 2/ cjt . 
渐近线 ： a ： = ^-k ( k 为整数). 1506. 关于直线 : r = 1 对称.函数值为正.在 : r = 1处有极 
大值 y = e . 拐点； 叫 2 = 1 士訾， 1.65. 渐近线 y = 0. 1507 •关于0以轴对称.函 

数值为正.在 a ; = 0处有极大值 y = l . 拐点： 心, 2 = ±^/§ ^ ±1.22,1/1, 2 = | e-f ^ 0.56 ■渐 
近线 y = 0. 1508. 函数值为正.在 rr = 0处有极小值 y = 1.凸.渐 近线： 在 r — + oo 时 
y = x . 1509. ( a ) 函数值非负；零点 x = 0. 在 ; c = 0处有极小值 ?/ = 0;在 o ; = 誉处有极大值 

y = ^ 0.39. 拐点 ：; ri = 2 ~ 3 — -0.15, yi ^ 0.34 和; T2 = ~ 1.48, 2/2 ~ 0_30.渐 

近线：当 : r — + 00 是 y = 0. ( b ) 函数值非负.在 a : = /cjt (fc = 0, 土1, 土2,…）处有极小值 y = 0; 
在 o : = 5 + h 处有极大值 y = ^ e -( 2 k + i >. 拐点：叫= (- l ) k ^ + k 7 i , y k = \ e - l 2 k + i { ~ 1)k ]\ 
1510. 函数在 x > -1 时是正的， 在 ; r < -1 时是负的. 在 ; r = 0处有极小值 y = 1. 当 z > -1 
时凸和当 x < -1 时凹. 1511. 关于 Oy 轴对称.函数值 非负； 零点 : r = 0. 在; c 二0处有极 
小值 y - 0 (角点).凹. 1512. 函数的定 义域 ： z > 0. 函数的零点工= 1. 在 ; r = e 2 = 7.39 
处有极大值 y = I ^ 0.74. 拐点 ： x = ei ^ 14.33, y =營 e _ 會％ 0.70. 渐近线：当 a : — +0时 
x = 0 和当 a : -> + oo 时 2 / = 0. 1513. 关于坐标原点对称.零点^ = 0. 没有极值点；函数 
是递增的.拐点 ： x = 0 ,y = 0. 1514. 关于坐标原点对称.函数的零点 x = 0 . 函数是递增 
的.在 I > 0时是凸的和在 x <0 时是 凹的； 0(0,0) 是拐点. 1515. 函数的定义域： |； r | < 1. 
关于坐标原点对称.函数是单调递增的.在 : r > 0时凸和在 x <0 时凹；拐点 ： x = 0 ,y = 0. 
渐近线 ： x = ±1. 1516. 关于坐标原点对称.函数的零点 ： x = 0. 没有极值点；函数是递增 
的.拐点 ： x = 0 ,y = 0. 渐近线：在 z ^ - oo 时 y = cc - f 和在 a : — + oo 时 y =工+ f . 
1517. 函数的零点 a : « —5.95. 在 a : = 1处有极小值 y = \ ^ ^ 1.285; 在 x = — 1处有极 

大值 y = — | ~ ^ 1.856. 在 : r > ◦ 时凸和在 : c < 0时凹；拐点 ： x = 0 ,y = f . 渐近线：在 
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x — > —oo 时 2 / = 号+ Jt 和在 Z — > +00 时 y = I. 1518. 关于 Oy 轴 对称. 函数值非负；零点 
x = 在 x = 0 处有极小值 y = 0.凸.渐近线 ：当 ； C — -00 时 y = — 1和在 : T — + OC 时 

y = fx-1. 1519. 关于坐标原点对称.函数的零点 x = 0. 在; r = -1 处有极小值 y = — f (角 
点)； 在 z = 1 处有极大值 y = § (角点). 拐点 : x = 0 ,y = 0. 渐近线 y = 0. 1520. 关于 Oy 轴 

对称.函数值 非负； 零点 rr = 0.在 o ; = 0处有极小值 y = 0 (角点).凹.渐近线 y = n . 1521. 
函数的间断点 x 0. 函数的零点 ； r = -2. 在 x = 2 处有极小值 y = 4 v ^ & 6.59; 在 x = — 1 
处有极大值 y = I ^ 0.37. 拐点 ： x =-暑 ， y = • a 0.13. 渐近线 ： : r = 0 和 y = z + 3. 

1522. 函数的定义域 | o :| 彡 1. 关于 Oy 轴对称.在 z = 士1处有边界极大值 y = 2^ ^ 2.67. 
凸.渐近线 y = 1. 1523. 函数的定义域 x < 1和 ： r >2. 与坐标轴的交点为 （0， ln 2 ) 和(|,0). 
在 z = Lz^m - -0.72 处有极大值 y s 1.12. 渐近线: e =1 ,:c = 2 和 y = 0. 1524. 函数的 

定义域 M 彡 a . 函数与坐标轴的 交点： （0，- a ) 和 (0.67 a , 0) (近似的!) . 函数是单调递增的.在 
x = — a 处有边界极小值 y = - fa 和在 z = a 处有边界极大值 y = | a . 凸. I 525 . 函数的定 
义域： 和;在 a : = 0 处有边界极小值 y = 0;在 x = | 处有边界极大值 y = Jt . 在 
x < 0时是凹的和在 x ^ | 时是凸的.渐近线 y =%. 1526. 定 义域 ： x > 0. 函数值为正.在 

x - ^ 0.368 处有极小值 y - « 0.692; 在 : r = +0处有边界极大值 y = 1.凸. 1527. 

函数的定义域 ： x > 0. 在 a : = +0处有边界极小值2/ = 0;在 ; r = e 处有极大值 y = ei ^ 1.44. 
渐近线 y 二 1. 1528. 定义域： a : > - l,x ^ 0. 函数值为正.可去间断点 ： x = 0. 没有极值点; 
函数是递减的.凸.渐近线 ： z = -1 和 y 二 1. 1529. 函数在 x > 0时是单调的.在 : c = +0 
处有边界极小值 y 二 0. 渐近线 y - e (^- i ). 1530. 函数值为正的 .关于 Oy 轴对称.间断 
点： cc 二土 1. 在 a : = 0处有极小值 y = e ; 在 x = i -\/3 处有极大值 y = e 0.15. 有4个拐 
点.渐近线：在 a :—*- 1 + 0时 :c = —1, 在 a ;—>1 — 0时 x = 1 和当 re — ■ oo 时 y = 0. 1531. 
函数 a ： 和 y 都是非负的；在 i = 一1 时 a; min = 0;在 i = 1时 y min = 0. 在 t > -1 时凸和 
在 t < -1 时凹. 1532. 与坐标轴的 交点 ： i = 0时 （0,0 )，i = 士0时（土 20 — 3,0)和 i = 2 
时（0, -2); 在 t = 1 时: r max = 1 和 y m 抓= 2 (尖 点)； 在 t = -1 时 y m in = -2. 当 t < 1 时 
凸和当 f > 1时凹. 1533. 与坐标轴的 交点 ： t = 0时 （0,0); 在 f = 0时工 max = 0,在 t = 2 
时 ^ min = 4; y 在 i 增长时是减少的.在 i « -0.32 时有拐点 (-0.08,0.3) (近似 的). 渐近线: 
y = = 和？/二 f — I . 1534 .与 Oy 轴的 交点： 在 f = 0时（0，1);与 Or 轴的交 点:在 

t — >■ OO 时 （ -1, 0). 边界极值：在 t = 0时 iCmin = 0和 2 /max = 1;在亡 ~ >■ OO 时 3 ^max — _ 1 和 
ymin = 0. 没有拐点.渐近线 y=\. 在 | i | > 1时凸，在 | i | < 1时凹. 1535. 函数： r 和？/都 
是 正的； 在 f = 0时: c min = 1和= 1 (尖点).在 f < 0 时凸； 在 t > 0时凹.渐近线在 
t — + oo 时 y = 2工_ 1536. 基本 区域： [0,7 t ]. 与坐标轴的 交点： 在 f = f 时（号， 0); 在 t = f 时 
(0，— 为)； 在 t = f 时 （- a ，0); 在 f = f 时 (0, 含)； 在 i = f 时 （ f ，0). 极 值:在 i = 0 时 

X max = a 和 2/max = 在之 =f 时 ymin = —a ; 在 t = f 时 X m i n = -a; 在亡 = 警时 ?/max = a ； 

•lii i — JC iCmax == O 和 y min = - a . 在 0 < t < I 时凸； 在 f < t < JT 时凹. l 537 . 函数 a : 
和 2/ 是非负的，并且是周 期的； 基本区域0 < 亡< f . 极值： 当 i = §时有 ow n = 0, y ma x = 1； 
当 t 二0时有 x max = 1， y min = 0.凸. 1538. 定 义域 ： t > 0. 关于直线 x + y = 0 对称.极 
值：当4 = | 时有 Xmin — ^ —0.37, y = —e ^ —2.72; 当4 = e 时有 y max = |， a : = e . 拐点: 

当 f = e - ^ % 0.24 时 ，; n = - V 2 e ^^ ^ 0.34 ，扒二 - V ^ e ^ ^ 5.82 和当 t = ^ 4.10 时 

x 2 = V 2 e ^, y 2 = V 2 e ~^. 当艺 =| 时改变凹 凸性. 渐近线： o ; = 0和 y = 0. 1539. 函数 x 
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和 y 是周期为 T = 2 n 的周期 函数； 基本 区域 ： -k ^ t ^ n . 曲线关于两坐标轴对称.曲线有两 
支.极值：当亡= 0时有 Xmin = a,y = 0 ;当 t = =br 时有 x max = — a,y = 0. 当 一 f 
和 0 < t < f 时凸； 当 一 f < f <0 和时凹. IMO . 关于 Oy 轴 对称； 当 t = 0 时有 
Vmin = 0, x = 0.凹. 1541. 参数方程 ：x = — (― oo < t < + oo ). 关于直线 y = X 

对称.与坐标轴的交点是 0(0,0) (二重点).在 2 / = a ^2 ^ 1.2 a 处有 x ma x = ^ 1.59 a ; 在 

X = a \/2 处有 ymax = a ^/ i . 渐近线 x + y + a = 0. 1542. 关于坐标原点、坐标轴和坐标的角 

平分线对称； 0(0,0) 是孤立点_与坐标轴的 交点： （士 1，0)和（0, 土 1). 在 y = 0处有 | cc| min = 1; 
在 |2/| = & 0 . 71 处有 W max = ^ 1-10； 在 : r = 0处有 | y| min = 1;在 | x | = 

处有 | y|max = 1543. 参数方程： a ： = ^-,2 / = 其中 i = 3( — 00 < t < + oo ). 

曲线有两支.关于直线 x y = 0 对称.极值：当 t 二 —\/2 —1.26 时有 x m i n = | \/2 ^ 

1-89, 2/ = -§^4 ^ —2.38; 当 i ^ -0.79 时有 y max = -§^2,^ = |^4 - 拐 点：当 

t = -^^(7 + 3^5) ps -1.90 H xi 2.18, yi ^ -4.14; 当 i = -^|(7-3\/5) « -0.53 时 
x 2 « 4.14, y 2 « 一2_18;当 t = -奶 时改变凹凸性. 1544. 曲线由直线 y = x 和双曲线的一 
支 x = (1 + i ) * ,y = (1 + t) 1+ t (-1 < t < + oo ) 组成. ( e , e ) 是二 重点. 当 ： c # 2 /时凸.渐 
近线 ： : r = 1和 y = 1. 1545. 定义域： M 彡 ln(l + ^2) ^ 0.88. 关于坐标轴对称.曲线在 

x 二 ± ln(l + v ^) 处有边界极小值 \ y \ -0. 当 y > 0时凹和当 y <0 时凸.渐 近线 ： y = ： r 和 
y = - x . 1546. 函数的定义域 ： r ^ 0, |^| < a , 其中 o ； = arccos (- f ). 曲线是封闭的.关于 
极轴对称.曲线在 (f — 0 处有极大值 r 二 a + b ; 在 p = rta 处有边界极小值 r = 0. 1547. 
定 义域： 函数 r 是以周期为 f 的周期函数.曲线是 

封闭的，且有三条相同的蔓 叶线. 对 称轴： 和坐标原点0 (0, 0) 为三重 
点.当0 < f < f 时，在# = f 处有极大值 r = a ，在# = 0和 p = f 时有极小值 r = 0. 
1548. 函数的定 义域： M < | 和 f < M 〈暑$周期 为譬. 在# = 0和 p = 处有极小 
值 r = a . 渐近线：沪=土|，沪=士|和 p = 士訾 .1549. 以坐标原点为渐近点的 螺线； r •随 
V ?的递增而单调递减.渐近线 p = 1. 1550. 定义域 r 彡 a 0.62. 曲线当 r = ^■时 

有边界极大值 ^ = 71； 当 r = 2时有极小值沪 = arccos $ s arc 75°30 / . 渐近线：当 r — > +oo 
时 rcos ^ = 1. 1 55 1.以 （ l , a - 1) (极小值）为顶点的拋物 线族. 与坐标轴的 交点： （0, a ) 和 

(1 干 ( a 彡 1). 凸. 1552. 当 a # 0时为双曲 线族； 当 a = 0时为直线 y = x ■在 
x = | a | 处有极小值 y = 2| a |; 在 a : = —| a | (a / 0) 处有极大值 y = - 2| a |. 渐近线 y = x 
和 a : = 0. 1553. 当 0 < a < + oo 为椭 圆族； 当 -oo < a < 0 为双曲 线族； 当 a = 0 时为 

直线 y = 族中的所有的曲线都经过点 （-1，一1) 和 （1，1). 当 y 彡； r 时有： （1) 当 a > 0 
时，在 a : = ^处有极大值 y = vTT ^; 当 — 1 < a < 0时，在 z 处有极大值 

y = —Vi + a ; 在 ：c =干1 (a 一 0) 处有边界极小值 y =干1. (2 ) 凹.在 y < re 时有： （1) 当 
a > 0时，在 ; r = — ^ i +a 处有极小值 y = — VI + a ; 当 — 1 < a < 0时，在 a ; = - v ， 1 1 fa 处有 
极小值 y = y /\ + a ; 在 a : =干1处有边界极大值 y =干1; (2 ) 凸.渐近线 ： y = {I + 二和 
2 / = (1 - V^)x (a < 0). 1554. 当 a # 0时为指数曲 线族； 当 a = 0时为直线 y = 1 + f . 
族的公共点（0, 1). 当 a > 0时，在 z 二士 In 2 a 处有极小值 y =盖 (1 + In 2 a ); 当 a < 0时, 
V 单调递增.渐近线2/ = f . 1555. 曲线族过点 (0,0), 且有公共的切线 y = x . 当 a > 0时, 
在 ;r = a 处有极大值 2 /二 ae~ l 0.37 a ; 当 a <0 时，在 ; r = a 处有极小值 2 /二 ae ^ 1 . 拐点 


2 a，y = 2 ae ~ 2 ~ 0,27 a , 渐近线 y = 0. 1558. 


l m + n m m 
(m+n) m 


.1559. (m + n ) 


1560. 对数组的底不能超过 ei » 1,445. 1561. 边为 # 的正方形， 1562. 三角形的锐角 


为30°和 60°. 1563. 罐子的高丑 


^等于其底的 直径； 表面积 P 


5 AnV 2 . 1564. 


cos a+v/cos^ c^+8 

4 


cos ^= cosa + V s 其中 2 a 为矩形的一边所对应弧的弧度 , 为弓形的弧度.1565.矩 
形的边长分别为 aW 和 bV2. 1566 . 若 h > b, 则以 底为; c 、 高为 y 的内接矩形的周长 P 
在 y 二 h 处取得边界最大值；若 /i < b ，则 _ P 在 y = 0处取得边界最小值；若 h = 6，则周长 


P 为常数. 1567. b 




1568. 长方体的尺寸为鵠，缓和含. 1569. 


An 

3^3 


R 3 . 


1570. Jifi 2 (l+\/5) ^球的表面积的 81%. 1571. 圆锥的体积为球的体积的 2 倍. 1572. ^1 3 . 

1573.若 tana< 则圆柱表面积的极大值在 r = 2(1 _f an -^ 时达到，其中 r 为圆柱底的半径. 

若 tan a > ^则当 r =丑时有边界极大值. I 574 . p (於 - 1)^^. 1575. 1; 3. 1576. 


2 _ 




若 6 < 含，则当尤= ±^ Va ^-2 b ^ y = 咎时弦长 MB 达到极大值夺，其中 c 2 = 

且点 M 的坐标为 z 和 y ; 若& > $，则当 ： r = 0 ，y = 6时弦长 MB 达到边界极大值 26. 


1577^ x 




V2 


ab. 1578.当 


lf ^ 时表面积达到极大值，其中 r 为圆柱的 


底的半径， h 为它的高. 1579. v ? = 60°, 1580- 外切于圆的梯形，腰 AS = CD = a sec 


1581. a = 2 ji ^/| « arc 294°, 其中 a 为余下部分的中心角. 


2 • 


时 p 


arccosg ; 当 arccos § < arctan f 


时 p = arctan 


b • 


1582 •当 arccos a ^ arctan 

p 

1583. |Q ^ bu|sing =. 158 

v u^+v^ —2uv cos 9 


1584. 


AM = a(^l+ • 1585. 发光点到大球中心的距离，当 a > 时 ; c = / 

当 r + 丑 < a<r + 时， a ; = a — r , 其中 a 为两球球心之间的距离. 1586. 


+⑹* 


7 T 


1587. 


2 , 2 
a3 + 63 


1588•幻 


其中 / c 为比例系数， 1589. arctan k . 1590.当 


Z < 4 a B 寸，小棒的倾角由公式 cos a 
k = —3; b = 3; y = 3(1 — x). 
1593. ( a ) 一阶； （ b ) 二阶； （ c ) 二 

似!) • 1596. pfl + ^ V - 1597. 


/+V? 2 + 128a 2 
16a 


确定；当 Z 〉 4 a 时没有平衡的位置. 1591. 


1592. a 




e x °(l - x 0 );c 


•工 0 


Xo + 


4 ). 


阶. 1595. ( a ) \/2, (2,2); ( b ) 500000， （150, 500 000)( 近 


e 2 x 2 ) 

ab 


其中 


62 


是椭圆的离心率， 1598. 


e 2 x 2 ^a 2 )2 


ab 


其中 


+ b 2 


是双曲线的离心率.1599, S \ axy \^. 1600. ^(1-£ 2 cos 2 i ) 


其中 e 为椭圆的离心率. 1601. 2 y /2 ay . 1602. at . 1604. 


(r 2 +r /2 ) 

r 2 +2r /2 - 


1606. r 


Tm ?. 1607. § V 2 ar . 1608. 


1609 


* (72 


1611. 半立方抛物线 TJprf = S (^- p ) 3 . 1612. 星形线 ( a ^+( bv ) 

1613. 星形线 （€ + 7 ?)誉 + (^ - r])i = 2a?. 1614. 悬链线 t? = a cosh £ . 1615. 对数螺线 
p = mae m (^ 一 5). 1616. ^ = rta + a(r — sinr);r/ = —2a + a(l — cost )， 其中 r ~ t — n. 
1617. xx = -2.602; a: 2 = 0.340; x 3 = 2.262. 1618. = -0.724; x 2 = 1.221. 1619 - x = 
2.087 = arc 119° 35'. 1620. 土 0.824. 1621. x x = 0.472; 奶 = 9.999. 1622. 2 ；i = 2.506 2. 
1623. X! = 4.730; x 2 = 7.853. 1624. x = -0.567 15. 1625. x = 士 1.199 678. 1626. 

x\ = 4.493; X 2 = 7*725; X 3 = 10.904, 1627. x\ = 2.081; X 2 = 5.940. 


In 2 
丁 
、 2 


r 腿 

1610. xo ss 680 m . 


ct 其中 c 2 


a — 



mae 


1617. xx 


答案 
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第三章 


为简便起见,本章答案中要加上的任意常数 C 被省略了. 

1628.27^-9^ + fo ; 5 -^ 7 . 1629. ^ fx 3 -12 hx 4 + 30 x 5 - fx 6 + ^ x 7 . 1630.^-3^ + 


11^3 3 一 4 

T x 




1631- x 


X 


5 


^fx - 1 V / X^ + 


21 n | x |. 1632. aln | x |- 窨-备. 1633. \ x >/ x ^2 y / x . 1634. 

4(x 2 +7) 


3 


1635. -表 -(l + f ^- fa ： 2 + \ x 3 ). 1636. 




2 x - ^ ^72^+ f 1638. In | x | -击， 1639 - x - arctanx . 1640. | In 


1641. x + 21 n 

4 ① +2 名 + 93： 


X — l 
X + l 


1642« arcsinx + ln ( a ; + y /1 + x 2 ). 1643. In 


x-\-y/x^ 


x 


+ y / x 2 ^ 


1637. 


l+x 

1—x 


1644* 


1645, 


2_ _ 

In4 ^ ln6 ' in 9 • 士 '™, \h) 、 5\n2 

1648. (cosx + sinx ) - sgn(cosx - sinx ). 1649. -x - cotx . 1650. 




X 



b ( ir _ 1646. ie -- e ^ + ,. 


a cosh x^b sinh x . 1652* x — taxiha :. 


3) 


li 


1657. -\( l -3 x )^. 1658. -f ^2 - 5 x . 1659 - 


2 

5 


1653. x — cothx . 1655* In |x + a |, 

2 


1647. : r — cosa + sinx . 
—x + tanx . 1651. 
1656* ^(2 x - 


1661. 


V6 


.arctan 




1662. 


2 


In xy /3 + V ^ x 2 — 2 


1665- 


2\/6 
( e 


In 


x I 1 ^—2x 


+ t e 


V2±xy/S 

V 2- xV $ 

)• 


15(5x-2) 2 

1663, 1 


1660. -f ^/(l - x ) 2 - 


arcsin 


A 

1666. — a : sin 5 a 




I cos 5 x . 


1664. 

1667. 


ill V KJ I V ^ j • * 从 w w 、一 l Z / ° 

-|cot (2 x + f ). 1668. tanf . 1669. - cotf . 1670. tan (f - |). 1671. |[ cosh (2 x + 

l )+ sinh (2 x - l )]. 1672. 2 tanh f . 1673. -2 coth f . 1674. - y /\ x ^. 1675. 全 (l + z 3 ) 百. 


1676. -| ln |3- 2工 


2 


1677. 1678. I arctan ^ 


1679. 


l 


8^2 


In 



1680. 


2 arctan \/ x . 1681* cos 1682. 一 In 


1685. 




1686 - I \/ Sx 3 + 27. 


\+y/x 2 +\ 


X 


1683. — arcsin 


♦ 

X 


16S4. 


X 


I 

2 sgna ; ln(\/jxf 


\Jx 2 + l 


2 arcsin \ fx . 1689* — 

I In 3 a :. 


X 


2 


1690. ln (2 + e x ). 1691. arctane x _ 1692. - ln ( e 一 


X 


Vl + e 一 2 a 0. 1693. 


1694. In I In (In a 5) j , 1695. 


I sin 6 x . 


1696• 


2 


y/COS X . 


1697. —In cos a : 


1698. In I sin x 


n r, /z -:— rr — 』 a / 、 \j Ol 2 sin 2 x+b^ cos 2 x 

1699« 2 — sin 2 x . 1700. ( a ) a 2 — b 2 


|\/2 cosa : + \/ cos 2 x |; ( c ) arcsin ( v / 2 sina :); ( d ) In ( V^cosh 


I \^ cot 3 X. 


1702. 


arctan 


tan X 

~7 T 


1705. lrx Itanh | 


1706. 2 arctan e ^. 


Vcosh 2 x ). 1701. - 

In |tan (| + f )|. 

+ \/ sinh 4 x + cosh 4 S ). 1708. 3\^ tanhx . 1709. |( arctanx ) 2 . 

fin ? (x + \/l + ^ 2 ) ■ 1712. ^ arctan 

里 


1703^ In 


tan 


X 

2 


1707. 


2y/2 


• In 


1710. 


arcsin x 


毳 


1704. 

cosh 2x 

1711. 


1713. ^ In 


x 2 —x 


V 2+1 


xW P+rcW+r 

1715, 当 n 妾 一2 时为占 lnfx 1 ^ +Vl + x n +=); 


1714. 



7 f ln l 


X 


1716. \ In 2 { 


I5(x 5 + 1) 

l+x 
-rc 


1717^ 


V2 


arcsm 




smx 


1718. I arctan (cos 2 x ). 1719, 

2 v / lTvT +^. 1721 •㈤ | x 3 -^ x 5 + fa : 7 ; ( b ) - 
1723. |( l - x ) 2 + ln | l + a :|. 1724. 9 x -| x 2 + | a ； 3 -271 n |3+ a :|. 

X S 


2(ln3-ln2) 

(1 — 工 ) 11 , (1 - 工 ) 12 

11 


In 


3^-2® 


3^+2 


x 


1720. 


72 ln 

3 


y/2+x 
\/2 —x 


+ 21 n |2 — x 2 | — x . 1727. 


w 


12 • 1722* - x -2\ n \ l-x 

1725. x + ln ( l + rc 2 ). 1726. 

一 ① 4 


X 


3 


+ — ln|x + l |. 


l+2x 

^0^ 


(x + 1)2 — (x - l)i 


(1-3 x 0. 1732. 吝 (l + x 2 )J - |(l + x 2 )«. 


1729. I 

3 


1 丄 1 

49(l-x) 98 十 97(1 - 工)心 

1730, ~ m ^(2- bx )2 


1728, 4-^ + 


1731. 


1733* \\n 


X 


x+3 


1734, I In 


X 


1735. arctan x 


V 2 


arctan 


X 




1736. 


10v/2 


In 


X 


V 2 


X 


+ V 2 


5^/3 


arctan 1737. In 


x+2 
\x+3\ 3 

(怎 + 2) 2 • 



1738. 金 In 雜. 1739. - 卜 ㉟ 二獨 + ☆ 匕譜- ^40. ^(^ rctanf - 

iarctanf )(| a |/| b |). 1741. |-^ sin 2 x . 1742. | + ism 2 x . 1743. f cos a -^ sin (2 x + 

a ). 1744. 全 sin 2; r - 忐 sin 8 x . 1745. 3 sinf + 鲁 sin 譬. 1746. -忐 cos (5 z + 告） + 

忐 cos (x + 苕）. 1747. - cosx + § cos 3 x . 1748. sin 3： - | sin 3 x . 1749. \ sin 2 x + 

^sin 4 x . 1750. fa : + | sin 2 a :+ ^ sin 4 a :. 1751. -x - cot a :. 1752. | tan 2 a ; + In | cos x . 

1753. - ^ cos 2 x — ^ cos 4 rc + ^ cos 6 a : + jfg cos 8 a :- 击 cos 12 a :. 1754. tanx - cot a :. 

1755. H - ln | tan ( f + f )|. 1756. —^ + ^ | tan 3：|. 1757. ln | sino :| - lsin 2 x . 

1758. tanx +| tan 3 a ;. 1759. x - ln(l + e x ). 1760. x + 2 arctane ^. 1761. -f + 士 sinh 2^ 

1762. f + ^sinh 2 x . 1763. § sinh 3 x . 1764. \ sinh 2 x + | sinh Ax . 1765. -( tanha : + 

coth ; r ). 1766. ~^(9 + 12x ^- Ux 2 )( l - x ) i . 1767. —— 1768、—吾 (32 + 

Sx -\-3 x 2 ) y /2 -^ x . 1769. -^(8 + 4 x 2 + 3 x 4 )Vl - 1770. (2-5—”. 1771. 

(I - I sin 2 x + ^ sin 4 x ) 1772. -- cos 2 ln ( l 4- cos 2 x ). 1773. | tan 3 tan 5 x . 

1774. |(—2 + lnx)\/l + 1775. — x —2 e — 2 -f 21 n(l + e2 ). 1776. x —2 ln(l + -\/l + e x ). 

1777. ( arctanV ^) 2 . 1778. ~ y =^ - 1779. fvV _ 2 + ln|x + W 2 1780. f\/l -^ 2 + 

I arcsin x . 1781. 2 ^ 2+a；2 - 1782. - Va 2 - x 2 + aarcsin f . 1783. ~ + 

3 a 2 arcsin 1784. 2 arcsin 1785. 2x ~^ ^( x - a )( b - a ) + 

arcsin 1786. | Va 2 + x 2 + 誓 ln (> + Va 2 + x 2 ). 1787. fVa 2 +# - ^-\ n{x + 

Va 2 + a : 2 ). 1788. 当 a : > a 时为 \/ x 2 - a 2 - 2 a \ n { y/x - a + y / x -\- a ); 当 a ： < -a 时 

为 - y / x 2 - a 2 " - 2 aln ( V-^+a + sj - x - a ). 1789. 当 x + a >0 和 x 十 6>0 时 


为 21n(\/x + a + VxTb); 当 x + a<0 和： c + 6<0 时为 -2\n(\/-x - a + y/-x - b). 

1790. 当 cc + a>0 和 ; r + 6>0 时为 2x+ 4 a+ ^ + ^(尤 + ^ — ^(y/xTa + VxTb). 

1791. x(\nx - 1). 1792. ^pr (ina ： - (n # _1). 1793. - 士 （ In 2 x + 21nx + 2). 

1794. %xi (ln 2 a;-|lna: + |)- 1795. ~{x + l)e~ x . 1796. -^(x 2 + a:+|). 1797. 

1798. a: sin a; + cos a;. 1799. -^f^cos 2a:+f sin 2x. 1800. x cosh a: - sinh a;. 

1801. (4 + 警 ) sinh3;r — (誓 + 聶 ) cosh3a:. 1802. xarctanx - \ ln(l + x 2 ). 1803. 

x arcsin x + - x 2 . 1804. -f + arctanx. 1805. - + \ arccos x. 

1806. — arcsin X _ 1+ ' v / 1 ~ x2 , 1807. x ln(a ： + y/1 + x 2 ) — \/1 + X 2 . 1808. x — - In - 

3 

1809. -i/x+(l+x)arctan 1810. In |tan f |-cosx-lntan x. 1811. |(x 3 -l)e a: . 1812. 

工 (arcsin a;) 2 + 2\/l —— arcsin x — 2x. 1813. (arctan x) 2 —x arctan ln(l+a^ )■ 1814. 

-|x 2 -|ln|l-x 2 | + ^ln|^f|. 1815. y/TT^\n(x + %/l + x 2 ) - 1816. _2(l+x 2 ) + 

I arctanx. 1817. 2 a^(_a^+x^) 2 ^ arctan 吾 (a / 0). 1818. f y/a 2 — x 1 arcsin |f| (a ^ 

0). 1819. fv/^T^+f ln — .V^^T^I. 1820.ln(x +Va 2 + x 2 ). 
1821. I sin 2a ： 1822. 2(^-l)e^. 1823. 2(6-x) v^cos ^-6{2 - x) sin ^/x. 

1824, 1825. . 1826. f [sin(ln ^) - cos(ln ^)]. .1827. f[sin(l na ：) + 

2>/1+® 2 2V1+® 2 

cos(lnx)]. 1828. acos ^ sin —e ax . 1829. asin ^~^ cog ~e QX . 1830. ^(2-sin2x-cos2x). 
1831- I + ^ sin 2a:— e x (cosa:+sinx) +1e 2x . 1832. —x + | ln(l+e 2x ) —e _x arccot(e x ). 1833. 

-[工十 cotz + cota;ln(sin;c)]. 1834. : ctanz + In | cosccj. 1835. 含 y. 1836 . 当 ab 〉 0 


答案 
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^ arctan (^) 




1837. 


2 


V7 


arctan 


2x 


sff 


1839. 


4\/2 


In 


x 2 — (\/2+1) 
2 ^ + (^/^ 一 1 ) 


1838. |ln . 

1841. \ \n(x 2 — 2x cos a + 1 ) + cot a • arctan 

: r 2 +2) + 


cos 


sin ol 


arctan 


为 


l 




2 %/f 
tan 号 + 1 
2 


arcsin 


arctan 


V7 


1843. |ln {|^ 3 + l|(^ 3 -2) 2 }. 1844. |In 


1840. \ ln(a ; 2 + x + 1 ) + $ arctan . 

l (q ； ^ fcjt, fc 为整数). 1842. \ ln(a : 4 — 

3 sin x —5cos x 


sin 


cos 


1845. 


a/6 


当 a >0 且 & <0 时 



1847. arcsin ^. 1848. In |^ + | + ^ 2 + ^|. 1849. ^ ^ [ x 


2 -^ + 1 


i+\/^ 

! + \Ac 2 +3 ： + 1) ■ 1853. (a) 

ilnf-l 屮 W 4 _2o: 2 ^Tl 


1851 • 一 >/5+$ — 



2 


arcsin 


2 cp-1 

V2I 


1852. n/xM^x+I + ! In ( x + 


^ arcsin (b) arcsin 


2 sin x — 

3 


1854. Wx 4 ~2x 2 ^l + 


1855. 


Wl^rx 2 f arcsin 


1856. - In 


: +2+2\/ x 2 +5 C + 


1857. 


： 2 - kD —1 



k arcsin 韻 


x + 引 >夸) 


1858. 


V2 


In 


♦ 

l-cc+\/2(l+cc 2 ) 

l+x 


>/ 2 ). 1860. I 


\J x^+2a; — 5 


x +2 


arcsin (| 工 + 1 卜 ⑽. 丄抑上 . 丁乂 ' 


1861. ^^y/2 + x- x 1 +| arcsin . 


In 


2 


1865. In 


X 


2 


l + \/x 4 + l 


1866. In 


X 


- 2 | + ln|a; + 5|. 1867. | In 


8 1 3 a: 


7 


5x 


6 


llx 

~5 


5 


21x 


4 , 43 x 3 


及 X 癸 0 

/ 

1868 - 誓 


5DOc -9 - g" 丁 7 6 1 5 4 o - 

十 i In M — i In 一 — 21 + f In > — 3|. 1870. x + | arctan a ;-3 arctan 



3 


85x 2 

^~2~ 


I7lx + |ln 


X — 


X 


i in 
> 


(^+2 p 02 T 

1871. 


(x+2) 4 

(ic-fl)(x+3)^ 


1869- 


x+2 ( 

(x+l)(x+2) 1Q 

~ (x+3)^ 


1872. ^r + |ln|x 2 -l|. 1873. 


X + l 

1875, 


^ arccot x + * In (: d 
^ arctan(a; + l)- 1880. In 

1882. I In + * arctan 


~8(x-i)^+iV + ^ ln 

1878.-- 


3 

5cc — 6 
一 3x+2 

x+1 


+ 41n 


2 


2 • * …一 3(x — 1) 

1 Q^Tyi +50 :c+68 

丄 0 f 4* 4(aj+2)(cc 十 



7 



1876. arctan x + | In 1877. 


1 


— circtfln {^jc 2). 


1879. 


l 


aj +1 


5(a?—1) 

arctan ^=- . 1881_ ^ In 



X+ 1 

1883. I In 



綠 - 

7 H arctan 气 


x —X 
x+l 


I arctan a;. 


2 


1884. ^ lu + ^ arctan 


V2 


- 


1885. i In + arctan 

^ o 


1886. 


i 


4v^ 

1 

3 VS 


<士 V ▲ t/y — 

h arctanx+ ^ r tanX3 " 


1887. 


l 


6(l+x) 



^ in + I arctan ^ 


arctan 


2x 


V3 • 


1888. I In - 7 f 扯杜肋 

1891, 


X 2 4<D-hl 


1889. § In fd + | aixtanh + 

4 I 


2 


1 ) — I arctan(2a; + 1). 1890. a+ 26 +3c 


+x+2 
8 (x —1)(x4*!) 




+ ^ ln 


x+1 


1892. 



I In 袭 


十 1) 


2 


3(x 3 + 1) 
arctan(x + 1 ), 

i l n ( 卜 工 ) 2 - 

9 m x 2 +x+l 

1898- 



1894 


8 


3n/3 


•x +1 

1895. 

arctan 


arctan . 1893. + farctanx. ^+ 2 x +2 

’ =’ ° irctan . 1896. 3 (^^ 2 + Y) 



4(x 4 + 1) 

2 工 +i 

V3 - 


3 x 2 +gV2"hl 

16\/2 x 2 —x\/ 2+1 


3 



8 v^ 


5 


1897. + 


21 

64 


arctan x- 


3 


1899. 


6(x 4 +x^ + 1) • 

1900. - (整个积分 ! ). 1901 • 


32 (x 4_ij7 丁 顶 … 卜 + 1 _ 

丄狀 77! 4 一 S 10 x 3 - 315 g 2+ 31 2：c _488 

" 1922(x^+x+l) 


2x+l 


3(x'^+x+l) 
3 


+ ^ arctan 1902, cry + 

98(x-l)^ ~ 99(x-l)^' 1904 . I 1 : 


1902. a 7 + ca = 26/3 


或 6 2 — ac = 0_ 1903. 96 ( x _i) 抓 — 97 (x-i) y7 " 


rc 2 -l 
x 2 + l 



. 358 • 


答案 


\ arctan x 2 . 


1905. 


4 


1907. f In ^ 


In 


X 


4 y /3 

4 


arctan 


X 


4 


2 2 

.1906. rk In .(f + i arctan a; 3 + arctan 2x 




2 


12 


cc 4 — x 2 + l 


3 


# 


1908. 


X 


5 


Too V X 10 - 10 卞 2U10 


In 


x 5 - 


x 


5 


错 ) 


2y/3 



1909. ^ 


4 


1910 .— 忐 arctanO^ + l). 1911. - In |x n + l|)(n / 0) 

当 n = 0 时为 * In |a:|. 1912. A (arctanx 71 - (n ^ 0). 1913. In 匕 … 1914. 


2n 


x 2n + l 


10( 怎 10 + 1) 


+ 忐 In 


X 


10 


X 


7 


a^ + l • 


1915. \ In ( 1+x7 )2 • 


1916. \ In 


x(x 4 —5) 
X^x + l 


2 


1917. arctan^. 


1 Q1 fi 1 in 2x 2 +(l—\/5)aH-2 
LVLO% ^5 m 2x 2 -Kl+V5)x+2 


1919. 


4^2 x^+x^vl+i ~ 1920. arctan a; + ^ arctan x 3 . 1921. 


In 


2aa3+6 


(n-l)A(ax 2 -^ba>+c) 


T + ¥ ■ 譬 /n- ： l ，其中 △ = 4ac — & 2 # 0; J 3 = 2x + 1 1 2x + 1 


4 


^ arctan^. A 


0 时 , L ty - 2 n .1922 .I 


6( ： r 2 +x+lp 丁 3(x 2 +x+1) 

X 广 （1 一 t) m + n -2 


tI 




625 


7 + 3t — ^2 — 3 In 


其中 t 


x-2 
x+3 * 


1923. - J：Vo 


(6-a) m + n 

#) ⑷ , Pi ^( a) ln 


fc! (n—A:) (x—a) 


n! 


1924. R(x) = P(x 2 ) + Y ： i=il2 1 ； L 1 


A 




(Oi-x)^ {ai+x)0 


其中尸为多项式 ，土％ (i = l, 




dt 


x—a 


k ) 为 


分母的根， Ay 为常系数 . 


1925. 


E 


n 
2n 


COS 


^liln (\-2xcos ^1+x 2 ) + 


2n 


2n 


a;—cos 


Ji (2 fe -1) 


k ELi sin ^ 11 arctan 丄攀 o 


1926. 2^/x -2ln(l + x/x). 


SID 


1927. f In (1 + ㈣ 2 ( :y|^+ 


2n 


2 ^)3 ~ 2y/7 

譬 ln(t 2 + i + 2) — arctan i = \J2 + x. 1929. 6t — 3t 


^ arctan 1928. ft 4 - ft 2 - f ln|i - 1| + 


2 2^3 -j— — ^ 1 6 6 j.7 



t 


7 


31n(l + t 2 ) — 6 arctanf ， 其中 t = \/x + 1. 1930. 


2 


4 


3 


I In x + Vx 2 — 1 


1932. 


3 / x+1 

2 V ^ T - 


1933. 


(i+ 於 ) 2 

3 


W 1931 - % 


2 " ^ 5 

2 x\J x 2 — 1 



at 


2 


1+t 4 



a l+tV2+t 

4^2 l-tV2 + t 2 


a 


2 V 2 


2 


arctan 


i 一 t 


2 


tV2 


4 


其中 t 


1937. 



a 一 X 


n 


X 


1934. 


n 



x —6 


a —6 A/ x — a 


1935 •号 + \fi> 一 I x{\ + x) — 2 ln(y^x + \l\ + x). 


^ 2x ^/l^x+x 2 - I In ( ^+x + y/l+x+x 2 ). 


4 


2 


193& - In 


1—cp+2\/ x 2 +sp+1 

0J+-1 


1939. 


3( ? 二 :)2 Vl ~X^. 


1940. i?+ln(x + l + /?) —V^ln 


X 


其中丑 = Vx 2 + 2x + 2. 1941. 


arcsin + In 


3+® f 2\/ l - 


2 


1 + X 


1942. ^y/l^x-x 2 


11 

^8 


arcsin 


l-2x 


W • 


1943- 


19+5x+2x 

6 


2 


%/l + 2x — x 2 - 4 arcsin . 


1944. 


_ ^ L r 3 , ^ L r 5 
256 ^ 128 x ' 160 & 


9 


斋工 7 + Jq) V^- +X 2 - 


蟲 In (x +Vl + x 2 ). 


1945, 


a^x a 2 x® 


16 


24 





5 


6 


6 


ya 2 — + fe arcsin 




ja|’ 


1946. 


X 


2 


3 


14x 

"3" 


+ 37) %/x 2 + 4x +"3 — 661n |x + 2 + \/x 2 + 4a: + 3|. 1947* 一击以 + 1 + 


il n i±^!± 

2 S 


1948, 


2x 


2 


3 工 


T 1 ^ 


2 


1949. 


3x — 5 


20(x-l) 2 


yx 2 + 3x + 1 


11 


40^5 


In 


(g+l)\/5+2 < y x 2 +3x+l 

x — 1 


2 


1950, 3 8 (^+ 1 ^^ 2 + 2x~ § arcsin 其中 x < -2 或 : c > 


0. 1951. 4a(cai + bbi) = 8a 2 ci + 36 2 ai (a ^ 0). 1952. 


\/l+2x 


X 


2 


2(l-x) 


V^2 


In 


\/2 + \/ 1 + 2:r — x 2 
1—x 


1953. \ arcsin 


X —3 


|x-l|^ _ ^ ln 


3cr+l—2\/^ 2 — x 
x+1 


1954^ 


^+r +1 H-ln (；r + - + yjx 2 + x +1) 



I In 


l — x+2\f x^+x+1 
x+1 


1955. 


\/l -\-2x — x 2 - 2 arcsin — 士 arcsin ■ 


1956 - 


_I_ I 

— 2 arcsin (x < 1 或 x>3) 

I _ _ I 


1957. -4= arctan Xy ^ 


V2 



2 


1958, 


2\/2 


In 


x\/2 + y/ x 2 —1 

i ncn ① 1 1 In 

\j l+x 2 +®\/2 


• XWOtl# / ■ 二 . A /7T 111 

2y/l+x 2 4 v2 

\J 1+x 2 —x\/2 


1960. \n(x + y/x 2 +2) - 


arctan 


\/ 工 2 +2 1961 丄 h (2x + l)y/2 + ^3(x 2 +x^l) 


7 e 


(2 x + l ) V 2-^/ Z ( x 2 ^ x - l ) 


1962. arcsin 


in ^ 


y /2 


arctan 


7 e 


In 


忐 1 n 


VQ+\J 2+2x —g: 

%/6— y / 2+2 x — x 2 
( 朴 l)V^V3(x 2 樹 1) 


l — x)y/2 
2 f 2 x -< c 2 


1963. 


2 ( x - l ) 
3\/ x^+x+1 


.: c+l 


(x+l>0). 1965 . 点 


In 


工966. 2( 2^ + i ) 



全 1 n 命 


其中 z 


1964. - 

冗 2 cc 2 - 2 rr + 5 ) + ( 卜 2 ) 

^x 2 -2x+5)-(x-2) 


* arctan 



4 arctan 


2 x2 —2 x +5 
x+1 


x + \/x 2 + rr + !_• 


1967. In — 2 arctan 2 

Z 


其中之 = 乂 1968. H! [( 之 -l) 3 + (之 _ 1)— 3 1 + [(之 _ l) 2 _ ( 之一 l)- 2 ] 

l( z ~ l ) + ( z - l) -1 ]} + |ln|2 - 1 |, 其中 z = X + ^x 1 ~2x + 2. 1969. ~j 8( ^ +l) 

^ + fln|,-l|-^ln]^-2|-^ln|z + l|, 其中 ， =^ ^^+ 2 , 1970. 

i7H ln ，其中之二 _z+y^(l + 4. 1971. i(v^n+V^T) + 士 In 


X + y/x 2 — 2x + 2. 


1969. 



6 ( 2 + 1 ) 
575 ln 



l+2z 
1 — 22 




1 

3M2 


l n V12z 2 + 1 

2V3- ^1212 + 1 


2 arctan 其中 2 


;1 4 x+^Ti 

喪 . 1973. VlT^c 


l — X — 



arcsin x. 1974. V^ + x + x 2 + I ln 


f ] ~ l\(x + l)i 


碡 

_ 


l+2x + 2y/ 1 + x + x 2 

(2+x-\-2\Zl+x+x^) 2 


1975. f [{x + 1) 


197U 


72 


arcsin 


+r 


1977. -^ln 


y/2+\/x 4 + l 


1978 


去 arcsin $^(|x| 〉 y/y/2 - 1). 1979. ^1n g2 ( 2 工工 2 +i) 

X 2 :^ 十 2+2 仏 4 + 怎 2+1 


1981. ^y/{^x 2 ) 3 - 


l±2x 


+ x 2 + i \n(y/x + VI + (a: > 0). 


1982. fxt 


4 a ：2 4 - 18 x 6 + 


1983. - 2d +3z,z 


1 + 1984, 





^ arctan ^, 其中 2 




Z + f ^ 3 


其中 2 


21 arctan x 百 • 


x^. 1985, 


1986. Iln f±l 


I arctanz , ^4^ z 


1987. Ilnf-i + il 


Z 2 —名 


Z^ + Z+l 


K ^ -aixtan ^, 其中之 


1 + X 6 , 


1988. 


f - 4 


扣 9 , 其中 z 



1989 - 2 # TT ) - i ln arctan ^ 


t 

3 x — 


~ 7 T 


其中 z 


1990. m = f ，其中 = 士1，士2, 


崦 ♦春 


• 1991* sinrc - I sin 3 a ; + | sin 5 x . 


1992. 


r ^ x - i sin 2 x + 


16 4 UJ±X± 

x sin 4 x I 

16 - eT ^ + 

1997. 

3 cos 13 x 


+ 垚 sin 4 rr 十忐 sin 3 2: e . 1993* + | sin 2 x + ^ sin 4 x - ^ sin 3 2 x . 1994. 

sin 3 2 x i qq 旯 sin 5 x _ 2 sin 7 x , sin 9 x i Cifia cos 2 ® \ cos 3 2 x cos 5 2 ® 

48 , 5 7 3 卞 9 • ±yy0 . ^十 ~96 - 320 ~* 

-点. 1998. -f coso : - - f lo tan f . 1999. -^- + l\ n tan ?. 


COS X 


f ln|tanf . 1999. 


200 °- 2 ^+lln 

cot 2 2 x + 3 ln I tanx . 


I In |tan (| + f )|. 2001. 


»s 2 x i cos 3 2 x cos 5 2 x 

64 1 96 _ 320 . 

-蟲 + tanf . 


8 cot 2 a : — I cot 3 2 a :. 


2002. 


2 ? 03 , 土 + 3 ^ + ln|tanf . 2004. 宁一 ^ - ln | cosx |. 

^ - cot x . 2006. 2007. ~2 V ^+ § Vi ^^. 2008. 

arctan 誤，其中 （= 20 °9 .忐 ln ： lt Z 3 l ) - ^ arctan 染、 


2005. 


cot ® x 


cot^ X 

~ 3 ~ 


COS X 


ln tan | , 


tan 4 


Q 

tan x 



3 tan ^ x 
2 


lln ( l + t ) 3 ( l _ t d ) 
4 111 (l- t )3(l+t3) 



2008 . 


其中 z 


C08 X 


71 — 


ta 緣 2010 . fin ^ z Ki + # arctan 其中之 


2\/2 z 2 - zV 2+1 ~ V 2 


k arctan 4 ^ 



n — 1 


In — 2 ; 


sin x cos n —1 x 





n - 2 ； h : 


tanx . 2011 . I n 


^ cosx sin 5 cosxsin 3 x — 


16 ^osxsinx+j^x; i ^8 = I sin x cos 7 x+ ^ sin x cos 5 工 + 盖 sin x cos 3 x + ^ sinxcosx+^x. 


sm x 


2012 .^ = --,— -^ 
| ln | tanf |; ir 7 =^ + 

2014 . f + + 


71 — 2 


n 一 


I In - 2; 


sin x 


6cos D x 
sin 4 x 
• 16 


5 sin x 
24 cos 4 x 
sin 6 x 

24 ^ 


( n — 1 ) cos 


n — 



71 — 2 


jKn 一 2 ; h =— 


COS X 
4 sin 4 x 


u 1 128 
3 cos x 
8 sin 2 x 




5 gin x 
16 cos 2 ^ 


+ 吾 In I tan ( f + f )|. 2013 . 


4 x —^ cos 6 x . 


叫丄 4 . - + + ^ + 2015 . fcosf -^ cosf -^ cosf + ^cos 

-金 cos(a - b ) cosx - \ cos(x + a + 6 ) + 忐 cos ( 3x + a + 6 ). 2017 . f + 

sin 2(a—b)x , sin 2(a+b)x om o 3 rv , ^ - 1 ^ Q 

16(a-6) + 16( a +b) . 2018 - ~ ^ COS 2x + ^ COS 4x + ^ COS 6 ：C — ▲ COS 81 + 


^ COS T 


A cos 穿 


14 ^ UD T ^ 22 ~ 


llx 


2017. f 


sin 2 ax 
8a 



16 (a — 6 ) 


16 ( a + 6 ) • 


2018. 


48 


128 


192 


2016. 

sin 2bx 丄 
~86 h 

cos 12x. 




b) # 0). 


sin(x+Q) 

cos(x+b) 


2021 . 


s I^ln|^}|(sin(a- & ) ^ 0). 

I 


(cos (a — b) ^ 0) 


sin a 


In 


COS 


cos 


2022 . 


cos a 


In 


sin 

cos 


S (cos a ^ 0). 2023. 

2 


® — a 


t (sin a # 0) 


2024. —x + cot a - In 


COS X 

cos(x+a) 


(sin a/ 0 ). 


2025, ★ arctan 


3 tan # + l 


v/5 


2026. • 


2027. 


^(2 sin a: + cosx) + 


点 ln|tan(| + 


arctan 

2~ 




2028, (a) 


l-e 2 


arctan 




tanf) ( 0 <e< 1 ); (b) 


( £> 1 ) - 2029.x-^arctan(\/2tanx). 2030. ^ arctan 

0. 2031. + 2 ^ 3 -arctan^ (ab / 0), 其中 2 = tanx. 2032. \ (sin x - c 


). 2030. ^ arctan ( Qt ^ > nx ), ab ^ 

tanx. 2032. ^(sinx — cost)— 


COS X 


a(a sin x +6 cos x ) # 


^ln|tan(f + |)|. 2033. - a(agin c °+b cosx) * 

73 arctan ( 2 —- 7 -). 2035. ^ arctan («). 2036. ^ 


2034. 


1 i (sin x+cos xY 
6 1 —sin x cos x 


\/2 arctan 


4 十 2 W 


2 - 办 arctan , 1 , 其中 u = tan 2x. 2037. In . 2038. \ arctan(sin 2 x). 


2039. arctan (| tan2x). 2040. 

In Itan (f + f )|, 其中 cos(p = -M 


4(z2+2) 


SlTKf 


arctan 为， 其中 2 = tanx. 


2041. 


a 2 +b 2 


2043* (a) — I — I In I sinx + 2 cosx|; 


丨一 . 2/ 丨 ，，、. r 々 2+ & 2, , y/a^+b 2 、 ， O O , 

(b) O.lo: + 0.3 In I sina: - 3cosa;|. 2044. || + ^ In |5sina; + 3cosa:|. 2045. — 
a S in a ； + bco S x + ln tan (1+2)1 ， 其中 COS ^ = ‘ / 丄 u ， sin # = 77^7^' 2047 * _ ¥' 


+ 


(a2 + &2) 


I ln I sinx—2 cos x+3| —| arctan 


5 tan # +1 


2048. f 


a 2 + b 2 


*tan( 


sin<p 


3x 


a 2 +b 2 


I) —I In I y/2 + sin a: + cosx . 


2049, I 


\/7~h\/3f 2 tan $ 一 1 


X — ir 


|l n |3 S inx + 4 COS ： r-2| + ^-l n ， - 冰 an 


) • 


2051« — sin x + 3 cos x + 


2\/2\n I tan (f + 晉 ) 卜 2052« ^ (sin x+3 cos x) I ln 


\/& — 1+2 tan 吾 



tan ^ 


. 2054. 


7a 



4 ln 


2056. • ln 


arctan I 

%/ 6+2 sin 


( COS X \ 


2055. f arctan(sina: - 2cosx) + ^ ln ^ 3 ；^； 


COS X 


COS X 


4 V 2 


I375 ln l tan ( 

2060. ^ln 

(tan x>0). 


n \/ 2 (sin x+cos x)+l 
\/ 2 (sin cc+cos x) —1 

f + arct 2 an 2 ) 1. 2059. A 

\/ 2 +\/ 1 +sin 2 x ■ 

COSX I * ' 


1 in y^+%/^(sin x—cos x) 
4%/6 \/3—\/2(sin a:—cos x ) - 


2058. 


_6 TD 

(n_l)(cx 2 —即 


(2n—3)a 
(n—l)(a 2 —b 2 ) 


^ 2 sin cc —cos x > 

* 10 (sin x +2 cos x ) 2 

— _ n — 2 

° _ ~(n-l)(a 2 -b 2 )- 


2061, 2 vtana; 


2y/2 


- In tanarfxmanx+l + 1 arcta n 


tan x— v 2 tan x+1 


72 


V 2 tan x 
tan x —1 


2062. i arcsin sina ^^ 


2063. 


e sin x 


(l—e 2 ){l+e cos a:) 


(sin (cos a ^ 0 ), 


-- -^ arctan 

(1 一 e 2 )2 

2065. I n = 21 


(眉 


))-* In (sin x + cosx + \/2 + sin 2x). 


tan § 


2064. 


7^( cos 守 ) 


2 / n _icosa - I n -2 + 其中 n > 2 ,亡 


sin 

4x 3 


〒(sin 苧 ) : 

+ ilf) cos 5;c+ ( 誓 


2068. e 31 (誓一誓 +警 


2_ 

27 


2069. -e -a; (x 2 + 2). 2070.-( 


12 x^ 

125 



^5 ) sin bx. 2071. (21 —10x 2 +rr 4 ) sinx —(20a: —4x 3 ) cosx. 


2072. - 
2074. e 


—X 


(x 6 +3a: 4 +6x 2 +6). 2073. 2 ^(> 5 - + 20t 3 - 60t 2 + \20t- 120 )， 其中 i = 々 . 


2 a 


2075. 


e ax 3(a sin bx—b cos bx 


a sin 3bx—3b cos 3bx 
a 2 49b 2 


2076 - 


^ j ax 1 a cos 26x4-26 sin 2bx r»n^^ e u%tl d(a sin DaM) cos bx) a sm cos dbx on^ 

74 - e [ 2 ^ + - 2(a2W) - J- ^U75 - — ^ 

[x(sina; - cosx) + cosx] . 2077. ^[x 2 (sinx + cosa:) - 2x sin x + (sin x - cosx)]. 2078, 


e x — 吉 (2sin2x + cos2x) + ^(4sin2a; — 3cos2a:) . 2079. \x A + |x 2 + 3a ; 2 cosx - 

x (6 sin x + I sin 2x) — (5 cos x + | cos 2x) — | cos 3 x. 2080. f + 5 sin(2y^) + 士 cos(2y / x) 
2082. x + j. — ln(lH-e^). 2083. e x — ln(l + e x ). 2084. —. + |ln|e x — 1| + | ln(e x + 2) 


2085. a;-31n|(l +et)\/T+e 


2088. ln(e x +\/e 2rc - 1) +axcsin(e 

arcsin 2 :: 友 . 2090. —|e _3 ： (v / i - 


3 arctane % . 2086 •: r + 


2087. —2 arcsin (e 


l+e 


蟹 + … + 

e 2 li(e 2 卜 2 ), 


: n-l)! — a 

2096 . 各 


sin(e - 2089. y/e 2x +4e x -T+2ln(e x +2 + y/e 2x + 4e x - 1) - 

(V TT^-v^^) + ^ln 顆 : 部 ; 爲 2092.a 1 + ^ + 

)93. e x (l- 2094. -e 一怎 - li(e 一 x ). 2095. e 4 li(e 2x ^) - 


2093* e x (1 -盖 V 2094. -e 


2097. 


2x 


( 工 2 + 3x + 


21 

T 


32 

7^2 


)+64e 4 li(e 


2 a: — 4 


)_ 2098. x[\n n x — 


l n n-i x + - 1 ) in 71 - 2 X 4- ■ • • + (-l) n_1 ■n(n-l)"-21na: + (-l) n n!]. 2099. Y(ln 3 x — 

!ln 2 x+|lna:- 聶 ）‘ 2100. f In 3 x + | In 2 x + | In a: + | V 2101. In (a: + a) In (a: + 6). 


3 

32 


2102. : cln 2 (；E + Vl + 工 2 ) 一 2^/^Tx^ln(x + 

\/1 + x) + \ arcsin x. 2104. — ln(x - 


T^2) + 2x. 2103. 


+ x\n( 


x + 


- ln(x-f vTTx2). 

Jl+x 2 


2105 - 


^ arctan(x + 1). 2106. 一 § + 


2a: 2 -3 


arcsin (1 — x). 


^ ln(l + x) + arctan >/x. 
Jx - X 2 + (x - arcsin Jx 


f + I \n{x 2 + 2x + 2) + 

2107. + 


+ ^ arccos ^. 


2v^sgn(l - x) + (1 + x) arcsin 错 


2109- 


2111. g a f CCQS x - In 

./i m 2 


sgnx 

2 


\ — X 2 . 


2112. 


arccos g 
\/l—x 2 


l+x 


2113. x — arctan x + 




arctan x 


[ln(l+x 2 )-l]. 2114. 


1 一 ： g 

~T 


l n 卢 . 2115. -ln\/l+x 2 + 

丄一 H 



ln(a: + vTT^). 2116. 


x I sinh 4x 
百 ^ 32~ 


3x 



sinh 2x 

~4~ 



sinh 4x 
~ 32 ~ 


2118. _ coshx. 2119 - 


cosh 6x 
~ 24 


In cosh x • 
為 arctan 3 


2121> x — coth x . 


cosh 4x 一 cosh 2x 
"" 16 ~ 8 ~ 
• / 一 2x\l r 


2117. 


2120 . 


2122. 0.5 \}n{e 2x + V^ 4x - l)+arcsin(e 一 2a3 )]. 2123. (a) 


2tanh f + 1); ㈤ 忐 arctan (c) ^ arctan (^^ 1 ) 


fln|3smh^-4cosho：|. 2124. ^oshax.inb.-^inha.cosbx^ 


m or a cosh ax cos 6 x+bsinh ax sin bx 

2 丄石。攀 a 2 +6^ 


5^+ 3^~ x ~ 


2127. 


8 (l — x^ 2 ) 




2128. In 


命 arctan 
8x 2 )y/xjl 

2132_ —I 

v/3 arctan 


1 一 rc 2 
xy/% 


2 v^ —3v^ + 6-g/x — 61n(^ + 1) 


Jx (0 < x < 1). 


2131. -|V1 


In 


v/x 


15 


2135, 


士 ，ln 


+ 3 x 4 )\/1 + x 2 . 

2+x 3 +2\/l+x 3 +x 6 


2137. 


2hr 2 


$ 

x 2 —2arcsinx(|x| < !)• 2138. —|(l+x) 


5+2x 

~ T~ 


+ arctan ^ 


(l-l < !)• 

2134. \ In ^_ + z +^ ~ 

2136- I arccos ^ 2 ^- 

x + x 2 + | In |x + ^ + 

2140. 


I \ , ▲ I •— I 一 * I ^ ▼ O 

~x 2 -\-3x-2 + (x 2 + 3x — 訾） arccos(2x — 3) (1 < x < 2). 2141. -x 2 + ln(4 + a: 4 ) + 


2 


,2 


2 arctan 今 . 2142 


(arcsin x) 2 . 2143. (l+\/l + 工 2 ) ln(l+-\/l + z 2 ) — 


^±iy/^TT+ 


: g 2 +l 

3 


In y/x 2 — 1 — ^ In 


aj^ + l —v^2 
^ x 2 + l +%/2 


(\x\ > 1). 2145. 




1 — x 2 -h \ arcsinx — In- 


1—X 2 


(0<x<l). 


2146. 


COS X 


+ 忐 -tan 2147. ^ In ㈣ 2148. 7ln 宏紫盖 . 

2149. a a; arctan a: — | ln(a: 2 + 1)] — (arctan a;) 2 . 2150. a fa: In I | — In |a: — 1|) + 


Am 1 1 .. 74-4v^4-cos 4x 

2147 - 72 111 7-4V^|cos4x < 


2148. 


1 _ 

+ COS X 


i72 ln 


3(2+sin x) 
y^l+cos x 

\/l +C08 X • 


in 2 结 . 2151. - 2(11^) + i ln T+^^ > °^- 2' 152 ' a/1 + X 2 axctanx-ln(a;+\/l + a; 2 ). 

2153. - ln(cos 2 x + y/l + cos 4 x). 2154. - - Vl-x 2 arccos x(\x\ < 1). 2155. 

—誓一 (x — 誓 ) arctan x + | (arctan a:) 2 + | ln(l + x 2 ). 2156. — 4 ( 二 2 ) ~ 4 ^^) 虹伽 11 工 . 


2157. 1 ，綠 2 2 + 忐 ln 篇二 (kl<D. 2158. + arcsine 

|(arcsina:) 2 (\x\ < 1). 2159. f + _ + |(1 + a^ 2 ) 2 arccot x. 2160. x x {x > 0). 2161. x — 

e- x arcsin(e 11 ) — ln( 1 + \/l — e 2x ) (;r <0), 2162. x— ln(l-he x ) — 2e _ 2 arctane. —(arctane 晏 ). 

2163. — cot 4 h 1 [x — ln(l + e x cosh 1)] — 4 l iT ^ hl . 2164. — ln(tanhx + *\/l + tanh 2 + 

1 ln yi+tanh^ x+V2tanh^ 2165. # tan 吾 ■ 2166 . 半 . 2167. 2168. ^(x^\x\). 

^ Vl+tanhax-v^tanhx 2 2 3 3 、 I 以 

2169. ( 1+x )j 1+ 叫 + 2170. 当 : r < 0 时为 # - 1 ; 当 cc > 0 时为 1 - e~ x . 2171. 


当 |x| < 1 时为 X ，当 |:c| > 1 时为专 + 誉 sgnx. 2172. ^ 4- ^ ((^) — {1 — 2 | (x) _ - ，其 
^{x) =x-[x}. 2173. 誓 {| 叫 —(-1)㈤ COS KX }. 2174 . 当 |x| 彡 1 时为 a; - 誓； 当 |x| > 1 

时为 a: — ||x| 4- I sgnx. 2175 •当 一 oo < a: < 0 时为 x; 当 0 彡 ： c 彡 1 时为号 +x; 当 ; r > 1 
时为 0 ： 2 + |. 2176. xf , (x)-f{x). 2177. ^/(2rr). 2178. f(x) = 2y^- 2179. (a) ：r — 誓 ; 

(b) f(x) = x (—oo < a: ^ 0); f(x) = e x — 1 (0 < a: < +oo). 


第四章 


2181. 12!. 

j — r\ V 


2182. (a) Sn 


16| 


175 

"2rT 



125 了 




175 

"2rT 



125 . 
4n 2 ， 


(b) Sn 


E^; (c)^= 

i=l v n(2 n - 1 ) 


S n 


10230 2 

77W ： 




2183. Sn = 31-^^-; 


31 

~ 


2184. voT+^gT 2 . 2185. 3- 

b m + l m + l . 21Q1 ln b 2 
m+l a 


2186. 


In 


2187. 1. 2188 - sinx. 2189 . 丄 


6 • 


2im 


2191. lnt 2192. (a ) 当 |a! < 1 时为 0; (b ) 当 |a| > 1 时为 Jilna 2 . 2193. 


5. 

71 

6 - 


6—a 


if {a) - /⑼]. 2201. 一 般而言，否 _ 2203. 未必 , 

2209. f. 2210. 1. 2211. 1. 2212. 2 ： 


2206. ll\. 


2207. 2. 2208* 


2n 


2215. 


2\ab\ 4 


\. 2210. 1. 2211. 1. 2212. 2213. 产 • 2214 - i i n I±^. 

J 2 sin a y/l-e 2 Va6 l-Vab 

2216. (a) 被积函数 $ 及其原函数 ln|x| 在积分区间 [-1,1] 上不 连续； （ b ) 原 
n (^7 ^^) 当 0 彡 a: 彡 2ji: 时不连续； （ c) 函数 arctan 士当 rr = 0 时不连续 . 


函数 ^2 arctan 当 。< 尤 < 时不连续； （ c) 函数 arctan | 当 a: 


2217. I. 


2218. 200^2- 


2219. 


2220. In 2, 


2221 . 


2222. ( 2223. 


2224. 


1(2^2 - 1). 2225. i 


2226. ^/ a b f(x)dx. 2227. |jc. 


2228. 

3x 2 


2230. r^. 2231. 0;-sin a 2 ; sin b 2 . 2232. (a) 2x\/l + x 4 ; (b) - (c) (sina:- 

in ^ y/l+x 12 y/l+x s 

cos x) cos(jtsin 2 a;). 2233* (a) 1; (b) (c) 0; (d) A. 2235, 1, 2237. (a) |; (b) •• 


_網 p+r - 

为 . 2229. x+i. 

㈦ （ sin3： - 


2238, (a) 当 a<0 时 ！一 f; 当 0 彡 a 彡 1 时全 一 f + 


当 a > 1 时 


当 


时 f; 当 |a| > 1 时 2 ^; (c) 当 |a| 彡 1 时 2; 当 |a| > 1 时 


2 ln f • 


2240. jt. 2241. 4ti. 2242. 2 (l - ^). 


2243. 1. 2244 


2n 

~ 


V3 

2 


2 

2 

|a • 


I; ( b ) 

2239. 


2245 . I 


2246. 


16 

3 


2247. 


±t2 是双 值的； （ b) 函数 a: 


2248, 2 - §• 

含在无 = 0 女 


- f. 2249. 2250 • 含， 2251. (a ) 反函数 

0 处不 连续； （ c) 定义于有限区间 [a,/3 ] 且取值遍 


历从 0 到 71 的函数 x = arctan t 无单值连续的一支 . 2252. 不可以， 2253. 可以 . 2256. 

f(x + 6) — f(x H- a). 2260. |e 暑， 2261. [/(arcsin i) — f(rc — arcsin t)] dt + / 二 [/(2jt + 


arcsin t) — f{n — arcsin i)] dt. 2262. 4n. 


2269 . 


2270 • 务 e 3 - 吾 


2263. 
2271. -66 


2264. arctan p — 2 jx_ 


2268. 315 忐 . 


7. 




办 . 2275. 2k 


2276. 2nV2. 


2272. 

2277. 


3 • 


2273 • 喿 . 


2278. % 


4 • 


2274. 

2279. 


答案 
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fn). 


In = 


2280. I In 2 - 黑 . 


2281 . 当 n = 2A : 时 / n 


(2fc+l)!!. 


2282. 参看习题 2281, 


2283. 


(_i) n 


. f ; 当 n = 2A + 1 时 

(一 Dn — 1 


+ t- 


• • 6 


2n 


2284. 2 


2 n 


(n!) 2 


(2n+l)! _ 


2285. 参看习题 2281. 2286 - I n 


(-D"n! 
(m+l) n + 1 ' 


2287- I n = - 


In \/2 + 


2 




2290. 


:(2m)!(2n)! 


n 为奇数时 jt. 2292. (-l) n jt. 2293. 


2 n * 


2 2 m + 2n + 1 m!n!(m+n)! 

2294. 券 rsinf. 


2291 • 当 n 为偶数时 0 ,当 
2295. 0. 2296. 0. 2297 


^(l-e— 2 ，. CL + 2 E n k Zo CL a . +(2 l 2fcj . ] - 2298 • 盖 （-1 广 ― 1 . 2299. (? 二巧二 );)! . 

2302. 在函数 /㈤ 的间断点上导数 F\x) 可能存在，也可能不存在 . 2303. M + C. 2304. 
arccos(cosx) + C. 2305. x[x] — 刚 】 1 + ” + C. 2306. — W(N+^K 2 M+ 1 ) + q 2307. 

C+iarccos(cosjt;r). 2308. ^(\l + x\ - \l-x\)-\-C. 2309,-1. 2310. 14-ln(7!). 2311. 

f ■ 2312. 2313. ln(n!). 2314. -tanhf. 2315. |. 2316. (a) -; (b) +; (c) +; 

⑷ -. 2317. (a) 第 二个； （ b) 第 二个； （ c) 第一个 . 2318. (a) (b) 6§; (c) 10; (d) ^ cos 

2319.1. -j^= = b 为椭圆的短半轴 ‘ 2319.2. t; cp = ^(v 0 + vx ), 其中仍 为物体的最终速 


度 . 2320. ^i 2 0 . 2321. A. 2322. (a) 0 = (b) 0 = (c) 0 = 1 In li m 6» = 

|,lim^ + oo0 = 1. 2323. f ± f 0 (\9\ < 1). 2324. 介于 T ^和忐 之间 . X_ ^°325. 

0.01 - 0.005-9 (0 < ^ < 1). 2326.2. (a) 1; (b) / ⑼ lr^. 2328. ^ (0 < ^ < 1 ). 2329. 
|6»(|6»|<1). 2330. I (|i9|<l). 2334.*. 2335. -1. 2336. jc. 2337. jc. 2338. fin 2. 

2339 ■ 為 . 2340 • 為 . 2341. 2342. 2343. | In (1 + ☆) ■ 2344. 0. 2345. 


f - 1. 2346. 

2350. In = ^T 
n 为偶数时忍 


a 2 +6 2 


2347. 


6 


2348. L 


n\. 


2349. L 


(2n-3)\\ 
(2n — 2)!! 


na 


1 sgna 


(ac — P) n —5 

ELJ— 尔十 …^ 叫友 + 认其中 Ct 为 n 个元素中取个的组合数 . 2351 .当 



If 


当 n 为奇数时 J, 


(n — 1)!! 

n 11 


2352 . 当 n 为偶数时 J n 


_ (n — 1)!! 


H 


2 


当 n 为奇数时 / n = 2353 .㈤ -f ln2; (b) -fin 2. 2354. 穿 ::, . 2356. 

(a) 1; (b) f; (c) 0. 2357. (a) 1; (b) (c) 1; (d) ^/(0). 2358. 收敛 . 、 359. 收敛 . 

2360. 发散 . 2361. 当 p > 0 时 收敛 . 2362. 当 p > -1 且 g > — 1 时收敛 . 2363 .当 
m>-l 且 n-m>l 时收敛 . 2364. 当 1 < n < 2 时 收敛 . 2365. 当 1 < n < 2 
时 收敛 . 2366. 当 m>-2 且 n-m>l 时 收敛 . 2367. 当 n > 0 (a / 0 ) 时收 
敛 - 2368. 发散 . 2369. 当 p < 1 且 g < 1 时收敛， 2370. ⑷当 n > — 1 时 收敛 ; 

(b) 收敛 . 2371 .当 min(p,g) < 1 且 max(p,q) > 1 时收敛 . 2372. 收敛 . 2373 •收 
敛 . 2374. 当 p > 1 且 g < 1 时收敛 . 2375. 当 p > l,g 为任意数， r < 1 时，以及当 


p = l,g > l,r < 1 时收敛 . 2376 . ⑷当扒 < 1 (i = 1,2，... ,n),^ lP , > 1 时 收敛 ; 


(b) 当 o:>-l ， /3>-l,a + 0<-l 时收敛 . 2377. 当 P n (:r) 在区间 [0, +oo ) 上无根且 n > m + 1 


时 收敛 . 23T8. 不是绝对收敛 . 2379. 不是绝对收敛 . 2380. ㈤ 当 — 1 < $ < 0 时绝对收 
敛； 当 0 < 宁 < 1 时条件 收敛； （ b) 绝对 收敛； （ c) 收敛 . 2381. 当 p > —2'q >p + l 时绝 
对 收敛； 当 p>-2 ， p<g^p + l 时条件收敛 . 2382. 当 0 < n < 2 时条件收敛 . 2383 •当 
n > m+1 时绝对收敛；当 m < n = m+1 时条件收敛 . 2385. 不可能 . 2392. In 2393. 0. 
2394. jt. 2395. 0. 2397 . 誓 . 2398. 4^. 2399. 2400. (a) 9.9 - 8.1 lge « 6.38; (b) 

2- 1^2 « 0.56; (c) | + f « 0.97. 2401. f. 2402. na 2 . 2403. nab. 2404. |a 3 . 2405. 
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答案 


ffv^p 2 . 2406. ^J A ^_ B2 ■ 2407. 3ita 2 . 2408. 2409. 盖 . 2410. i coth f ^ 

0.546. 2411. (3jt + 2) : (9jt — 2). 2412. x = cosh S,y — sinh S. 2413. 3jta 2 . 2414 . 吾 . 

2415. ^-(An 3 + 3n). 2416. 6ita 2 . 2417. (a) f. 益； (b) Jta 2 (吳 _9). 2418. a 2 . 2419. 

2420 . 年 . 2421. ^(3+4\/2). 2422. (a) —; (b) lln; (c) 士 . 2423. 

2424 •- (1 — I In2 + 含 ). 2425 •⑷ |; (b) 卜吾； （ c) 4 舍； （ d) jr (1 + 誉 ) ； (e) Jt (l - f) a 2 . 
2426. fa 2 . 2427. Ka 2 y/2. 2428. a 2 . 2429. fjca 2 . 2430. 2431. ^(lOv^ - 1). 

2432. 2^/:r 0 (帥 + f) +pln v^+j|o + § . 2 433. VK 2 - a' 2434. xo-y/2 + VlT^ - 

In 1+ Y+^| 2X ° -- 2435. 2436. aln^±| - b, 2437. lntan(f + f). 2438. a Inf. 

2439. 4a ^l+3\/3 In ^ j . 2440. 6a. 2441. 2442. 1+^ ^) 、. 2443.8a. 

2444. 2jt 2 a. 2445. (a) 2a (cosh \ VcoshT ~ 1) -v^aln (b) |(coshf 2T~ 

1). 2446. JiaVl + 4 jt 2 + f ln(2jt +Vl +—4 j?). 2447. 2448. 8a. 2449. p[^2 + 

ln(l + a/2)]- 2450. 學 . 2451. a(2jc - tanhjt). 2452. (a) 2 + |ln3; (b) 6|; (c) sinh/2; 

(d) T. 2455. ^ % 0.73. 2456. f(2a + c). 2457. ^[{2A + a)B + (A + 2a)b\. 2458. 

^f[(2A+a)B-\-(A-\-2a)b]. 2459. \SH. 2462. fa6c. 2463. fjtabc. 2464. 扭 2465. 
fa 3 . 2466. |a 3 (Jt-I). 2467. ffa 2 Vafo. 2468. 2469 . 舍 . 2470. ^a 3 . 

2472. fjtab 2 . 2473. (a) 帶； （ b) 譬 . 2474 . ⑷ 誓； （ b) 2 冗 2 . 2475. (a) ^Jtafo 2 ; (b) 

2476 , ⑷ f; (b) 2 jt. 2477. 2n 2 a 2 b. 2478. 2479, ^. 2480. (a) 5;r 2 a 3 ; (b) 

6jt 3 a 3 ; (c) 7n 2 a 3 . 2481. (a) 盖 Jtab 2 ; (b) %na%. 2482.1. V x = ffjt; F y = 盖 jt. 2483.1. 
(a) §Jta 3 ; (b) fyt 2 a 3 . 2483.2_ (a) ^[V21n(l + ^2)-|]; (b) (c) 2484.1. 

|(jt 4 -h6jt 2 )a 3 . 2484.2. §7t. 2485. 2486. ^ ^2lvT3 + 2In . 

畚 

• 2489. 

⑷警 (2x 0 + v) \/2px 0 +p 2 - p 2 ; (b) f [(p + 4x 0 ) ^2x 0 (p+ 2x 0 ) - p 2 In v^+ 戈 + 2 m . 

2490. (a) 2jt6 2 + 2jta6=^; (b) 2jta 2 + ^ln [f(l+e )], 其中 为椭圆的离心率 . 

2491. 4jt 2 ab. 2492. ~-na 2 . 2493. (a) na {2b + a sinh ^); (b) 2na (a + £> sinh 吾 — a cosh ^). 

2494. 4Jta 2 . 2495. (a) —na 2 ; (b) 16jr 2 a 2 ; (c) ~7ia 2 . 2496. ~a 2 (4y/2~l). 2497. ^rca 2 . 

2498. (a) 2jta 2 (2 - y/2); (b) 2jta 2 \/2; (c) 4jta 2 . 2499. ^^=[14^ + 171n(2 + y/E)} % 

1.013. 2500. V - f p 2 ; P = 2np\2 + \/2) + ln(l + \/2)]. 2501.1. M 1 = 2a 2 ; M 2 = 誓 . 

2501.2. 51n(l + ^2)]. 2502.1. Mi = ^;M 2 = 餐 . 2502.2. I x = ^a 4 ,I y = 

\a\r x = a^ry = ay/%. 2503. M 2 (x) = ^; M^ y) = 2504.1. Mr = ^,M 2 = 

^r 2 h 3 . 2504.2. 2507. x 0 = a^;y 0 = 0. 2508 •( 斋 a, 盖 a). . 2509. 

(f 5 i)- 2510. (0,0, fa). 2511. 外 =y - a ， 其中 a = axctan 忐； r 0 = ^ 二 爪 2 . 对数 

螺线 ro = A::/ —。). 2512. cp 0 - 0,r 0 = fa. 2513. 抑 = na,y 0 - fa. 2514. 

仰 =§a )2 /o = 0. 2515. (0,0, f). 2516. 75 kg. 2517. A h = mg^ K , Aoo = mgR , 其中 p 

为地球表面的重力加速度 . 2518. 5 J. 2519. 17400 J. 2520. %a z pg (p 为水的密度， g 为重 
力加速度 ) _ 2521. 7xl0 6 N (708| 吨力 ). 2522. v 0 T+^T 2 . 2523. ^tiSuj 2 R 5 . 2524 •引 


2487. 2aVWTW+ — In S: 2 十 4b2 , 2488. ^ [(^5 _ v^) + In 吻巧乃 - _! ) ■ 

A 




力在坐标轴上的射影 X = 0,2 /二其中为引力常数 . 2525. 2nkmS 0 { 1 - —^― ), 

\ V a 2 +b 2 ) 

其中 fc 为引力常数 . 2526• 大约 3 小时 . 25：27. 容器应当是把曲线 y = CV 4 环绕 Oy 轴旋转 
所成的曲面围 成的 . 2528. Q = Q 0 *2- tAo . 2529. 99.99%. 2530. 表中的值给出定 

积分近似计算出的答案 . 2531. -6.283 2, 2532. 0.693 15. 2533. 0.835 66. 2534. L467 5. 
2535. 17.333. 2536. 5.402 4. 2537. 1.370 39. 2538. 1.229 3. 2539. 0.915 966. 2540. 

3.141 59. 2541. 1.463. 2542. 0.317 9. 2543. 0.886 2. 2544. 5L04. 2545 • 



第五章 

2546 ; •• 2547. •• 2548. 3. 2549. L 2550. 2551• ⑷ (b) 

T ^ l ： s ~ a q W . 2552. 1 - V 2. 25 53 •仅当 z 为整数）时收敛. 2556 .发散. 2557. 

发散. 2558. 收敛. 2559. 发散. 2560. 发散. 2561. 发散. 2562. 收敛. 2563. 收 
敛. 2564. 发散. 2566. 可能收敛，也可能发散. 2567. (a) 可能收敛，也可能 发散； （b ) 发散‘ 
2578. 收敛. 2579. 收敛. 2580. 收敛. 2581. (a) 收敛； （b ) 发散 • 2582. 收敛. 2583. 
收敛. 2584. 收敛. 2585. (a) 收敛； （b) 收敛； ⑷对任意的 a 和: r 都收敛. 2586. 收敛, 
2587. 发散. 2588. 发散. 2589. (a) 收敛； （b) 收敛； （c) 收敛； （d ) 收敛. 2591.2. n > 13. 
2595. 收敛. 2596. 收敛. 2597. (a) 收敛； （b ) 发散. 2598. 当 P > 2 时收敛. 2599 .当 
¥>1 时收敛. 2600 .当 p >鲁时 收敛. 2601 .收敛. 2602 .当 p + g>l 时收敛. 2603. 
当 q > P 时收敛 ■ 2604. 当 | + g > 1时 收敛. 2605. 当 a(g — p) > 1时收敛. 2607. 

当 g ：> p+l 时收敛. 2608. 当 p > 0时收敛. 2609. 当 p > 0时收敛. 2610. 当 p > |时收 
敛. 2611. 当& / 1时收敛. 2612. 当 p > 1时 收敛. 2613. (a) 发散； （b ) 发散. 2616. 
当 x < * 收敛. 2617. 收敛. 2618. 发散. 2619. (a ) 当 p > 1时 收敛； （b) 当 p > l，g 为 
任意数时，以及当 p = l,g > 1时均收敛. 2620 •⑷ 发散； （b) 收敛； （c ) 发散. 2621. 收敛 • 
2623. 1.20. 2626. 当 a >善时收敛. 2627. 当 a = |时收敛. 2628. 发散. 2629. 收敛. 
2630. 当 a > 2时收敛. 2631. 收敛. 2632. 收敛. 2633. 收敛. 2634. 当 c = 0, § < -1 
时收敛. 2635. 发散. 2636. 当 a # 0时收敛. 2637. 收敛. 2638. 发散. 2639. 收敛. 
2640. 当 a = 时收敛. 2641. 收敛，其中 a < - 1 . 2642. 收敛，其中 a > ^ 2643. 
当心> e，c = 0时，以及当 a c > 1时均收敛. 2644. 当 a + b > 1 时收敛_ 2645. 收敛. 2646. 
收敛- 2647. 收敛. 2648. 发散. 2649. 收敛. 2650. 收敛. 2651. 收敛. 2652 .当 
a > 2时收敛. 2653. 收敛. 2654. 收敛. 2655. (a) N > 100 000; ㈤ iV > 12; ( c ) TV > 4. 
2659 .誉. 2660. if. 2661. In 2. 2662. (a) fin 2; (b) ^ In 2. 2664. 收敛. 2665. 

(a) 收敛； （b ) 收敛. 2666. 不能得到. 2667. 收敛， 2668. 收敛. 2669. 收敛. 2670 •发 
散. 2671. 收敛. 2672. 收敛. 2673. (a) 发散； （b ) 收敛. 2675. 当 p > 1 时绝对 收敛； 当 
0 < p 彡 1 时条件收敛. 2676. 当 p > 1时绝对 收敛； 当0 < p < 1时条件收敛. 2677 .当 
V > 1 时绝对收敛；当 | < p 彡1时条件收敛. 2678. 当 |x - jcfcl < f (fc 为整数）时绝对收 
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答案 


敛；当 a : = W 土 f 时条件收敛. 2679.当 z 不为任意负整数时条件收敛. 2680. 当 p > 1时 

绝对收敛；当0 < p 彡1时条件收敛. 2681. 当 p > 2时绝对 收敛； 当1 < p < 2时条件收敛. 

2682. 当 p > 1时绝对收敛；当 - < p 彡1时条件收敛. 2683. 条件收敛. 2684. 绝对收 

敛. 2685. 发散. 2686. 条件收敛. 2687. 当 p > 1时绝对 收敛； 当-< p 彡1时条件收敛. 

2688. 发散. 2689. 当 p > 2时绝对收敛；当0 < p 彡2时条件收敛. 2690,收敛. 2691.发 

散. 2692. 当 g > p + 1时绝对收敛；当 p < q ^ p+l 时条件收敛. 2693. 当 p > 1 ， g > 1 

时绝对 收敛； 当0 < p = g < 1时条件收敛. 2694. 当 p > 1时绝对 收敛； 当 p = 1时条件收 

敛. 2695. ( a ) 当 p > 1时绝对 收敛； 当 p = 1时条件收敛； （ b ) 当 p > 1, g > 1时绝对 收敛； 当 

0 <p = q^l 时条件收敛. 2697. ( a ) p > 1; ( b ) 0 < p ^ 1. 2698. ( a ) 收敛； （ b ) 收敛； （ c ) 

收敛. 2699. ( a ) q > p -\- l ; ( b ) p <q 1 . 2700. 当 m > 0 时绝对收敛；当 一1 < m < 0 

♦ 

时条件收敛. 2703. ( a ) n ^ 1 000 000; ( b ) 1.32 - 10 16 . 2706. ( a ) 发散； （ b ) 可能收敛，也 

可能发散. 2707.|. 2708.1. 2709. - f . 2710. 2716.当 | o :| > 1 时绝对收敛. 

2717. 当 a : > 0时绝对收敛；当 a : = 0时条件收敛. 2718. 当 a :>-| 和 a :<- l 时绝对收 
敛. 2719. 当 | x | / 1时绝对收敛， 当; r 二-1时条件收敛. 2720.当|和 
\< x < 时绝对收敛. 2721. 当 |;r - ji / c | 彡 g ( A : = 0, 士1，士2,… ） 时绝对收敛. 2722. 

当 p > 1和 : r / /c ( A : = -1， -2, … ） 时绝对收敛，当 0< p < l ,; r # fc 时条件收敛. 2723.当 
q > p +\ 时绝对收敛，当彡 p +1 时条件收敛. 2724.当 |; r |< l 时绝对收敛. 2725.当 
| x | < 1时绝对收敛. 2726. 当 M / 1时绝对收敛. 2727. 当 : r / — 1时绝对收敛. 2728. 
当 ; r > 0时绝对收敛. 2729. 当0 < |; r | < + oo 时绝对收敛，其中 | a | > 1;而当 | a | 彡1或 
x = 0 时发散. 2730. 当 : r = 2 和; r > e 时绝对收敛. 2731. 当 a ; > 1时绝对收敛. 2732. 
当0 < min ( a :, y ) < 1 时 收敛. 2733. 当 |; c | < 1,0 < y < + oo 和 |; r | > 1, y > |; r | 时绝对 
收敛； 当 a : = -1,0 彡 y < 1 时条件收敛. 2734•当 max (| x |, | y |) < 1时绝对收敛. 2735. 
绝对收敛域为： (1) 0 ^ a : < l,-oo < y < + oo ; (2) x = l,y > 1; (3) x > l,y > 2. 2736. 
当 - / cjt | < f 时绝对收敛，其中 为整数. 2738. ^ < \ x \ < 2; . 2739 - 

( a ) 当 ; r > 0时绝对收敛，当 — 1 < ;r < 0时条件收敛； （ b ) 当 p + a : > 0和 a ; = 0,1，2,… 

时绝对收敛，当_ 1<0 + 0 ：< 0 时条件 收敛； （ c ) 绝对收敛域为： （1) ㈣ < l ， y 为任 意数; 
(2) x = d = l,y > (3) x 为任意数， y = 0,1,当 x = 1,-! < y < \ 时条件收敛. 

2743. 当 e = 0.001，： = VOT 时 iV 彡 3 m . 非一致收敛. 2744. n > 1. 2745. n ^ 39. 
2746. ( a ) 一致 收敛； （ b ) 非一致收敛. 2747. —致收敛. 2748. 非一致收敛. 2749. 一致收 
敛. 2750. 一致收敛. 2751. ⑷一致收敛； （ b ) 非一致 收敛; （ c ) 一致收敛. 2752. ( a ) 非一致 
收敛； （ b ) —致收敛. 2753. 一致收敛. 2754. 非一致收敛. 2755. ( a ) 一致 收敛； （ b ) 非一致 
收敛. 2756. ( a ) 非一致 收敛; （ b ) —致收敛. 2757. 非一致收敛. 2758. ⑷一致 收敛； （ b ) 非 
一致收敛. 2759. 一致收敛. 2760. ( a ) 一致 收敛； （ b ) 非一致收敛. 2761. 一致收敛. 2762. 
一致收敛. 2763. 不一致收敛. 2767. ( a ) —致 收敛； （ b ) 非一致收敛. 2768. ( a ) 一致收敛. 

( b ) 非一致收敛. 2769. 非一致收敛. 2770. 一致收敛. 2771. 非一致收敛. 2772. —致收 
敛. 2773. ( a ) 非一致收敛； （ b ) —致收敛. 2775. ( a ) 一致收敛； （ b ) 非一致收敛. 2776.非 
一致收敛. 2777. —致收敛. 2778. —致收敛. 2779. 一致收敛. 2780. —致收敛. 2781. 
一致收敛. 2782. —致收敛. 2783.能. 2785. 不一定. 2795. ( a ) 当 |; r | < 1时存在且连 
续； （ b ) 当 |； r | < + oo 时存在且连续；⑷当 | o ;| < + oo 时存在，当 a : = 0时不连续. 2799. ( a ) 


答案 


• 367 • 


当 a ； / - A : (fc = 1，2,3,...)时存在且 可微； （ b ) 当 M < +00时存在，除 x = 0外处处可微. 
2802 •⑷ a 为任意数； （ b ) a < 1; ( c ) a < 2. 2805. 不合理. 2806. ^ In 2. 2807. 1. 2808. 
( a ) 1; ( b ) 誓. 2809. 合理. 2810. 合理. 2811. ( b ) 不一定. 2812. R = 1;(-1，1).在 
x 二 -1 处，当 p > 1时绝对收敛，而当0 < p < 1时条件收敛；在 x = l 处，当 p > l 时绝 
对收敛，而当 p < 1时 发散. 2813. R = 在 z = _| 处条件收敛，在 x = -| 

处发散. 2814. R = 4; (-4,4). 在 a ; = 士4处发散. 2815. R = + oo ; (- oo ,+ oo ). 2816. 

~ ( _ U ) •在 ^ = i g 处发散. 281 T . R = +00; ( — oo , + oo ). 2818. /? = 2; ( — 1, 3). 
在 : r = — 1处，当 p >2 时绝对收敛，当0 < p < 2时条件 收敛； 在 : c = 3 处，当 p >2 时 
绝对收敛，当 P 彡2时发散. 2819. R = 2 p ; (~2 p ,2 p ). 在 ; r = -2 P 处，当 p > 2时绝对收 
敛，当 p 彡2时 发散； 在: r = 2 p # ，当 p >2 时绝对收敛，当0 < p < 2时条件收敛. 2820. 
R = 1; ( — 1， 1). 在 x = —1 处，当 m 彡0时绝对收敛，当 m < 0时发散；在 : c = l 处，当 m 彡0 
时绝对收敛，当 — 1 < m < 0时条件收敛. 2821. R = (- R , R ). 在 a : = - 丑处， 

当 a 彡6时条件收敛；当 a < 6时绝对收敛；在 :c = i ? 处，当 a 彡6时发散，当 a < 6时绝对收 
敛. 2822. R = max ( a , b );(- R , R ). 在 x = 士丑处发散. 2823. R = 1;(-1 3 1).在 ： r 二干 1 
处，当 a > 1时绝对 收敛； 当 a 彡1时发散. 2824. = 1; (-1， 1). 在 ： c = 土1 处绝对收敛. 

2825. R = 1; (-1,1). 在 ; r = -1 处条件收敛；在 ;r = 1 处发散. 2826. R = 1] (一1, 1) .在 
x = - I 处 发散； 在 : c = 1处条件收敛. 2827. R = 1; (-1,1). 在 z = ±1处发散. 2828. 
R = 在 ： r = 士| 处发散. 2829. R = I ； (-|,|).在 a ； = 土 I 处发散. 2830. 

R 二 1;(-1,1). 在 ； r = 土 1处绝对收敛. 2831.⑷丑=1;(-1, 1). 当 ； r = 土1时条件收 
敛； （ b ) 当0 < a : < 2时绝对收敛，当 ； r = 2时条件收敛； （ c ) 仅当 x 0 时 收敛. 2832. 
丑二 1; (-1,1). 在 ; r = -1 处，当7 — a - /? > 0时绝对收敛，当 —1<7 — 时条件收 

敛； 在 rr = 1处，当 7- a -/3>0 时绝对收敛，当时发散. 2833. : r > 0. 2834. 


| z | > 2835. 0 < | a ：| < + oo . 2836. a : > -1. 2837. \ x ~ kn \ < f , 其中 fc 为整数. 2838. 

- l +3( x + l )—3( x + l ) 2 +( a ;+ l ) 3 . 2839. ( a ) E ( lx | < | a |); ( b ) (』=2 +i (\ X ~H < 


n=0 


a~b\y, (c) (|x|>|a|). 2840. ( 0 < ^ 2); ln2. 2841. 


E(|^t(W<+oo) 

n=0 

+O0). 2844. £ ^ 


2842. En=o ^ (1^1 < + ⑴). 2843. E (-1 广 


+ 12 


2 ti — 


2n 


(2n)! 


(|x|< 


x 71 (\x\ < +oo). 2845. fiX+ 吨 2 /) d + M 1 — 上、 3 2 . 1 2 ) / + . ■- (|a:| < 


!)• 

(工一 U 3 


2846. 1 


-心 2 


P 2 (2 2 -m 2 ) t4 _ 
4 ! X ~ 


4 9 9 


(W < 1). 


2847. 1 + (a: - 1) + (x - 1) 



+ 


(0 < x < 2). 2848. e(l 


+ 吴 2 ^ — + • ♦ •) 0| < 1)• 2849* sin(cc + 


h) = sin x + /i cos x - 
藝 cos x + ^7 sin a: + 


r\ O 

+ h cos x — 4 r sin x — 4 r cosx + 


砉 _ _ 


(\h\ < +oc);cos(x + /i) = cosx — hsinx — 


9 ♦ ♦ 


(\h\ < +oo). 2850.1 •⑷ （ -2,2); (b) (3,7). 2850.2, 不存在 • 


2851. E~o 


2n 


n\ 


(\x\ < +oc)_ 2852. 1 + £( 一 1 广 


,2ti — 


(2n)! 


rx 2n (\x\ < +cxj). 


2853. 


I EC-ir^cl^T ^ 1 (W < +oo). 


l)x n {\x\ < 1). 2856. x + X ； 


2n 


n+1 


n! 


2858. ^ E[l-(-2) n ]^ n (W<|). 


2854. f ： (|^| < 1). 2855. En=o( n + 

n=10 

- 2857. < 1). 

2859. E [l + ^l 

n=0 匕 - 




2860- ^ £ 




一 i) 
2 


f (|叫 < 1). 2861. E 其中如 =$ 

n=0 . 


n+1 



-i) n 


V 5-1 

~2~ 


n+1 


( 斐波那契数 )， x e 


y/5-l Vb-l 


2862. (a) i n sin 


2jt(n+l 

3 


(|a;| < 1); (b) ^2 c n x n , 其中当 n = 4fc 时 c n =: 

n=0 

n = 4fc + 2 或者 n = 4fc + 3 (fc = 0, 土 1 ，士 2, •”）时 


1 ;当 


4fc + 1 时 C n 


-1 ; 当 


a /( 1000 )(o) 


1000!. 2863. 


S^° = i^ n cosna (\x\ < 1). 


a | 


2864. sinna (|xj < 1). 2865. J2 x n sinhna (\x\ < 

n=0 

0 奶 " , .v _ ^ f-i、n + l I fl , —i、[f J + 1 竹 / i > 


i 2 ^^(\ x \ < 1). 


(-l) n+i + [l+(-l) n U —1)L2J 丨 n 


^ ^ 1). 2868. < +—. 2869. £ (-1 广 ^^ (|x 

iM r\ 


^ l) ； f. 2870. 


( 口 ! (W ^ !) - 2871. x+ E {(-ir ^C 1 } (MU). 


2872. 


2 E (|a:| < 1). 2873 . ⑷料艺 (-l) n 

n=l n=l 


+ 1 


+ 1 


(- i <“ i );( b ) E ^(- i < 

•秦 r\ 


(n+1) 


X < 1); (c) arctan2+ E ^l^-T 


-271 — 


1 (-^ x <|)；( d ) E {(- I ) w ^ iy } ( N < 

n=0 v J 


V ^)； (e) E(-l) n+1 


^TT (kl 彡 1); ⑺当 o < 0 ： 彡 1 ， 一 1 彡 x < 0 时 2\x\\l+ E 


2n(2n-l) 


^ iMs ) ! + ^ 


+ E^{ ^C? } (1 杉 1); W 


-1 + 


2 


+ E(-i) n 


2n-l)H 


(2n)!! 

(2n — 1)!! 
(2n+2)!! 


r 2n+2 

2n+l 


( WO . 


2874. (a) e x2 (2x) n + ^^(2x) n 



(b) Q n + n(n^l) a n-l a;+ n{n-l)^n-2) ^-2^2 



_ 

) 


_ 

n(n-l)(n-2)(n-3) (2j；) n — 4 + … • 


(C) (-l) n (1+ ^2)n 如 


+ 


|(n _ l)x n ~ 2 -j- 

2877. g ^ ( 


♦ 争聲 


2875. S + l) 2n (-2 ^x^O). 2876. - E 去 （W > A 


2n+l 


x+1 


(x>0). 


2878. ^+E 


n+1 


(2n)H \ 1+x 


(x > -*). 2881- 


2 X ~ 12 X 


24 


♦.参 


(|x| < 1). 2882. 1+ f ； H 


n+1 (n-l) 


(|x| < +oo). 2883. 


E 


(2^)! 


(2n 2 -2)! + (2n-4)! 


x n (|x| < +00) ， 其中 0! 


1 ,(- 1 )! 


oo , (-2)! 


OO ， 寺寺 


2884. 2 ^2 (1 + I + … + 士 ) : +i ( - 1 《尤 < 1). 2885. rr + 2 E ^4n^-i a ： 2n+1 (l a: l < 1) 


2886. ^ 


COS 


n?i 


x n (|x| < +oo). 2887. £ 


sm 


x n (|a:|<+oo). 2888. £ {(-l) n 




2889. 


E(-ir- 1 (i + 告 + … .+ 

a=l v 


2n_l 


(1^1 < i ) 


2890. E 22 二 ^ !) - 


2 


2891* x -f- | 工 3 + + 


9 4 4 


( W < f ). 


2892 - x 


+ 知 5 + 


9^9 




2893. 


1 X - J 5 x3 ~ 盖工 5 — 


工， f ： 卩 = 丄 ， 2 ，… ■ 


|gX 5 - {\x\ < n). 2894. E 0 

2895. P 0 {t) - 1; P n {t) = ^^-[t 71 


n(n—1) >n —2 , n(n—l)(n—2)(n—3) in—4 
2(2n—l) C 十 2 4.(2n — l)(2n-3) C 


,.](n 彡 1) ( 勒让德多项式 ) _ 2896 - E SnX n , 其中 s n 


x ； a k ,x € (-1,1). 2897, (a ) 丑彡 mm(R u R 2 )] (b) R ^ RiR 2 ^ 2901. 乞 ：（ -l) n 


k=0 


g ； 2n + l 

n!(2n+l) 


(\x\ < +oo). 


2902. x + E C + i 


2903. X ； (-l) n 


x 2n + l 

(2n+l)(2n+l) 


(W < 


+ oo ). 


2904. Z^(- 1 ) n ( 2 7l+ i)2 (| 尤 | 《 1). 2905. — + — … （W < 1). 

2907. arctanx (|a:| ^ 1). 2908. coshx(|x| < +oo) ， 2909. 


2906. 4 In 與 


1- 


ln(l - a:) (0 < |x| < 1). 2910. (-1 ^ x < 1). 2911. 


x ( l — x ) 


2913. 


2x 


(1 —x) 


(W < 1) 


(1 一 


(|x| < 1). 2916. R = 2](x- l) 2 + (y - l) 2 <4 


^;x 2 + y 2 < |. 2918. R 


l ； x 2 + 2/ 2 < 


2919. R 


2 sin f ; (x — cos a) 2 + (y — sin a) 2 < 4 sin 2 % . 


2917. ^ = 75；^ 2 + y 2 < i 2918. R = l;x 2 + y 2 < 1. 2919. R = l;x 2 +y 2 < 1. 

2920. R = |2sin f I ; (x - cosa) 2 + (y - sina) 2 < 4sin 2 f. 2921. 2.080 ， |_R 3 | < 0.001. 
2922. (a) 0.876 06 = arc 50 。 11’40 〃； （ b) 1.995 27; (c) 0.606 53; (d) 0.22314. 2923. 0.309 02. 

2924. 0.999 848. 2925. 0.158. 2926. 2.718 282. 2927. 0.182 3. 2928. 3.1416. 2929. 

3.142. 2930. 3.141 592 654. 2931. In2 = 0.693 15; In3 = 1.09861. 2932. (a) 0.747; (b) 
2.835; (c) 1.605; (d) 0.905; (e) 1.057; (f) 0.119; (g) 0.337; (h) 0.927; (i) 8.041; ⑴ 0.488; 
(k) 0.507; (1) 0.783. 2933. 3.82. 2934. 4.84. 2935. 20.02 m. 2936. | - ^ cos 2a: + 


^ cosAx. 2937 . 傅里叶级数就是多项式 P n (x). 29SS. ^ 

fc = l 


2939. 


2A 


2 fe+l sin (^ + 1) T _ 

fe =0 


2940. 2 £ (-l) n 


+ 1 si 


• 2941. £ 


. 2942. f 


4 cos(2fcfl 


f E 


k=Q 


(2fc+l)2 • 


2944. |jt 2 + 4 


2943 (b—a)n I 2(ar-6) 


fc =0 


cos(2fe+l)x 


(2fc+l) 


+ (« + &) E(-i) n 


+ 1 si 


(~ i) n + i 


cos nx. 


「 oo 

2945. 2si ^ a i + (- l ) n+1 - 

. 71=1 


cos nx 


2946. 2 ^ na 


+ 工 71 S 


2947. 


2sinh na 


E 


+ ln si 
^+ a 2 


2948. 2 sinh ah 


2ah 



E(-i) 


ah cos 


nn 


(a/i) 2 + (jm) 


• 2949. a + Z + ^ S n ( s ^ 


sin 半 cos 


cos ^ sin ^ 


)( a < 


n+1 


x < a + 2/). 2950. 1 - ^cosx + 2 E 


cos nx. 


2951 - ¥ E ^ 


n + 1 


(4n 2 —1) 


sin 2nx. 


2952. ^ g {(-1) 

fe = 0 k 


k cos(2fo+~l 
2k+l 


2953 ^E sm(2k + l)x. 2954. i | 


2955 .|-i E 


in 2jmx 


( x ^ 整数 ) • 2956. \ — Y1 


cos 2jt(2n+l 

~(2n+l) 2 


2 4 cos 2kx 

K~ n 4fc 2 -l • 


2958. i + ^E i ^ r cos2/ca;. 

k = l 

^)+ E [fln(l + V2)-^E 

n=l L k=l 


2959. $ + 2 £ ^cosnx. 


一 1 


fc-1 


(4fe-3)(4fc-l) 


cos 4nx (—^ <x< I). 


2960. Mn(l + 
2961- (a) ^ + 


4 E ^^f-cosnxi-n ^ ^ n); (b) 2 jt ( -1 [ +1 sin no ; -豊 E (° ^ ^ (c) 


k = 0 


4?r 

"3 


+ 4 E ^-4 jt E 


(0 < x < 2 ji ); 2 


jc 2 

F 5 12 ? " T * 


2962. X 2 = ^+4 ^ (_l)nc^nx 


X = 


2 冗 2 E (- l ) n+1 


+ 12 E (- i) n 




48 gL ^ li cosra 


2 Q @3 Q ) • 33 XQ +3 Q 


^JT 4 + 87t 2 

n=l 

OO 



2964. § - cos 


2nnx 
~3~ 




cos 2nnx 


2^ 


(0^x^3). 2965. 



■^r ^2 cos 2A;:c, 2966. q n sin nx 


• v 一 ♦秦 霹 • _ 

(|g| < 1). 2967. 1 + 2 ^2 Q n cosnx (|g| < 1). 2968. ^2 q n cos nx. 2969. —2 ^ cos nx. 



• 370 , 


答案 


2970. - In 2 - £ 

n=l 


cos nx 
n 


. 2971. - In 2 + V ； 


(一 i ) 


n+1 


cos nx 


oo 


n 


n 


• 2972. -2 53 

fc=0 


cos(2fc+l)x 

2fe+l 


2973. 


2974 ■咖 —笋 + 祭 & 線 . sin 


fe =0 

a 

2 


^ X) (2k+TF cos 


fc =0 

(2fc+l)jts , 4a ^ ( 一 l) fc+1 


(2fc+l)jis • 
2a ， 


y ( s ) 


k=0 


2a 


+ 砮 E 


fe =0 




2975. f (- x ) = 


-/( x )_ 2976. f (- x ) = - x ) = f { x ). 


} (0 


{ 


2 — 8 (-l) fe 

(2AH-1) 2 _ n (2bj-iy 


(2fc+l)2 


& 彡 f ); ( b ) E 

ft=0 

« 2n =0 (n = 0 , 1 ， 2 ,… • )，& 2n = 0 (71 = 1 ， 2 , 


2 (- 1 ) 


fc+1 



8 




sin (2/ c + \)x > (0 彡 z 彡号） • 2978. 


矗龕 》 


)♦ 2979. a2n-i = & 2 


n 


2980. ( a ) a n = 0, 62fc-i = 0; ( b ) a n = 0 ，& 2fc = 0, 2981, a 


n 




0 (n = 1，2, 3,…） • 


bn . 2982. a 


n 


dn ， 


^0 5 = 


b n . 2983 - a n = a n cos nh + 6 n sin nh ， b n 

sin n/i r> _ L sin n/i 


6 n cos nh — a n sin nh . 2984. Ao 


nh 


B 


n 


bn 


1，2,…） _ 


2986. 


nh 


2987. 


2991. In 2 - 2992]. 

誓 -3. 2998. 誓 - fl . 

a m — ix m 一 1 + 


• • • 


(n = 1 ， 2 ,…）. 2985. Aq = a §, A n = & n ； = 0 (n = 

2988. 21 n 2 - 1. 2989. 2990. 士 （1 + ! + ... + 告）. 

2993.1. 2994. 2(1 - In 2) ‘ 2995. 2 e . 2996, 3 e 2 . 2997. 
2999. i ( cosl - sinl ). 3000. i (21 n 2- |). 3001. e x { a rn x 7n 

• • (n — rn 


+ Q ； o )， 其中系数 a *： (/c = 0, 1，…， m ) 由等式 P ( n ) = a m n(n — 1) 

2 


1 ) + a m - in ( n - 1 ) • _ • ( n-m + 2 ) + _ _ • + ain + a 0 所确定 • 3002, e 


I X 


T 


+去 + i 


2 


3003. 


3004. 1 - 



( x 2 + x +^) e~ x 
cosh ; 当 x < 0 时 * (^ sin y /\ x \ - cos ; 当 

^ O m 八於 八本八 1 ( 1 I 2 


cos x — j sim 


, — \ 


3005 - 当 : r > 0 时 * ( 贵 sinhVx 


X 


o 时级数和为 a 


3006 


• 3007. 2xarctanx - ln(l + x J ) (|x| < 1). 3008, \ arctanx + I i n 1±£ (| x | < i) 

3009. (1 - x)~d - 1 (\ x \ < 1). 3010. (1 - f)'^ - 1. 3011. < 1). 3012 

(1^1 < 1)- 3013. ( l -\-2 x 2 ) e x2 . 3014. ’ 


X 

(1 — X 


73 + | ln 2. 3015. 


3016. 


V2 # 


3017 


Jl 
2 - 


3018. 


jr—a: 


2 


(0 < x < 2 n ). 3019. 


In 2 sin § 


(0 < x < 2 ji ). 3020. |1: 


sin 


x + oc 


sin 


a; — q 


3021. 当 0 〈： z ： < 2 a 时 f ，•当 < a : < 2 ?r - 2 a 时 0; 当 2 jt - z < 2 ti 时 

ZLGcrn-r (\^\ 〆 tt 、 QHOQ i 广 1 cosx\ x _ (\^\ 〆 _\ nr\r% a n 2 

4 # 


- 3022. fsgnx (\ x \ < n ). 3023. |(l - - fsinx (| a ;| < n ). 


3024. 


8 


^\ x \ (\ x \ < ^ c ). 3025. f (1 十 cosz ) - sinxIn (2 cos f ) (\ x \ < tc ). 3026. e COBX cos ( sinx )(\ x \ < 

= 0, 士1，士2, …）. 3028. 2( arcsinx) 2 (\ x \ < 1). 3029. 


4 

+ oo ). 


3027. x 


当 ： c > 0 时 


4 


in,y = jn (ij 

4\/x 


4—x 



arcsin 


(4-x) 


穿； 当尤 < o 时 


x-1 • 


3031 •兮. 


3032. ( a ) ( b ) 


I V ( l^n (2n—1)!! 1 

丁 1 、丄 ; (2n)!! ( 2 ^+ 1)2 • 

n=l 


l-x - 
2 


3033 - ( a ) 


X 


4 V / N \/ W + ^ 


2 


(1-x) 


o In 

(4 一 rr) 

(b) 


2 


3030. 


X 

x^T)^ m 


3034 •: L 3035. 


oo 


3036. \ 2 . 


3037 ^ - 


l 


n 


n(p+nq) * 


3038. 2 - 【 3039 - 


24 ‘ 


3040. 


3041. F ( k ) = f 


i+ E 


n 


(2n — l)!f 
(2n)H 


2 


k 


2n 


k 


2n 


2n-l 


3043. 2 jta 


3042. E ( k ) = f ( l - g 

L n=l 


(2 n -i)!! 

(2n)!! 


2 




4 


3\ 2 e 


，其中 s ： 为椭圆的离心率. 3047, 


2na 

n! 


3048. 当 a = -1 时为 oo ; 当 o ： = 0 时为 Jt ; 当 | a | < 1 (a ^ 0) 时为吾 ln(l + a ); 当 ㈣ > 1 
时 f In (1 + ^). 3049. 当 | a | < 1 时 0; 当 | a | > 1 时 jtln a 2 . 3050. 2 - 10 -6 . 3061. 


1 

4* 


3062, 2. 


3063,. 


3064 - a — ln2 . 3065 ，⑷不能； （ b ) 能； （ c ) 能； （ d ) 能， 3066. 


发散于 a 3067. 收敛 • 3068,当 p > 1时收敛. 3069. 发散于 d 3070. 对任意 p 均收 


答案 


. 371 . 


敛. 3071. 当 ai = a 时收敛，3072.当= f ； h 时收敛 • 3073. 发散于 0. 3074. 收 
敛. 3075. 收敛. 3076. 收敛. 3077. )($ 任意; r 备收敛. 3078. 对任意： c 均收敛. 3079. 


当 H < 1 时收敛 . 3080. 当 |:r| < 2 时收敛 . 3081. 当 |a;| > e 时收敛 . 3082. 对任意 
x 均收敛 . 3083 . 当 M < l,p 为任意数，以及 z = 士 l，p >\,q> \ 时收敛 . 3084. 对任 
意 3 ：和 p 均收敛 . 3085. 发散 . 3088. 条件收敛 . 3089. 发散 . 3090. 当 p > 1 时绝对收 
敛； 当 | < p < 1 时条件收敛 . 3091, 发散 . 3092. 发散 . 3093. 发散 . 3094. 条件收 
敛 . 3095. 条件收敛 . 3096. 发散 . 3097. 当 a ： > 1 时绝对收敛；当 | < a < 1 时条件收敛 . 

3109. F\x) = F(x) 1 +} { %)'^ E \fn{x)\ < +oo，|/; ㈤ I < c n (n = 1,2 ，...）， 其中 S c n < 

n=l n n=l n=\ 

+oo. 3111, 157.970 + e - 0.000 4 (0 < < 1). 3112. 10 2 866 - 7.7(1 + jtooo) (\ 6 \ < X )- 

3113. 0.079 8 • (1+ gfo) (\9\ < 1). 3114. 10 28 ■ 1.378 (1 + ^fg) (|6»| < 1). 3115. 10 42 • 

4.792 (1 + ^) 3116. 0.124(1 + 4) (|^| < 1). 3117. 0.355 (1 + ^) (\9\<1), 

3118. (2n - 1)!! - V2(2n) n e~ n+ T^ (|6» n | < 1). 3119 . 条 (|6> n | < 1). 3120. (a) 
1; (b) e ; ( c ) 音； （ d) 1. 3121. P^{x) = 1 — ^-x — j^x 2 + ^x 3 ;Pa(—1) ~ 3_43;i^l)= 
-1.57; P 3 (6) ^ 8.43. 3122. y = y Q + Vl ^—(x - x 0 ) + y H +y-1 ( 工 - ^o) 2 - 3123. 

VS 

y = 0.808 十 0.193:c-0.001 Olx 2 . 3124_ sinx 。《 蟲 1 - (^) 2 ; sin20° ^ 0.341; sin40° ^ 
0.645; sin80° e 0.994. 3125. P(x) = \{1x 2 -Ax a ). 3126. 7|. 3127. B n {x) =x\B n {x)= 

x 2 + ^, Bn { X ) =(1-^) (1-^) 工 3 + 吾 (1 _ *) ^ + 3128. 队 ㈦ =E/(a+^)- 

i=0 


c ； ^ a ) i ^ n x)n ^\ 其中 / = b - a . 


3129. B n ( x ) = |( l - a :)( l + x) 3 + ^(l + x ) 


4 


3130. B 2 n ( x ) 


1 —X 


E ❿ 


l + x 


l - x \ 
1+^ ) 


3131. B n ( x ) = e k 


1 



kl 


e 


1 


其中 z 


a . 3132^ B n { x ) 


竽 sin 击 

7 t 


其中 i = y /- l 9 3135, a 2 n - i ( x ) 


2 




r + 


COS 


2 n 




2 n 乙 
k=l 


n_k cos (2 fe — l)x 


2 n — 1 (2 fc - l ) 


第六章 

3136. 半平面 y ^ 0. 3137. \x\ ^ 1; \y\ ^ 1. 3138. 圆； r 2 + y 2 < 1. 3139. 圆的 
外部 x 2 +y 2 > 1. 3140. 环 1 < ;r 2 + 2 / 2 彡 4. 3141. 月形; r < x 2 + y 2 < 2x. 3142. 
-1 < a: 2 + y 彡 1. 3143. 半平面 x + y <0. 3144. 一对对顶的直角 |y| 彡 \x\{x^0). 3145. 

由直线 y = 0 my =~2 x 所围成的一对对顶的角，包含边界，但不包括公共顶点 0(0, 0). 3146. 
由抛物线 y 2 ^ x , y 2 = - x 和直线 y = 2所围成的曲边三角形，不包括顶点 0(0,0). 31 47 •同 
心环族 2jifc ^x 2 +y 2 ^ n(2k + 1) (fc = 0,1 ， 2, ...）. 3148. 圆锥 x 2 ^ y 2 - z 2 = 0 的外部，除 

去顶点，包含边界在内. 3149. 空间四个卦限的总体. 3150. 双叶双曲面 x 2 + y 2 -z 2 = -1 
的内部. 3151. 平行直线. 3152. 同心圆. 3153. 以 y = 士^为公共渐近线的等轴双曲线族. 
3154.平行直线. 3155 •以 坐标原点为顶点的直线束，但顶点除外. 3156.相似椭 圆族. 3157. 
位于第一、三象限内且以坐标轴为渐近线的等轴双曲线. 3158. 两节的折线族，其顶点位于 0?/ 
轴. 3159. ( a ) 在 2 = 0时为第一、三 象限; 在 z > 0时为两节的折线族，它的各节平行于坐标 
轴，而顶点位于直线 x + y = 0 上； （ b ) 两节折线，各节分别平行于 Oz 轴和 Oy 轴，并指向其正 
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答案 


向’顶点位于直线 y = Z 上； （ C ) 带有公共中心0(0, 0) 的正方形围线族,其边在 z > 0 时平行于 
Oo ; 轴和 Oy 轴； 在^ 0时退化为点0(0, 0); ( d ) 当之 < 0时，平行于轴的 直线； 当之 > 0 
时，顶点在拋物线 y 二 X 2 上的折线的二节，此二节分别平行于 Oi 轴和 Oy 轴，其中一节指向02/ 
轴的 正向； 当2 = 0时， Oy 轴的正 半轴. 3160. 经过坐标原点（不包括此原点在内）且与 Ore 
轴正交的圆束. 3161. 曲线 y = &. 3162. 曲线 y 3163. 圆心在 Or 轴上且与圆 

x 2 + 〆 = a 2 正交的 圆族. MM •与 Oy 轴正交且经过点 （- a ， 0) ， （ a ， 0) 的圆族 （不包 括这两 
点）. 3165. 若 z = 0直线族 z = mn，y = nn ( m，n = 0, ±1，±2, …）； 若 2 = -1 或之=1， 

正方形族 mjt < x < (m + l ) jt,rut <p < ( n-h 1) ji , 其中 (- l) m+n = 2 . 3166. 平行平面族. 

3167 ' 中心在坐标原点的同心球族. 3168. 当 u < 0,双叶双曲 面族； 当 u > 0,单叶双曲 面族; 
当 w = 0,圆锥. 3169. 椭圆柱族,其公共轴为 x + y = 0,2 = 0. 3170. 若 u = 0,同心球族 
x 2 + y 2 + z 2 (几= 0 ， 1 ， 2 ，...） ； 若以 =-1 或 W = 1 ，球层族 jm < x 2 + y 2 + z 2 < n ( n +1), 

其中（_1广 = 仏 3171. 方向为 z = f ( y),x = 0 的圆柱面，其母线平行于直线 y = ax,z = 0. 
3172.曲线 z = f ( x),y = 0绕 Oz 轴旋转所成的曲面. 3173. 顶点在坐标原点，方向为 

x = 1 ^ = /( W 的圆 锥面. 3174. 方向为 x ^ hz ^ f { y ) 且母线平行于平面的曲面. 
3176. /(1,^) = f { x , y ). 3177. y / lT ^. 3178. f ( t ) = 2 + t 2 -z = x - \ { x > 0). 

3179. f ( x ) ^ x 2 - x;z = 2 y + ( x ~ y ) 2 . 3180. f ( x , y ) = x ^ t 3183.2 .不存在. 3183.3. 

0; 不能. 3184. ( a ) 0,1; ( b ) 1; ( c ) 0, 1; ( d ) 0,1; ( e ) 1， oo . 3185. 0. 3186. 0. 3187. a . 


3188.0. 3189. 0. 3190. 1. 3191. e . 3192. In 2. 3193. ( a ) f ^ ^ ^ f ; ( b ) f < ^ < f 

和 f < W < T . 3194 .间断点 x = 0 ， y = 0. 3195 •直线 x + 2； = 0 的所有点. 3196. 0(0,0) 
是无穷型间 断点； 直线 X + y = 0 ( a : ^ 0) 上的点为可去间断点. 3197. 在坐标轴上的诸点. 

3198, 直线尤=爪冗和2/ = rm ( m，n = 0, 士 1， 士 2 , ...） 上的点的全体 • 3199. 圆周 x 2 + y 2 = 1 
上的点. 3200. 坐标平面 z = = 0 和 2 = 0上 的点. 3201. ( a , 6, c ). 3203.1 .—致 

连续. 3203.2. 一致连续. 3203.3. 非一致连续. 3203.4. 函 数在五 上连续，但非一致连续. 
3211.2. f “ x ， l ) = 1. 3212.1. fi (0,0) = 0,/^(0,0) = 0;函数在点 0(0,0) 不 可微. 3212.2. 


函数在点 0(0,0) 不可微. 3212.3. 函数在点 0(0,0) 可微 

_ rs 


V 1 ^ t 
_ 2 d 2 u 

S 7 , du ^ 

y(2x 2 -y 2 ) 

(X 2 +y2)5/2 


d 2 u 

dx 2 


d 2 u 


12 工 2 -% 2 , 絲 


6x 


d 2 u 


w 〜 _ I 一 X 

dxdy ~ _ 

3216. |2± = 

ax 

x(x 2 -2y 2 ) 
(x 2 +y 2 )5 / 2 • 


d 2 u 

dy 2 


2x 

y^ m 


0 = W - 8 

3215. 

OX y z 


3213. g 

Sx 2 . 32： 


3214. 鼗 


4 x - 8 xy ^, ~ 
碧 = 沒 + 士， 


(x 2 +j / 2 ) 3 / 2 


du 

dy 


^ y_ 

( 工 2+ 以 2)3/2 


du _ 
dy ' 

d 2 u 

， 


2x 


d 2 u 


2cos ( x + V )~ x sin ( a ; + y ) ，為 

_ 2x sing 2 du _ cosx 2 d 2 u 
V 5 dy ~, dx^ 

砦 = fsec 2 f,^=-^ sec i 


3217. = sin(x + y )-\- xcos ( x -\- y ), 


I 

’ dxdy 
3xy^ d 2 u 

(x 2 + y 2 ) 5 / 2 ， dxdy 

xcos(x + y),^ 


du 

dy 


^ s(x + y ) - X sin ( xy ), 0 

2sxnx 2 +4x 2 cosx 2 d 2 u _ 2 

y ， d^dy = ' 


0 


f^sec ' 

铗 sec2 


d 2 u 

dx 2 


d 2 u 

dx ^ 


涪二 y{y-l) x y-\^^ x y ~ l (l^ 

」、 d^u _ 1 d 2 u _ 2 彳 

x+y 2 9 dx 1 ~ (^+y 2 )2 ， Q^dy — - (^ 

谷 2 3 _ 2xy d 2 u _ x 2 — y 2 

3x1 ( x 2+y2)2 ， QxQy —一 ( x 2+ y 2)2 ， 

— 2x l 9 2 u _ n d 2 u _ 2v 

(1 十工 2 ) 2 , dxdy ~ - -^+^2)2 


2 x 4 






一 2x sin x 

— 7^ 

sin — sec 3 
y 



3218 - 


2 cos 


3219. 


y y ， y y - 0 

(l + ylnx ),|^ = x y ln 2 x (x > 0). 

3222. ^ 


t sec 二-赍咖 2 ^- 

3220 . ^^ yx y-\^ =x y lnx ^ 


3221. 



dx 


1 du 
x+y 2 5 dy 


d 2 u 

0 W 7 


2 x)yj d 2 u 
(x 2 +y^) 2 ， dxdy 


(x 2 -y 2 )sgny 

~"“2 丄 • 2 、2 ~ 


0 2 + J 2 ) 2 . 6Za 

1). 3224. fi 


3223 - || 


l 

l + x 2 


2x\y 

(x 2 +y 


\y\ 

x 2 + y 2 


x 2 +y^ 

du - 
r5 ■ 


- l 
■ 1+v 1 

x 3 gn y 



( V ^ O ). 3225. % 


( x 2 + y2 + 2 ： 2)3/2 


dx ^ 

d 2 u 

dx 2 

d 2 u 

dx ^ 



答案 


• 373 • 


2x 


2 




_ _ _ d 2 u 

( x 2 +y 2 + z 2)5/2 ， 


Zxv 



z 


d 2 U _ z(z — l) 
dx^ — 


du — 

Ol = 



(x 2 +y 2 十 z 2 ) 5 / 2 

_ 小 +1) 


y 





3226. 

2 9 2 *u . 

3 al 7 一 


王 

X 



du 

dy 


z (x\ Z du 
y ^ y J ) dz 




In 


2 


a 2 


y 


dxdy 


xy 



z 


d 2 u 

dydz 


~y (f) 


1 + zln 


x \ ( X 

y ) \y 



(z+y In x)u 
5 


- 熒 mx 

d^u 


d 2 u 

dx 2 


y(y—z)u 
二 2~2~ 


xz 


dxdz 


yu(z+y \n x) d 2 u 
xz 3 ， dydz 



u In 2 x 
~ Z 9 ! ~ 


> 0 
d 2 u 


3227. ^ 


yu 


du 

dy 


^4^ (2z + y\nx) 


In 王 

y 

d 2 u - 
dxdz 一 

u\nx 

z 

d^u 


u\nx{z+y\nxX (以 # ())■ 3228. 


zy z ^ 1 u\nx,^ = y z u\nxlny, 




X 



y z u(l + y z lnx)lnxln 2 y, 


^JL 


x 


(1 + y z lnx) 


dxdy 

yL u du 

x 5 dy 

zy z ~ 2 u(z - 1 + zy z \nx)lnx, ^ 

^(l +y ”nx )， 蟲 


d 2 U 

dxdz 


y z ^ 1 u\nx[l + 2 lny(l + y z lnx)] (a: > 0，y > 0). 

2 [m(m— l)y 2 dx 2 + 2mnxy dx dy^n(n — \)x 2 dy 2 }. 

一 (y dx — x dy) 2 


X 


m 


1 y n-1 i m y + nx ^y)^ d 2 u 


= x m ~ 2 y 


3230,2. / 匕 (0,0) 不 存在 . 3235. du : 

2 上 2 


3236. du = y dx ^ x dy ^ d 2 u = — ^ dy(y dx — x dy). 3237. du 


=d 2 u 

y/x 2j ry 2 

(y 2 —x 2 )( dx 2 — dy 2 )—4xy dx dy 

~ (x 2 +y 2 )^ 4 

e xy [y 2 dx 2 + 2(1 + xy) dx dy + x 2 dy 2 ]. 3240. du 

y) dz, d 2 u = 2( dxdy + dy dz + dzdx). 3241. du 


3238. du 


d 2 u 


xdx+ydy j2 

X 2+y2 5 Q U 


(^2 + ^) 3/2 


3239, du = e xy (ydx + xdy); 


(y + 2 ) dx + (z + x) dy + (x + 

_ (x 2 +y 2 ) dz — 2z(x dx+y dy) 

~ (x 2 +?/2)2 ’ 


d 2 u 


2z\(3x 2 —y 2 ) dx 2 +8xy dx dy + (3y 2 -x 2 ) dy 2 ]—4(x 2 +y 2 )(x dx+y dy) dz 


3242. dx — dy, —2( da: 


dy)(dy+dz). 3244. (a) 1+mx+ny; (b) o:y; (c) x+y. 3245. (a) 108.972; (b) 1.055; (c) 2.95; 
(d) 0.502; (e) 0.97. 3246. 对角线减小约 3mm ; 面积减小约 140 cm 2 . 3247 . 减小 1.7mm. 


3249, △ s 10.2 m 3 ; 5 « 13%. 3250. A « 7.6 m. 3251, /i(x 5 y ) 和 fyix^y) 在点 (0,0 ) 的邻 


a 3 


dy 


u 


域内无界 . 3256. = 24, ^ 

—6(cosx + cosy), 

d 4 u _ 一 6 
dxdyd^dr} 一 

q OA q 2( —l) m (m+n—l)!(nx+my) 

( x _ y )m+n+l 

3265, (x^p)(y + q)(z^r)e x+y+z . 



3259. dxdydz 

48(T-Q 2 (y-T?) 2 


0 

0. 


d^u 


dx 2 dy 2 

3260. 


二 -16, 
d^u 

dxdydz 


0- 3258. ^ 



其中 r = y/{x-0 2j r{y-r})' 2 . 3262. 


3257. = 

ax^oy 

- e xyz (1 + 3xyz + x 2 y 2 z 2 ). 

d p+q u 
dxPdyq 


7 


3261. 

= p\ql. 


3264« e x+y - [x 2 + y 2 + 2(mx + ny) + m(m — 1) + n(n — 1)]. 

= r(t) + 3i/ 〃 (i)+i 2 / 〃 '(t). 


3266. sin 咢 


3268. d 4 u = 24( da: 4 — 2 da: 3 dy — 2 dx dy 3 + dy 4 ); |^ = 24 


3267. F(t) 

d 4 u 




12 


d 4 


/ ^7|2 


0 


d^u 


_ 12 , |i| = 24. 3269. d 3 u = 6(dx 3 - 3dz 2 dy + 3d:cdy 2 + dy 3 ). 3270. d 3 w = -8(xdx + 

ydy) 3 cos(x 2 + y 2 ) - 12(xdx -\-ydy)(dx 2 + dy 2 ) sin(a: 2 + y 2 ). 3271. d 10 u = - 9 !(ff^o) ‘ 

3272. d 6 tt = — ( dx 6 — 15 dx 4 dt/ 2 + 15da: 2 dy 4 — dy 6 ) cos x cosh y — 2dx dy(3 dx 4 — 10dx 2 dy 2 + 
3 dy 4 ) sin x sinh y. 3273. d 3 u = 6dx dydz. 3274. d A u = 2 . 3275. 

= e ax+by (adx^bdy) n . 3276. d n u = J2^ Q C^X (n - k) (x)Y (k) (y) dx n ~ k dy k . 3277. 

d n u = /( n )(;r + y + z)(d:c+ dy+ dz) n . 3278. d n u = e ax+by+cz (adx-^bdy + cdz) n . 3280. 
(a) Au = —-u, A 2 u = u\ (b) Au = 1, A 2 u = 0. 3281. (a) Au — 0; (b) Aii = 0. 3282. (a) 
Ait/ = 9[(x 2 - yz) 2 + (y 2 - xz) 2 4- (z 2 - xy) 2 ],A 2 u = 6(x + y + z)\ (b) Ai^ = 其中 
r = y^x 2 +y 2 + A 2 U = 0. 3283_ 惡 = 2xf\x 2 + y 2 + 2 2 ); = 2/’(;r 2 + y 2 + z 2 ) + 

4a ； 2 /"(x 2 +/ + z 2 ); 翁二 4xyr(x 2 + y 2 + P). 3284. 砦 =/( (x, f) + % 卜， f); 毙 = 

-p-/2^,f )； 0 = /U ( X ^ f) + ( X ^ |) + ^^22 f^ = ~^fl2 - 

含说 (> ， f) _ 吉芳卜 ， |)；0 = ^ 2 (^|) + ^( X ^) - 犯 85. t = /^ + ^ + 

yzf^\ || = xj^+xz}^ = xyfs ； = fii+y 2 f22+y 2 z 2 f33-\-2yfi2-\-2yzfis-\-2y 2 zf23] = 

X 2 f22 + 2x 2 zf23 + x 2 z 2 fs 3 ; = x 2 y 2 = xyf^ 2 + xyz^fss + xfi^ + xzfis + 2xyzf^ + 

/2 + ^/3 ； = ^yfis + ^y 2 f23 + xy^+yfk 龜二 x 2 yfi f 3 + x 2 yzf^ + xfi 3286. 


d 2 u _ fh 
dxdy _ 彳 1 

3288. du 


/n + (^+y)/i 2 +^y/ 22 +/ 2 - 3287. Au = 3f{\ +4(x+y+z)/i2+4(a; 2 +2/ 2 +2 ： 2 ) 722 + 6 / 2 . 


/’ ⑴ （dr + dy); d 2 u = /"(0(dx+ dy) 2 . 3289. du = f(t) xd y^ dx ; d 2 u 


/" ⑷ 


x dy—y da: 


- 2f(t)~ Lxdv f ydx) . 3290, du 




/〃 


(x dx + y dy 
x 2 -hy 2 


f ' ( y ( 二 : • 3291. du =/’ ⑴ dt; d 2 ii =/"(t) dt 2 +/’ ⑷ d 2 t , 其中 di = yzdx zx dy + 
xydz^ d 2 t = 2(zdx dy + ydxdz + xdy dz). 3292. du = 2/ / - (xdx + ydy-\- zdz); d 2 u = 
4/" • (xdx + ydy + zdz) 2 + 2f - (dr 2 + dy 2 + dz 2 ). 3293. dii = af[ dx + 6/2 dy] d 2 u — 

a 2 fii dx 2 +2abfi2 dx dy+fe 2 /^ dy 2 . 3294. du = /{.(da:+dy)+/ 《 . （ dx-dy); d 2 u = 

办 ) 2 + 2jT 2 .(dr 2 —dy 2 ) + / 品 . （ drr-dy) 2 . 3295. du ^ fi-(ydx^xdy) + f^^^-; d 2 u = 


fii - (ydx-\-xdy) 2 + 2fi 2 


$ 

da: 


+ /22 


么 • {ydx-xdyy + . dxdy-2f^ ( ydx -^ dy ) dy . 

fii • (da: + dy ) 2 + 2/(2 • (dx + dy) dz + f 22 9 dz 2 . 


y dx—x dy) dy 


3296. d?x = /{ • (dx + dy) + % d 2 u — • (da: + dy) 2 + 2/{’ 2 . (+ dy) dz + /《 2 . dz 2 . 

3297. du = /(• (da:+ dy + dz) +2/《• (xdx-^ydy + z d^:); d 2 u = • (dx+ dy+ dz) 2 + 4/{’2 • 

(dx + dy + dz)(x dx + ydy +2 < 12 )+ 4/22 - (x dx+ydy+zdz) 2 -\- 2 f 2 . (d:r 2 + dy 2 + dz 2 ). 3298. 


du = f [ - 

(z dy—ydz 


da: —x d 


+ /2 


dz 


d 2 u = n \ 


y dx—x dy 


+ 2/ i 2 


(y dx — x dy)(z dy — y dz) 


+ /《’2 


y dx—x dy) dy 


^ dy 7 dz)2 -2/( . (ydx 7 3 dy)dy -2/^. ( 命 J dz ) dz . 3299. du = (/{ + 2 成 + 3£ 2 /^)dt; d 2 u = 
(/(’ 1 + 4 i/{' 2 + 4 i 2 /^’ 2 + 6 t 2 /i ’ 3 + 12i 3 /；^ 3 + 9t 4 /^’ 3 +2/S+ 6 t/ 《） dfc 2 . 3300. du = af[ dx + 6/2 dy + 
c /3 dz] d 2 u = a 2 f{i da ; 2 + b 2 f 22 dy 2 + c 2 /^ dz 2 + 2abfi 2 dy + 2 ac/i 3 dx dz + Ibcf^ dydz. 


3301. du = 

(xdx y dy) 


2/ 卜 (xdx + ydy) + 2/^ • (xdx - ydy) + 2fi • (ydx + xdy); d 2 ^ 


4/^1 


(xdx + ydy ) 2 + 4/ 品 . (a ： da; - ydy) 2 + 4/33 - (ydx + xdy) 2 + Sfi 2 - (x 2 dx 2 - y 2 dy 2 ) 2 + 
8 / {3 -( 工如十没办仙如十尤办 ） + 8/ 仏 - {xdx- y dy) (y dxx dy) + 2/( ■ (dx 2 + dy 2 ) 十 2/《. 
(dx 2 — dy 2 ) + 4/3 - dx dy. 3302. d n u = f^ n \ax + &?/ + cz)(adx + fedy + cdz) n . 3303. 


d n u = (adz 悬 + 6 dy 最 + cd 2 悬 ) /(^, 7 /,C ), 其中 ^ = ax,rj = byX = cz. 3304. d n u = 

dx (ai 最 + a 2 最 + a 3 最) + 办( & 1 最 + & 2 最 + 〜最) + d2： ( c i 最十 c 2 最 +。3 昜)/(《，”， C ). 


3305. F(r) 


f\r) + *//(r), 3316, 


3319. xyz. 3331. rr 岩 


dz 



X. 


3332. 


2 x lf = 2z - 3333. y%-x 


dz 



a 3336. 


v dydx w 

3340. x 2 §^§ - p 2 §p~ 
a = ^; (b) a = ^ 


0. 3337. 2 



x §§ ~ 


d 2 z 
dydx 
• •dz 


0. 33 34 •瓷 + 黯 + 甓 =0. 3335.0：^+^^ 

iff. 3338.0-0=0. 3339.x|f 


du 

dz 



;(C) a 


譬及 a 


3345. f 


cos a + cos 0 + cos 7 ; I grad?x 


dz dz o q o q d z 0^ z _ r\ t 

瓦瓦 • 加仇研 - 研 = u - ‘ 

: 0. 3341. 1 - V3. 3342. |f 

l a = 7 -f. 3343. ~ r l ■ 2 . f 

4 \ M+vl 

didu\ = y/3. 3346. | grad u\ = 


z. 


3344. 


cos a + sin a; (a) 

[■ ±J2(a^b^). 


- 岢 ; cos(gradu ， y)= - 

3348^ w 3 142. 3350 


• 我， cos(gradu ， z) 

• I # = l ^ cos2 


q;cos(grad 乜， x) 


其中 r 0 


cos a + 


2^^ cos a cos 7 + 2^^ cos/? cos 7 . 3352. 



^0 + + z l 


3347. f. 


du 


4x 


f,u X y{x,2x) 


一 5x 

_ I - 


3354. 2 


- 

^( y ) + 4( y ). 


cos 2 /3 + |^ cos 2 7 + 2cos a cos /? + 
—0.5. 3353. C(x ， 2:r) = Uy y (x^2x)= 

3355. z = (f(x) + 3356. z = 


Uyy{X,2x) 

3356. z 


<po(x) + y<fi(x) + 


• • » 




3357» u 


p ( x ， y ) + tp ( x , z ) + x ( y ^)- 3358. 

3360. z = x + y 2 -\- ^. hxy{x + y ). 


u = 1 x 2 y + y 2 — 2 x 4 . 3359. z = 1 + xy + y 2 . 3360. z = x + y 2 + 0.5 xy(x + y ), 

3362. 函数 f ( x ) 的零点集合在区间 （ a , b ) 内应为处处不稠密，即函数 f ( x ) 的零点不能完全填 
满任何的区间 （ a ，/3) C ( a ,6). 3363. 函数 f ( x ) 的零点集合在区间 （ a ，6) 内应为处处不稠密， 


且函数 f ( x ) 的零点《同时为函数 g { x ) 的零点，此外存在有限极限 \ im [ g ( x )/ f ( x )]. 

a :— 芡 


⑴无限集；⑼ 两个； （ iii ) ⑷一个； （ b ) 两个 ♦ 3365 - ( i ) 无 限集； （ ii ) 四个：沒 


3364^ 


x;y 



答案 


• 375 • 


~ x\y 


xj 和 


y 


有； （ 2) 0 <1^| 


-|x|; (iii) 两个； （ iv) (a) 两个， （ b) 四个； （ v) — 个 . 3366. (1 ) 没 


e ^ ! 2 



i+r 2 


\ Zl + V 2. 

2 




(3) x = 0 ， |x| = 1; (4) 1 < |x| < 



单值分支 



1+ n /2 

2 


£xl 2 



\^ rx 2 


-x 4 (1 < |;r| < y 

其中 e = -1,1. 3367. 分支点： (-l,0),(0,0), (l,0);y = e(x) \/\/^ 2 ^-(2^_ 2 +i) (| 工 | < ：[)， 其 

中 s(x )= - 

3371. y f = 


l ， l,sgnx 和 -sgnx. 3368. 函数 ip(y) 的值集与函数 f(x) 的值集应有公 共点 . 


^:y f, 

x — y 7 a 


3372. y f 


勃 y"= 


3373. y 


—e sin 


3374. ? / 


(1 — 6 ： COS 

H = 0. 3378. 烟=- 1; M (0) 

， = — gx+y . // __18 

x +2|； ’ V 

x . dz 


(x — 没 )3 _ w • •• y x_y ’ 8 (x — y)^ ^ 1 — 6 cos y 

. y 2 (l—lnx) " _ y 2 [y』l 一 lnx) 2 — 2(x-y)(l — lncc)(l—lny) — cc(l 一 lny) 2 ] 

.cr 2 (l — lny )，9 


y 


3380. 


3383. |f 


dy 


(x+2y) 3 


\ y ’ 


n 


x 4 (1 一 In y) 3 

1. 3379. 以 0) = 0 ; %⑼ 

162x 


;y = 

3375. 


-*s/ 5； 2/3(0) = y/s. 


Z 


dx^ 


(x+2y)5 _ 
x 2 -hz 2 . d 2 z 一 


f;2 /〃 


3 


dxdy 


3381. 〆 = 0;y"=- 
- 營 ; 0 = - 3384. 


2 

3 B 



xz d 2 z _ 
z^^xy ’ dx^ 一 
i d 2 z 

x-^y+z — l 1 dx •么 


2xy 3 z ■ d 2 z _ 

_ X y)3 ) Qy2 _ 


2x 3 yz 


d 2 z 

dxdy 


d 2 z 

dy 2. 



a 2 z 



z 


5 dxdy 一 

3388. (a) -2; (b) 一 1. 


d 2 

dy^ 


• . . 

(a：2 — xy)3 ， dxdy 

. x+y+z 

(x+y+z — 1) 3 ' 

_ x 2 ^ 



3389. 


dz 


dz 
dz : 
d 2 z 

4(x 


z 


2 


(，+ 皆)； d 2 …釗 ㈤ 


(x 2 — ■ 
2 . 


d 2 z 


v- 

3386. ff = 
3387. 笋 =^ 

ox dy 
i. d 2 z _ - 
5 ’ dy 2 — 


xz 


3385. 

dz 


— y2 ， Qy 
2 


1 


394 
125 • 


5 1 dxdy 

t 舞 dxdy + (& +《) 含」. 

(1-yjz) dx+(l — ccz) dy • 2{y(l-yz) dx 2 + [x+y-z(l+xy)] dx dy+x(l-xz) dy 2 } 

l-xy ] a Z = - (l-xy) 2 • 

z(ydx^zdy) . j2_ z 2 (y dx-x dy) 2 

— —Cl Z— y 2 (x+2) 3 - 


d^z _ 

3390. 

3391. 

3392. 


y(^+z) 


3393. dz = da: 


(x — z) dy 


2(x-z)(y^rl)[(x-zY+y^\ j 2 

[(x — 了 ) 2 +y(y+i)] 3 ^ 9 


3394. du 


u^( dx+ dy)—z^ dz 
u[2(x+y)—u] 


(x — z) 2 +y(y+l) 

3395. 




凉了歸 ) in 2 F[\ - 2F[FiF{ f ^F[ 2 F^\- 2 吩微獄邮 . 


3396. 


dz 




3397. 


1 +聲）;鸯 


匕+弩）;!^ 


dx 

3 r ttt/2 


dxdy 

Eizlk ^ ^ 

dy 


^ [^3 ( i^n + 2 Fl f 2 + 




^ 22 ) - 2(K + Fi)Fi(Fl f 3 + F^) + (Fl + FifF^}. 3398 •⑴ = -(xF{ + yFi)~ 3 

_ F^ 2 F[\ -2F{FiF{ , f2 ^F■ /2 ^ ,, 

一一 (F^+F^) 

(dx-dy) 2 ; (b) d 2 z = Fu ^|^^ 3 " Fl ^ (ydx-xdy) 2 . 3399. dz =|(2dx-dy); d 2 z 

(2dx 2 -bdxdy + 2dy 2 ). 1 S401. ^ 3402. (a) = 


2 
243 


1 


d 2 x 


d^y 

dz^ 


去； （ b ) 


du 




一 xu+yv • dv 
x^+y 2 ， dx 


- _ - — !， W % 

0). 3403. dti = — I dy, dv = — dx+^ dy. 

— (sin v_y cos u) dx+(sin u+y cos u) dy • ^2^ 一 


V-Z • dy 
x—y ^ dz 
yu — xv 
: x ^+ y ^ ， 


x — y 


◦，荖 


- XV -^y- X ^% = ~^^W> 

3404 . du = ( sinv + xcosv ) dx-(sin u-x cost;) . 加 = 


x cos v-\-y cos u 


3405. du = |(dx + dy); dv 


x cos v+y cos u 

(2 dx cos v^x du sin v) dv (2 dy cos u—y du sin u) du 
x cos v+y cos u x cos v+y cos u 

jdy ~ ^(dx ~ dy); d 2 u = dx 2 ; d 2 v = 


^(dx — dy) 2 . 3406. 


dy 

dx 


2 (^ + t ) 5 


dz 

dx 


3( i 2 + ^ + l )；^ 


o. d 2 z 

Z ， 


6(^+i)- 3407. y > 咢 ; |f 


3 _; If = f (u + v) (u ^ v). 

2 o o 

— sin p+cos cos -6 rp 
= - 


d 2 z 


sin 3 (p 


3409. 0 


0; d 2 z = ^(da: 2 — dy 2 ). 3411. 


dz 


2 

(x+l)(y-x) ^x-z. 


(z+l)(y+z) 

~1 (fj 劈 


e 


du _ 一 

砮 S) ， 其中 i 


•戸 u 
d^u 


f ( d 2 tp 
1 V du 2 


dxdy 


75-( ( l ^ 


d^p 

dv du 2, 

d 2 


<P 


du^ 


3408. (a) |f 

一 sin z 

_ ~~ ， dxdy 

— _ 2(x 2 -y 2 ) • d 2 z . 
dx : r 一 2y ) dx 2 

(y~K)(y 一 g) r v-z 

( z + l )( y + 2 )2 e 
■ d\Jj 
du 

2 一 c \ f d^ip 一 d 2 t tj ) 
^ dv dudv dv dudv 

difi 、 d^p 一 (d^> d 2 p 

dv du^ J dv dv ^ dv dudv 


h ( b ) 


d 


2 


dxdy 


3 4 dz _ 

2 ，瓦一 2 

一 一 cos 2v z 

"* ~~ ’ dy^ 

Ax—2y t 6x f% 4-i du 

x - 2 y + (~2 y )^ d41 ^- 


26 . 
121 > 


(c) 



3410. dz 


X + Z 

(y+^) 5 


du dv 


3413. |f 
窬 . 3414. g 




)( 甓) 


dip I (dxp 
^ \dv 


du dv 


■ du 
dv 5 dy 

d 2 <f 

dv^ 


— y+z 
d^j) dx \ dz 
dv du ) 5 dy 

1 色 £_ d^u 

I dv ^ dx 2 



. (§±\ 2 I. 

dv dv^ ) \du) f ， 

d<p 没 2< 0 \ (d(£ I d(fi d^> \ \ (9^ d 2 ip 一 

dv dudv J \ du dv ^ dv du / l dv dv 2 - 
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答案 


dip 

dv 

dip 

Qv 


d 2 斗 

dV ' 2 

d 2 斗 

dv ^ 


dj £ dij ) 
du du 


( i ! 

，其中餻 


d ^ j £ 

du ^ 


dip 

dv 


d^jtp 

du 2 


(§2 t 

\dv 


d 2 ^> 

dudv 


d 2 ^\ d ^£ d <£\( d ±§^ J £ 

dv 2 J du dv ' \dv dv 2 


d^p dip 
du 9 


34 1S ■⑷鼗 


=COS 


,du 
^ dy 


cos 


u )^ % 


cosj 



5 sin ^； ( b ) ^ 


sm v 


cos 


u[e u (sin v—cos u) + l] 
_、2 一 <• \ 


譬 5 v 

9 dy 


e u (sin t;—cos v) + l 
■ **■ 办 dtt — I . 


sinS;t =- ( 

_ 一 COS v _ 

e u (sin v—cos r) + l 


秦 du 一 _ 一 co 

r, dy 一 e u (sin 

d 2 u _ i / d( 9) h)( 
_ l^\d{y,z ) 〈 


sm 


. dv 
^ dx 


f^K’i 蠢 +J 2 昜蠢 ） 9 + ^^) 


其中， 


h 


d(g,h) 

d(z,t) 



d(v ： w) 


d(g y h) r _ djg.h) 
d(z,x)^ 13 ~ d{x,y) 

Io - ^f) 34 

12 — d(x,t) - OH 
t _ D(f\g\h) 

, — D(u y v 7 w ) # 


料=二网 . 3416. ^ = ±；^ = + + 

A 悬 +& 基） P +|(^ (A 嘉 + A 悬 +’3 羞） "}， 其中 了1 = |^}， 

和，=§^. 3417 .砮 = 劈 =嚭+ 分鸯，其中 A = 

18. 砮=争;费=争;费=争，其中 △ =總山 = ^yh = 
3419 . 如=其中 A = 總， h : 辦， h 二纖 


3431. x 



XX 






3418. 砮= 争; 费=争;费= 

3419. dz - - J l d y 丄办 ，其 * 

0. 3432. 工( 4 ) = 0. 3433. ^ 


，h 


m 


0 . 


3434. 备 +y 


0 . 


0. 3436 


u , + [ q { x )~ y 2 ( x )-\ p f ( x)}u = 0. 3439. 

会=0_ 3442.会十如（蚩) 3 = 0. 3^ 


yl 

(a 一研仏 

3451. r /2 


u . 3446. $(1, u ^ v ! + u 2 ) 


0. 


136. 鲁 + n 2 y = 0. 3437. + 

9. -^ + (^+3)^ + 2^ = 0. 3440. 

3443. i 5 # + (3 t 4 + l )^¥ + ^=0 
3447. F { xu f + u 2 — ti ， u ，1) = 0- 


-0 + m 2 y = 0. 3438. 

3440. = 0. 3441. 


du 

dt 


0. 3444. u " — u 


3450 .丧 


r. 


1 —sin 2 
sin 2ip 


3452. r ( r 2 +2 r /2 - rr ") 


=r 


3453. 


3454. K 


， 2 +2r /2 —rr 


3455 .奄 = fcr 3 ; 鸯 =-1. 3456, w = f t ( r 2 莹). 3457_ W ^ ^ 

3458. z = < p { x -\- y ), 其中 p 为任意可微 函数. 3459. z - < p ( x 2 + y ' 2 ). 3460. 2 = 

3461. ^ = —⑸. 3462. 砮 + ff = e u sinh ^. 3463. H 3464. 

Wv ^- v - T ^ t ' 3466. {2 u + v - z )^ + (u + 2 v - z)^ v =u + v - z . 3467. - 

3468. ， . :益葬广 3469. 舞 = 0. 3470. % ^ - 3471. 砮 + 砮 

a = . 3473 •舞+费+ 费 +% + ^+# +e ( 

窬= 0. 3475. 盜 = 0. 3476. 瓮 = 0. 3477. u 2 + v 2 ^ w 2 \ 

e 2 u ( l -^ cos 2 v ) a _ dw % dw QAftn §^L ^ iH ^Aftl . on ~ ^ 七 


( r 2+ r ’2) 2 
r 〃 = — 

= 3465. 


3468. 


+ L 2 2 


—X 


3469. || 


0- 3470. 


dx 

dy 


x — z 


3471. + 藍 


丛. 3472. 


A 


3473. 舞 + 劈 + 费 + + ( e € + e ” + ¥) = 0. 3474. 


3476. |^- 0. 3477. uD 



3479. 3480. ^ 




2 +# m 2 二 

3481. ^ — f ^- 


2 div dw 

W H . 


3478 - 


3482 .也 = r |^. 


3483. w = (|^) 


1 


w 


9 2 u 

dip 2 


(舞 ) 2 . 3484 .切 =0 + ★勢 + 古 0. 3485. 




3486. 


3487. / 


1 ( 6u dv 
r \ dr dip 


du dt) 
dr 


3488. u = ^ p(x — at ) + ip(x + at ), 其中 p 和矽为 


任意函数. 3489.3^ + ^ =0. 


d 2 z 丄 d^Z 

瓦 I 7 十 dv ^ 


0. 


(d 2 z 

l du 2 


dz 


+ 26 


d 2 z 

只 if 



c (0-ff) =° - 3492. 0 + |i| = 0. 3493. 0 + 0 + m 2 eh = 0. 3494. ^ = 
0. 3495. QnQu — 2u dv ■ 349G. dvdu — u(A—uv) dv' 3497.(u 2 -v^)£i- v =v^. 3498. 

0 = 3499 • 為 + & ( 崎-鳴 ）=0. 3500. (l - f.) + 0 = 1. 

3501. u = w(;c 十 Xiy) + ^{x + A 22 /), 其中 <Xi 和 A 2 为方程 + 2B\ + C\ 2 = 0 的根 . 3503. 
( a ) = ^ + + 3504. u ^ + ^^cw = 

0. 3505. A = ^ q % q Y + 裝 . 3508. ^ ($||) + vl (^) + ( C | f ) - 

2 (⑼餘 + “綠 + < 論 3509. _ + § + 3510. 鼗 =◦. 3511. 

Am = (|^) 2 + ^ (§ t ) 2 + r 5 s l n 2 d (舞） ； A 2 w = ^ ( r D + 丄嘉 ( sin 6»||) + ^ 2T 0 . 

3512. + 錶） = 德 ) 2 + ( 截 )' 3513. 0 = 0 3514. 0-0. 3515. 


答案 


. 377 • 


d 2 w 

du 2 


2 、 


3516. 0 


d 2 


w 


鉍 + ( 裝 ) 2 + ( 聲) 


2 


dudv 

0, 3519. 


2 忉 . 35 17. 0 + ( 告 -1) 

d 2 w _ 


w 


dudv 


4 sin 2 (u—v) • 


3520. 



0 . 


d 2 w I d^w 

^ Tv 7 


3518. 0 


d 2 


W 


dudv 


0. 3524. 


d 2 w 


d 2 w 


,2 


1 dr )^ 


丄 _ dw I dw I 

ac 5 " ~ ^di ^ ^dri ^ 


熒 + ( e --l) 


du 
㈤ 2 


㈤ 2 
d 2 z 


3526. x = y^p(z) + ^(z). 3527, A(X^Y)~^ — 2B{X^Y) q X q Y + C(X, y)fy^ 


CK 3523 

㈤ 2 

a 3528. 


X —Xn 


y—yQ 


Z-ZQ 9 


Z — Zq 


— cos a sin to — sin a cos to cos to 

a cos a cos to，yo = a sin a cos to^ zo = cl sin to. 
3530. = ^ = ^ x + y + 2z 


2 5 tA / I ^ I 龜一 一 一一一 一• 0 

3532. x + z = 2，y + 2 = 0;x — z 
taiuf = f^(xojyo)cosa + fy(xo,yo)sina. 3538 •费 

2 — 5 


(x — xq) cos a tan to + (y — yo) sin a tan to, 其中 xo = 

1, y = \\ax — cz = \{a 2 — c 2 ). 
=^5r ； 3x + Sy - z — 


3529 - f + f 


4. 3531. 




y-l 

3 


3. 


0, 3533. Mi(-1,1,-1);M 2 | 


27 


). 3537. 


16 

243 # 


3539, 2x + 4y — 2 — 5 


0 


X 


2 

x —1 




3540, 3a: + 42/ + 12z 


169; f 


R 

4 


y)\^i 

x y — 2z 


UZL 


71 


2 


3542. axox + byoy + czoz 


12 * 

1, x—xo - 


0 


x — \ 


2 — 


X 

a 


-1 _1 2 • 
cos cos v?o + f cos *0 o sin go + f sin 如 =1 


3544. x + y — Az 


axo 
0 


x-2 


3541. 2 

y-yo — 
by 0 一 

- ]Lil - 


— 2 
一 4 

Z — ZQ 
CZq 
z — 1 


3546. a: cos 仰 + y sin 灼 - 2 tan a = 0; = sm ^ 0 


■ x sec rpp sec 仰 一 a _ y sec esc yp —b 
^ be — ac 

_ w —rn sin 一 z—rg cot a 


- 办 - 

3543. 

4 . 3545. 

• Z CSC t/^Q — C 

ab ' 


tan a 


3547. ax sin vq — 


ay cos vo + uqz 


auovo ； 


X-^UO CQ3 VQ 
a sin vq 


y—up 


vq 


a cos t；o 


z—avQ 

uq 


3548. 


3x 

UQ 





3549. A(0, ±2n/2 3 干 2 %/5) ; B ( 土 2 , 干 4 , ±2); C ( 土 4 , 干 2 ,0)_ 3550. a = 土誓 ， y 


= 士 T ， 2 


2 . 

2 


土 T 


其中 d 


sjo? + 6 2 + c 2 . 3551. x + 4y + 62 


士 21_ 


3556. x 2 + ?/ 2 — xy 
0;3y 2 + 4x 2 = 4,x = 0;3x 2 + 4 之 2 = 4，y = 0. 3557. 6 < 0.003. 3559 - cos# = 


M 

26zq 


3563 - 


du 

dn 


2^0 + 2/0 + zo] (a) xo 


Vo 


z 0 = (b) xo 


Vo 


zo 


x y + z = 0 , x 2 + y 2 + z 2 


上 - 3564. 



3566. x 


a\J a 2 +b 2 

(c) 在圆周 

y 2 = 


2 



v 


2 


3567. y 


土： r. 


2 


= 4ax. 3569. 无包络线 _ 3570. + yi 


xy 


y 


X 


3568* y 

29 

0 是包 络线； （ c) y = 0 是每点的几何轨迹（尖点 )；⑷X 

2 


1 ^. 


3571, 


I 3572. y 



3574. (a) y 二 0 是包络线（拐点的几何轨 迹 ) ； （ b) 

= 0 为二重点的几何轨迹 , 


a 为包络线 . 3575. 圆环 {yjx 2 ^ y^ - R ) 2 ^ z 2 = r 


3576, x 2 sin 2 a + y 2 sin 2 (3 + 


z 2 sin 2 7 — 2xy cos a cos j3 — 2xz cos a cos 7 — 2yz cos (3 cos 7 = 1- 3577* \xyz 

2 


v 


4n\/3 # 


3578. 


2 士 v^ 2 +F =pV2. 3579. 




2 



2 



X 

y 

i 

+ 

y 

z 

+ 

z 

X 

Xo 

yo 


yo 

Zq 


Zo 

Xq 


^ R 2 (x 2 +y 2 + z 2 ). 3580. 


(x - xo) 2 4- (y - yo) 2 = {z — zq) 2 . 3581. /(x, 2 /) = 5 + 2(x - l ) 2 - (x — l)(y + 2) - (y + 2) 2 . 

3582. f{x,y,z) = 3[(x - l ) 2 + (y - l ) 2 + (z - l ) 2 - (x - l)(y - l) - (x - l){z - 1) - (y- 

+ (x- l ) 3 + (?/ - l ) 3 + (2 - l ) 3 - 3( 工 - l)(y-l)(z-l). 3583. A/(l, -1)= 

/i-3fc + (~h 2 - 2hk + k 2 ) + {h 2 k + hk 2 ). 

quad3584. f(x -\~h,y + k,z^-l) = f(x ， y ， z) + 2[h(Ax + Dy + Ez) + k(Dx H- By + Fz) -\-l(Ex + 
Fy+Cz)}+f(h,k,l). 3585. ^ = 1 + ( 工 - 1 ) + (>- 1 )( 2 /- 1 )+ 丑 2(1 + |9( 工 -1) ， 1+6»0/-1))(0 < 

6 < 1 ), 其中 R 2 {x,y) = \x y (I da:-In a; - dy) 3 + 3 (f dre + lnrr _ dy) {-^dx 2 + f dxdy) 4 - 

_ 

dx = x-l,dy = y-l. 3586. \ - \(x 2 + y 2 ) - \ {x 2 + y 2 ) 2 . 3587. 



dx 


3 


丟 d 2 均)」 


⑷ 1 - \{x 2 - y 2 )\ (b) l+x-xy 


3588. —{xy + X 2 ： + yz). 3589. F{x^y) = +(/二 + 


/ 匕 )+ 装 (/^ + / 泛抑 )+ -、 3590. = /(&")+ 咢 + 


3591^ 
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答案 


= f ( x ， y ) = hk [^+E^3E^"l\ ^二} 1 二说 L ]. 3592. F ( p ) = f [ x ， y ) + 

J2^Li (^ rp - ( f) 2n △几八工， 2/)， 其中 △ = 基 + 备. 3593. 1 + mx + ny-\- x 2 + mnxy + 

+ ••- (\ x \ < l ,\ y \ < 1). 3594. E^, n =o (― 1 广 + 二(广 -1 )! 工、、1 + M < 1). 

咖5. E^oEn = o(-l) n £^r(W< +兀， M < + ⑺). 3596. E^oE^o(-l) n ^ 

(kl < +oo，| y | < +oo). 3597. E^oE^o(-l) m (OT^ (l-l < +oo, |y| < +oo). 

挪8. E^oEr = o(-l) m (^)T (1^1 < +oo，|y| < +oo). 3599. d1 广 令:):;. 1 
(?+y 2 < +oo). 3600. E^iE^i(-l) m+n ^f (kl < 1,12/1 < !)■ 3601. f ( x , y )= 

1 + * (> -誓) R 3602. E^o E^o (N<+ oo ，M< + oc ). 

3603. J ]= 0 (- l) n [l + (x - l)](y - l) n (-00 < x < + oo ,0 < y < 2). 3604. 2 = 

1 + [2 (；r 1)] - [8( x - l ) 2 - 10 (x - l)(y - 1) + 3 (y - l ) 2 ] + … . 3605. 若 a < 0, 

(0,0) 是孤 立点； 若 a = 0, (0,0) 是 尖点； 若 a > 0, (0,0) 为二重点. 3606. (0,0) 为二重点. 
3607. (0,0) 为孤立点. 3608. (0,0) 为孤立点. 3609. (0,0) 为二重点_ 3610. (0,0)为（第二 
类）尖点. 36 11. (0,0) 为二重点. 3612 .若 a <6< c ，则曲线由长圆形和无穷的一支所 组成; 
若 a = b < c , 则 A ( a ,0) 为孤 立点； 若 a < b = c ，则 S (6, 0) 为二 重点； 若 a = & = c ， 则 A ( a ,0) 
是尖点. 3613. (0,0) 为二重点. 3614. (0,0) 为尖点. 3615. (0,0) 为静 止点. 3616. (0,0) 
为 角点. 3617. x = kn (fc = 0,± l , 土 2 ,…）为第一类间 断点. 3618. a ; = 0为第二类间断点. 
3619. x = 0为—^ 重点. 3620. x = k 7 i{k = 0, il , i 2, • • *) 为 尖点. 3621. 在: r ^ O 和 y=l 
时 〜 in = 0. 3622 •无极值点. 3623 .在直线: c - y+l = 0 上的点有准极小值 z = 3624. 

在 尤=1 和 y 二0时 2min 二 — 1, 3625, 在 ； r = 2, y = 3时 ^ max = 108;在工 = 0,0< y <6 
时有准极小值2 = 0;在 ; c = 0, -oo < y <0 和 6< y < + oo 时有准极大值 2^0. 3626 .在 
x = l 和 y = l 时之 m i n 二 —1. 3627. ( a ) 在； 2 ^ = — 1, t/i = — 1 和 x 2 = l ， y 2 = 1 时 ^ min = — 2; 
在工 = 0 ,y = 0 时无极值； （ b ) 在 a ; = 0 , y = 0时极大值 2 = 0;在 a : = ±|， y = 士1时极小值 

2 = -l|; 在； c = 0，y = 土1 时鞍点2： = 一1，以及在 a； = 土= 0时鞍点 z 二一 I. 3628.在 

x = d,y = 2 时极小值 z 二 30. 3629. 在 f = -f = 士士时知 in = ~為 ; 在 f f = 土士 
时 2；max = 3630. 在 f , y = 言， C>0 时 2m ax = V^ 2 + fo 2 ~h C 2 ； 在 ；C = = C < 0 

时 ^min = - Va 2 + ~ b ^ + c 2 ; 在 c = 0, a 2 + b 2 / 0 时无 极值. 3631. 在; r = 0,2 /二 0 时 之 max = 1. 
3632. 在; c = 0,2/ = 0时极小值 z = 0;在 x ：= -|，y 二 一 去时鞍点 2 = ^ e ~ 2 . 3633.在 
x = l,y = -2 时鞍点之= e 3 . 3634. 在； r = l，y = 3时极大值2 = e— 13 e 2.26 - 10 -6 ; 
在工= -畚，以二 ~ h 时极小值2 = -26e~A ^ -25.51. 3635. 在 t = 1，左二2时 

极小值 z = 7 — 101n2 ^ 0.0685. 3636. 在 x = = f 时 z max = §^3. 3637•在 

rr = y 二譬时 z min = 在; r 二 y = f 时 ^ max = 3638. 在 o; = l，y = 1 时鞍点 

^ — 一 1 + 士 ln2+|jt % 1.70. 3639. 当 x = y = ^ ±0.43 时极小值2 = ―― —0.184; 当 

x 二1 = 士:^时极大值：=忐；在静止点 z = 0,女= 士1 和 r 二土1，2/二0上无极值. 3640. 
静止点: ^(- ir +1 + (7n + n)f，y= 告 (一1 广 +1 + (m-n)f (爪， n : 0, 土1，士2,…）.极值为 
z = mjr + (| + ^/3) (-1)- +1 +2 - (一 1广，若 m 和 n 有不同的奇偶性 （m 奇 n 偶时为极大值, m 
偶 n 奇时为极小值);若 m 和 n 有相同奇偶性,无极值. 3641. 当: c = 0,2/ = 0时 2 min = 0;当 
x 2 - hy 2 =：1 时准极大值2 = e _1 . 3642. 当 $ = -1， y 二 — 2, 2 = 3时 u min = —14. 3643. 

当 ： e = 24，y = -144,2 = -1 时极小值 u = -6913. 3644. 当; c = |， y = 1, z = 1 时极小值 
u = 4. 3645. 当； c = 2 / = 2=号时 Umax = jr ' i 当 y = 0, + + 时准 


答案 
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极值 u = 0. 3646. 当 ; r =去 1 v / 16a^6, y = \ -\Zl6a%, z 
3647 ,当 a ； = ^/ = z = 


15 


2 v ▲“认 y 一 4 

f 时极大值 U = 4 ； 当 CC = 2/ 



时极小值 u 二 15a 


15 


Vl 6 F % 


2 y 4 ^4 4 u=i. w ； — 4 

2 = 0 和 : r = 2 / = z = jt 时边界极小值 


u = 0. 3648. 当 ： ri = o ；2 


X 


2 


n 


时 


U 


2 


n ^ + n +2 
2 


3649 .当 


n 2 + n+2 ^max - 、 n 2+ n + 2 

Xi = 2^+ t , x 2 = x?， …， Xn = X ? 时极小值1^= (n + l )2^+ T . 3650. 数 a ， a ; l 5 a ：2, …，: r n ，6 构 

n + l _ 

成以公比为 g = ^的等比数列. 3651. 当 ; r = l，y = -1 时极小值 z ! = -2,极大值幻= 6. 

3652. 当 ； r = y = — (3 + \/^)时 z m i n = — (4 + 2\/^);当 x = y = —(3 — \/^)时 z mBX — 2-\/6 — 4. 

3653. 当 x 2 + y 2 二掌, 2 < 0时准极小值2 当 d + y 2 =誓， 2 > 0时准极大 

值之= r ^- 3654. 当 $ = = I 时 2max = I . 3655. 当〜一 b£ 一— ae 


2 W 


2 


4 


X 


时 


2 


mm 


\J a 2 + b 2 
=_ \ab\ ^ 

3656 . 当 a; = ^ 


当 


X 


be 


a^b 


a 2 +b 2 


y ^ a 2 + b 2 

时 2 


y 


ae 


_ Va 2+ b 2 

时知 ^ = 其中 e 


y 


_ ^2 + 62 
一 = H 

a 2^2 

mm — ^ 2 , b a • 3657. (a) z m [ n 


Ai j Zjti 


ax 


yj a 2 +b 2 

sgnab / 0, 
= 入 2 ，其中 


nk 


和 A 2 为方程 （A — A)(C ~ X) — B 2 = 0 的根，且 Ai < 入 2; (b) 在 ： r = dzl^ ; y — ±4 
时极大值 z = 1061; 当 ； r = 

一 f + f (fc = 0, 士 1 ，士 2 ,… ）时极值 2 
极小值 )_ 3659 . 当 a: = 


f + t^v 



时 


u 


max 


3 . 


3660 .当 


X 

m 


X = O.y = 0,Z = ±C H u m in 


士 2，y = 干 3 时极小值之 =-50. 3658 . 当 a: = 

嚷 （ k 为偶数时为极大值， A : 为奇数时为 
2 -暑时 u min = —3; 当 = 

_ a m + n + Pm m n^ P P o flft1 ^4 

— (m+n+p)^+n+ P • 600 丄•彐 

0,2 = 0 时 Umax = a 2 . 3662 •当 


3^ 


Z = 


a 


钇 = 王 —_ 

n p m+n+p 

C 2 ; S X 


时 u 


max 


± a，y 


X 


y 


Z 


§ 时 


6 


U 


max 


( 晉 ) 6 _ 3663. (a ) 当 a: = y 


y =z -^y = z = 7 E^ x = 


VE 


和 


z 


2 


2 


时 


U 


当 


_ V 6 
‘ 和 - 2 


X 


z 


7 e 


和 


一忐 


和 2 ； 


76 


min 


3V6 9 =* x = y = 

;(b ) 当 a: = l，y 


y 


2 


y 


z 


和 


X 


V6^ -一 ^6 
= 2. 3664 . 当 x = y 

中 Ai 和、是方程 \ 2 sin2 




max 


Z 


Z 


3\/6 


= V6^ X = 

hz= 1 时有条件极 



2： 


a 


a I sin 2 3 
一十 ~b^ 


sin ^ "V 


的槪 3666. 设 /? 


cos a 


U 


6 时 ^max — g* - 3665. Wmin = Ai 和 Wmax = 入 2 ， 

詞 =()(、<〜) 

= R 2 


72 - 


A + (势 


cos 2 /3 



W i (A cos a+B cos (3+C cos oO 2 

1 一 ^ - a^+bKc ^~— ；«rnax 



p 2 + 2pR x \/l 


(A cos q+B cos f3+C cos 7 ) 2 


3667. S Xi 


a4 


E; 寺 ） （i = l ， 2"_. ， n) 


B 寸 Umin 






3668 . 当 ； c 




1 ， 2, • • • ， n ) 时 


u 


aP 


mm 


nP 


3669. 


当 


Xi 


\[¥i (^?=i v^) 


1 , 2 , 


n) 时 u 


£i. _ £a. _ 
ax ot 2 




x n 


a 


时 


U 


<^n ai+o ： 2+ ..+a n ^niax 、 ai + a2 + … + an y 

3671. 由方程 | 叫 - \6ij\ = 0 确定的极值 u = A ， 其中当 i j • 时 5 


(« 


min 


a 


!\/^) 2 - 367U 当 


(E; 

\ ai + o ：2 H - ha n 




« 2 


0 ，而 （5 


* . _ 


a 


a 

n 


n 


XX 



3675. inf 2 = 一 5, sup z 


1. 3678. infu 


0; sup w 


2. 3676. infz = - 
二 300. 3679. infw 


75; sup z — 125. 3677* inf z = 0; sup z 


—I ； supu 


1 + V2. 3680. Infu 


0;supu = e -1 « 0.37. 3682. 不是 • 3683 -极小值为 3684. 加项相等 . 3685 . 因子 

y/a 


1 


1 


等于 A 


aa , 0 ^ a ^ 2 ••♦ a 7 ? ：n \ a l 


+ 忐 + ••_ + 沃 




(i = 1, 2,… ， n ), 其中 ％ (i = 1, 2 ， … ， n ) 为相应 


的幂 指数； 和的最小值为 


1 


戊 1 


a2 


+ 


+ 点 ) (^aar c$ - ..a*H + ^ 1+ '" + -. 


3686. 




jjY 17= i m i x ^y 


s /2 V,h \^2 V 


去 Er = i m ^ ，其中 M 

3688. H = 2 R = 2,/ 


2^ i=i 


m 夂 


3687. 浴缸的尺寸为 


l 其中丑为圆柱面的半径，丑为它的母线 • 


3689 • 


1 

Ni 2 i=i x ^y 


零 

1 V^Tl 

N Si=l V i ^ Z 


N 


ELi 其中 w 


( E^x ^) 2 + ( E ? = 1 Vi ) 2 + ( Er = i Zi )\ 距离的平方和最小值为 n -2 iV + ： E ： L 1 (4 + 仏 2 + 4). 


3690. 圆锥的母线与其底之间的夹角为 arcsinf 
arcsin f . 3692. 矩形的边长为警和 §. 3693. 


3691. 角锥侧面与其底面之间的夹角为 


三角形的边长为 f ， f ， f . 


方体的&寸为 


2a 2b 

V 3^ V 2 


和為- 36 

: arctan 时 


3695. 长方体的高为圆锥高的^ 
^ arctan \/5 时，长方体的高 /i 


3694•长 


3696. 长方体的尺寸为 


而当 

$699 | Axp+-ByQ+CzQ+-P 

參 \/A 2 +B 2 +C 2 


0. 3698. 长方体的尺寸为 a ，6 和^ 3699 - 


Xi - X2 2/1 - 2/2 Zi 


Z2 


3700 


±A 


mi 


7U2 


m 


U 2 


pi 

P 2 


其中 △ 


2 2 2 
mi rii + rii pi ^ pi mi 

7712 712 712 p2 J>2 TTl2 


3701. 3702. 半轴的平方 a 2 = 丨和 & 2 = A 2 是方程 （1 - XA )(1 - AC ) - \ 2 B 2 = 0 的 


AA - 1 


根. 3703. 半轴的平方 a 2 = Ai ,6 : 


A 2 和 c 2 = A 3 是方程 DX 


D \ 

B \- 1 


FA 

EX 


FX 


0 的根 • 3704. 靜 \ A 4 2 + B 2 + C 2 , 3705. —~^ abc 2 ^ ■- 2 - -- • 

I。 I a ‘ cos^ a+o^ cos^ p+c^ cos^ 7 

等于 arcsin (nsin ^); 偏向角等于 2 arcsin ( n sin j ) — a . 3708. 未知系数 


EX CX -1 

. 3707 . 入射角 


a 和 & 由方程组 


a [ xx ] + b [ xl ] = [ xy ], a [ xl ] + 6 n = [ yl ] 确定，其中[叩 ] =SLi [ xl l = J 27 =i fe 1 ! 


EIU 恥当 E 的 ㈤ 一叼 ) 2 #0 时，问题有确定的解. 3709. tan 2 a = , 


xcosa + ysina , 其中 x = ^ ^ =1 Xi,xy = ^ ^=i 心扒等为平均值 • 


3710. 4 x — I ； A m i 


2 * 


第七章 


时 F ( y ) = 1 一 22 /;当 1 <?/< 


3711 •当 一 oo < y < 0时 F ( y ) = 1;当时 F ( y ) = 1 - 2 y ; 当 l < y < 
+ oo 时 F ( y ) = -1. 3712. 当 y = 0 时 F ( y ) 不 连续. 3713 .⑷ f ; ( b ) 1; ( c ) |; ( d ) 
In 最； （ e ) 0_ 3715. 不能. 3716. 不能. 3717. F f ( x ) = 2 xe ~ x5 - e "® 3 - jf y 2 e ~ xy2 dy . 
3718. ( a ) — ( e a ' aina l sina + e a ' cosa * cosa ) + y /1 — x 2 e a ^/l — x 2 dx ; ( b ) (士 + ^^) sina _ 

(6 + a) - (士 + 去 ) sina(a + a); (c) |ln(l + a 2 ); ⑹ /(a,-a) + 2r) dx , 其中 

o 2 

4 a rt A C\ ‘ 汽 ^\f ™ o 


(6 + a )- 


a+a 


乜 =x + a 和 v 


=x — 


^fo c 

( a ，&) 时 F n { x ) 


2 2 

a ; ( e ) 2 a J 二 = sin (沒 2 + a 4 — a 2 )dy + 2 J Q a sin 2 x 2 cos 2 ax dx — 


cos ( x 2 + y 2 — a 2 ) dy . 3719. F n ( x ) 
= 2 f ( x ), 当 z _ ( a ， fe ) 时 F n { x ) 


3/ Or ) + 2 xf ( x ). 3720^ ^ x € 


(X 3721.1. F f / ( x ) 




其中 


A 2 f ( x ) = f(x + 2 h ) - 2 /(x + h ) + f ( x ). 3721.2. F { n \ x ) = (n - l ) lf ( x ). 3723. 4 a : — 


li 


E 

fe ( l-fe 


3724. 0.934 + 0.42 批(近似 !)，3725. 豐 = 早'嚅 = 
x (2-3 y 2 ) f ( xy ) + f s f ^)+ x 2 y ( l - y 2 ) f ( xy ). 3732. n In 

| a | 〉 1 时 jr In a 2 . 3734. | sgnaln(l + | a |). 3735. jt arcsin a . 3 

In 思. 3738. ( a ) arctan 1+( 丄 ) ％ +1) ; ㈤ | lng $§^- 3741.( 


F 

x - 


3729. F ^ y { x , y ) 


3733. 当 | a | < 1 时 0; 当 


1. 3743- 


p—i 

q 


< 


3744. p < l . 


I ). 3735. jt arcsin a . 3736. f ln(l + \/2). 3737- 

>) h ln a ^+ 2a ^ 2 - 3741 - a ^ °- 3742 . max ( p , q ) > 

3745. n < 0 和 n > !. 3746. p > 3747. 


答案 
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当 a > 0和 a = (n = 1，2，_..)时收敛. 3748. 当 n > 4时收敛. 3749•当 

p > 1时收敛. 3750. 当 - 1 < n < 2时收敛. 3755.2 .⑷一致收敛； （ b ) 非一致收敛. 
3756. ( a ) 非一致收敛； （ b ) —致收敛. 3757. 一致收敛. 3758. 一致收敛. 3759. 非一致 
收敛. 3760. ( a ) 一致 收敛； （ b ) —致收敛. 3761. —致收敛. 3762. 非一致收敛. 3763. 
( a ) —致 收敛； （ b ) 非一致收敛. 3764. ( a ) 非一致 收敛； （ b ) —致收敛. 3765. b ^ 10 70 . 
3766. ( a ) 一致 收敛； （ b ) 非一致收敛. 3767. 一致收敛. 3768. 非一致收敛. 3769. —致 


收敛. 3770. 一致收敛. 3772. 不能. 3776.1. 3777.1. 1. 3778.2. a = ±1. 3779. 

连续. 3780 •连续. 3781 •连续. 3782 .连续. 3783 •在 o ； = 0 处不连续. 3784. . 

3785. f - ( 2 (;:) 1 !| !! a - ( n+ 去 ). 3788. In-. 3790. ln|. 3791. 0. 3792. f Inf. 3793. 

I Inf. 3794. In ■ 3795. arctan ^ - arctan^(m # 0). 3796. | In 

3797. Vl-a 2 ). 3798. Jtln 3799. f sgn a ■ (1 + |a| - Vl + ct 2 ). 3800. 

^\n(\a\ + |/?|) (/? ^ 0). 3801. fin (a > 0,0 > 0). 3802. f [a/3(a + /?) + 

a 3 In a+/3 3 In/?- (a 3 +/5 3 ) ln(a+/3)] (a > 0,/3 > 0). 3803 • 窄 . 3804. . 3805. 

(a+2b 2 )a 1 -4abb 1 +2a 2 c 1 3806> . 3807. ^e _2a . 3808. y/n(y/0 - s/a). 

3809. 3810. ⑷ ( b ) (- l ) n -^^ r -^；( e ~ b2 ). 3812.1. fsgn ^. 

3812.2. 奇函数.当 x > 0 时在点 2/ m 处有极小值，在点 - l ): r 处有极大值，其中 A : = 
1,2,3,.... 当 z — + oo 时有渐近线 y = I ,当 ； c — - oo 时有渐近线 y = - f . 3813. 

3814. |ln|f±||. 3815 •当 |o；| < |/3| 时 0; 当 |a| = |/?| 时牙 sgn a; 当 | a | > |/3| 

时 f sgna. 3816. f sgna. 3817. f |a|. 3818. ~a\a\. 3819, f. 3820. | In | . 3821. 

f. 3822. ^ arctan ^ ^ arctan ^ | In 如::部 . 3823. 当 |糾 < 1 时 D ( x ) = 


当 


X 


±1 时 D ( x ) 


当 


X 


k sgna sina 6. 3825. | e 一 l a l , 3826. |sgnae 


> 1 时 D ( x ) 

• a | 


0, 3824. ( a ) 7 i sgn a cos ab ; ( b ) 


3829. 


Yac— 


COS —e 




Y ac—b 


3827. f(l -e 
3830. 3831- 


2 


)• 3828 . 



sm 


—6 


+ I sgna . 


3832 - VHcos ( a 2 + f ), 3833. v/isin ( a 2 + f ). 3835. ( a ) 舞； （ b ) ( c ) 当 p > a 


时 


;(d) (e) (f) In 



；( g ) 




( c ) e 


2ax+a 


2 


;( d ) e 




3844. 

(2n — 1)!! 
2 n + l 


16 


3845. 


cos ax . 3839. ^ p { x ) 

2ji 


1 


V2ji 


e 



e 一石. 3837. ( a ) 1; ( b ) x 2 + 


其中 a = \ Jd \ + a \. 3843. |. 


71 

2V2 


3846. 


3\/3 * 


3847. 


2 W 


3848. 


37 t 

512 ^ 


3849. 


x • 3850. 


\ pk 、 3851. 


(0 < m < n ). 3852. B(n — m ^ m ) (0 < m < n ). 3853« 


m + 1 


/u 一 、 m + n+1 

3854. n + l)(m > 

- l 5 n > -1). 3855. iB (去， 1 一長 ）（n < 0 或者 n > 1), 3856 - (早， f)(m > 


-( f ) -七（辛4一手）（0<手<办 


- l，n > —1), 3857. (W < 1) 


3858. 


2 


(1-fc 2 ) 


(号， f ) ( n 〉 0 ). 3859. (^) 


( n >0). 3860 •点 r ( 


m+1 \ / m+1 


)( 


〉 0), 3861^ r ( p + l ) ( p > -1). 3862. ^ 


r ( P + i ) 


(P > 


—1). 3863. -^^(0< P <1). 


3865. In 


為 (0 < p < 1 5 0 < g < 1), 3866. n cot np . 3867 •券 tan 3868. In V ^ Ji - 

(a > 0). 


3869. InV 2 jr + a(lno - 1). 3870. 盖 (1+ lnf ). 3871- 3876. 


2 r ( m ) COS 



82 - 


答案 



3877. 亓工 7〒 (a > 0). 38T9. aB(i ; ^). 3880 , 轉裔蚊 3881. f(x)= 

f /。+°° 手 cosAzdA. 3882. f(x) = \ / Q + °° sin Xx dA. 3883. f(x) = 


I /o + °° ~ Mx ~ ?) r nA(X ~ b) dA. 3884. f(x) = ^/ 0 + °° cos dA. 3885. ^ 二 

士 j+°° e -aA cos A;r dA _ 3886. = / 0 +°°e - a 入 sinAidA. 3887. f(x)= 

l /o + °° Trx?sinAxdA. 3888. f(x) = ^ / 0 +o ° ^^cosAxdA. 3889. f(t) = 

^/o^^^sinAtdA. 3890. f(x) = ^/ 0 + °°f^dA. 3891. / ㈤ = 

n fo~ (A-^) 2+ a 2 + (A+/ 3 ) i_ +a 2 -cos AxdA. 3892. f(x) = ^ f^°° ^_ /3) ^5 1 ] I j(x+/3)2+ a 2] dA. 

3893. e~ x2 = ^ / 0 + °° e ~^ cos XxdX - 3894. : ce 一 x2 = ^ / 0 +o ° Ae~ ^ sin Ax dA. 3895. 

⑷ e_X = l Io°° OT dA (° ^ ^ < + ㈤) ； （ b) el = Uo°°^T^ dX (0 < x < +w). 

3896. F{x) = 3897. F{x) = 3898. F(x) = e-^. 3899. 


• % x 2 +a 2 
F(x) = e~ 2 cosh otx. 


3900. (a) ip{y) = e~ y (y > 0); (b) ^(y) - \ - (y ^ 0). 


第八章 

3901. 3902. 芝 =f - 导 + 3^;5 = f + 导 + 点 ; 13*. 3903. 9.88 . 精确 

值 2jt(7 - V24) ^ 13.20. 3904. 0.402. 精确值 0.4. 3905. 5 < 0.000 22. 3906. 1. 

3907 • 忐 . 3908. 誓 . 3910. I = F{A,B) - F(A,b) - F(a,B) + F{a,b). 3912. 


(a) 负的； （ b) 负的； （ c) 正的 . 3913. 3914. 1.96 < / < 2. 3915. a 2 + 6 2 + 

誓 . 3916- /p dx f(x,y)dy = dy f(x,y)dx. 3917. f^ 2 dxf^i f(x,y)dy = 
fo d yJ-l y f( x ^v) dx - 3918. J。 1 dxf^ +1 f(x,y)dy = f^ dy f(x,y) dx-\- 

fi d yfy^!f( x ^y) dx - 3919 - dx f^^^f( x ^y) d V = Ih dyf^^f(x,y)dx. 

3920. j\ dx f(x : y)dy = dy /(^, v) ^ - 3921. dxf^ 2 f(x, 

y) d v = fo d yf^%f( x ^y) dx - 3922 . / 二 1 dxf^^f(x, y )d y + dx^j~^E^ f{x, 

dy + *^^ x,dy } + ^ dx f^^^ x ^ y ^ dy - 3924 _ /。 2 d ?//| f(x,y)dx+ 

I 2 d yJi f( x ^y) dx - 3925. dy f{x, y) dx + / Q 8 dy f {x, y) dx. 

3926. J。 1 dy fj? f(x 7 y)dx. 3927. dy y) dx + dy f(x,y) dx. 

392S_ J。 1 dy^f^ f(x^y)dx. 3929. / ； 办 ㈣ d 斜 你， 

y)dx}+f a 2a dyfl f(x,y)dx. 3930. f ； dy f： y f(x^y)dx. 3931. J。 1 dy f(x, 

d yfn-tZt n y y f(^y) dx - 3932 • 给 . 3933. {2V2 - |)a^. 3934 • 誓 . 

3935. 14a 4 . 3936. 35 1 Jt ° . 3937, dtp / 0 a r/(r cos ip, r sin (f) dr. 

3938. dip / 0 ac ° S¥> r/(r cos</?,rsin (p) dr. 3939. / 0 27r dip r/(r cos ip, r sin ip) dr. 


3940 


n -4* csc(p+ 耷） 

• J q 2 d(p J 0 V r/(r cos r sin ip) dr. 


3941 


a sin <p 

• J 。： d(p f Q cos *r/(rcos(^, rsinp)dr + 


/n 4 dtp/ 0 sinip r/(r cos c^, r sin <p) dr + dip f 0 c °^ r/(r cos r sin p) dr. 3942. 若积分域是 


答案 


• 383 • 


由中心在原点的两同心圆和由原点引出的两条射 i 线所围成，则将会出现题设的情况. 

3943 . / 0 ^ dip f 严 rf(rcos(p 1 rsiiup)dr + /| d(p rf (r cos <p,r sirup) dr = 

fo r dr f(r cos ip, r sin <p) + r dr / a =j /(r* cos ❷ r sin p) dp. 3944. J Q ^ d<f - 


f+arccos 


arccos 


/(r cos(p,r sincp) dp* 


3945. 


/l csc( ^ t) r/(rcos^,r S m^)dr = 

/| difj 0 ^ rf(r)dr = ^ f 0 2V ^rf(r) dr-hf 2 4 ^ (| - axccos rf(r)dr. 3946. / 0 f dip 


rf(r coscp, r sin (p) dr 


fo r dr fo 


arcsin 


yj l+4r2 一 1 

2r /(r cos r sin p) d(p 


/ i ^ rdr 



arcsin 


\J l+4r2 — 1 


1 


2r 


/(rcosv?, rsin ip) d^. 


3947. 


A 


a/cos 2<p 


r/(r cos (/?, r sin 9 ?) dr 


f 0 a rdrf 2 




1 

2 


arccos 




f(r cos r sin p) d(f. 


3948. /； dr /： 


rccos 


r 


arccos 


r 


/( p ， r)dp 


3949. /； dr 

2 


^ i arcsin 


arccos 




/( 叭 r) 3950. / 0 a dr f r a f(^r)d(p. 3951. 2jt # rf{r)dr. 


3952. 

3954. 


— 

^/o r /W dr + ( n — 4arccos ^Jr/(r) dr. 


3953. I /(tancp) cos 2 cpdcp 

2 


2ica 

1 


3 


3955. - 



3957. J^udu f(u,uv)dv. 


QnKa 6 b 2 +b(b+^) + (b+fc) 2 + (2b+^)Vb(b+/T) 3 

• 5 y/a(a+h)(y/a+\/ci+h){\/b+\/b+h) ^ a 


3 

2 


3958. Ui du f^ U f( 


u^v u 一 v 
2 ， ~2~ 


) dt ; 


3959. 4 / 0 ? sin 3 v cos 3 a; dt; / Q a u/(ucos 4 % usin 4 du. 3961- u 

f'f(u)du. 3963. 2/^v^ 


: cy，w 


x — y 、 3962 


u 2 f (uy/a 2 + + c) du. 3964. In 2 /(li)dti. 3965 . 号 


3966 ■ 鲁 , 


3967, \nab. 3968. ^ 


3969. 543^ 


3970. 1^ 


2 

16 


7i. 39T3 . 鲁 


n 

2 9 


3974. |jr + 81n^. 3975. 6 . 

If 


3 

x+y 


廳 . f m 其中 " a 誦 ㈣ 2 + H o7 ^ 

tf(t cos £^, t sin (f>) d<p. 3984. ( 誓 —2 In 2) a 2 . 3985- 


In 2. 3971. 2k. 3972 

1 - 3n/2 + 4\/3). 3978 

dxdy. 3981. F\t )= 


{p + q)Jpq^ 3986. Jia 2 . 3987. 




3988 - f 


^ln(l + \/ 2 ) 


3989. 


yi 4 


4 


3991- 


jta6 

丁 



b 


2 




3992. 


ab 

T 


2 ji 


3^3 


(餒+饫） + 


3993. 


ab 

T 





a 4 bk(ak+2bh) • /*u\ 

6/i 2 (afe+b/t)^ 5 、 , 


1 260 


3995. 3996* 

l(Q-p)(s-ry, (b) ^( 6 5 -a 5 )(c- 3 -d - 3 )； (c) 
3999. (a) ^ab\ (b) 


(/? 一 a)(b 


2 


2 


2(a+l)(/5+l) 


1 




3997 - 

Q+l 


2 


2 


, 3994. (a) 

In 2. 3998. (a) 


189 

IT 


(P+l)( < ?+ 1 ) 
_2 


bq—p 


a ^)( 


— p + 1 

c— 


P + 1 

d 


arctan 舎 + 競 4000. ^-(V^IO — 2) arcsin 4001. 问， 


4002. 


4 


[(v 2 - Vi)(sinh 2 w 2 — sinh2^i) - (u 2 — ui)(sin 2 t ；2 - sin 2v\)]. 


4003. §Jta 2 . 4004 . 為 


4007. 


4008. 


7 lR 


2 


4 


|把 


4009. 


88 


105 # 


4010. ji. 4011. Jt. 4012. — 2 In 2* 4013 


4 


3 %/ji 


r 2 QK. 4oi4. i. 


4015. ||ji. 


4016 - 孽 a 3 


4017. 


3 


8 


4018. ji( 1 - e" H2 ) 


Oi)(7t-2) 

^2 


4020. f_ 4021- \nabc (2 - \/2). 


3 


nabc(2y/2 


Znabc 

8 • 

|a 4 . 

m)(e" 


4024. |jiabc. 


4029. f. 


4030. 


4025. 

_2 


abc 


3 

In ' 


4031- 


cv 顧 W 4 - - Jt a - - 

-e- 2 )a 2 . 4034.0^^- 4035. 


9 

8 
35 


16\/2). 4027. 


4032. j^nabc. 4033. (a) 


jt(b 3 - a 3 ) 
12 

n 4 a 2 c • 

128 ， 


• 4023 

. 4028 

(b) (n - 


abc 


— r(^)r(^) 
2m+n r(^ + 圣 ) 


3 


(2v^-l). 4037. 


16a 2 . 4038. 8a 2 arcsin 4039 • 含 • 

(1 + I ln 3) + | arctan 士- 4044. ^-(20 —3 jt ). 


4040. 8a 2 . 4041. n\/2. 4042. ^ 


2 


4043. 


2jt 

T 


+ 


( b ) f [3^ T 0+ ln (3+\/ l 0)]； 





⑷ (条 + 忐)(去 + * + 去 ) 2 —去； ⑷ 鲁 ab (2 v ^_ l)arctan ( e ) fln(e + e _1 )_ 
4046. S = 4 ti (3 + 2 y /3) a 2 ; V = 普 a 3 . 4047. (^ 2 ~ < pi ) ( sin^2 ~ sinipi ) R 2 , 其中 pi ， p2 为 

经线的经度， ^ i ,^2 为讳线的纬度 ，丑 为球的半径. 4048. n \ ay /^ TJ ? + h 2 ln W ^^ |. 
4049. S = a ((^ 2 —^ i)[^(^2 - / 0 i )+ a(sin ^ 2 — sin ^ i )]; 4 n 2 a 6. 4050. u) = arcsin —r bc ; 

V (a 2 +6 2 )(a 2 +c 2 ) 

a ; 。 择. 4051. ^^-[2 4 - v ^ ln(l + V ^)]. 4052. xq = — f ; ?/o = 4053. xo = yo = 

4054. x 0 = yo = 黑 a . 4055. a：o = 4056. x 0 = yo = f . 4057. 

xo = fa ; y 0 = ^ a . 4058. x 0 = Jta;yo = fa . 4059. x 0 = - f；yo = 0, 4060. 拋物 
线 y 0 二 IV 30^- 4061. I x = b -^-Iy - (6 ^ |6 X - b 2 \). 4062. I x = I y = 

1^(16-5 it ). 4063. = = 4064, 4 = / y = 4065. 7 y = | a 4 . 

4066.1. 7 0 = 4066.2. 4069. ^ 4070. X = pgah 2 , Y 二0,其 

中 X , K 为压力在 Oa ; 轴和02/轴上的投影， p 为液体密度 ， g 为重力加速度. 4071. Pi = 

7 ta 2 Sg ( h - | a ); P 2 = na 2 5 g ( h + | a ) { g 为重力加速度). 4072. 坐标轴位于过圆柱轴的垂直 

平面上， Ox 轴是水平的，而 Oz 轴是垂直的，压力在坐标 Ozz 的轴上的投影分别等于 iXi ：- 


—na 2 Sg (h ~ ~ cos a) sin a, Z\ = ~7ta 2 Sg (h ~ ^ cos a) cos a; X 2 — 7ta 2 6g (/i + 鲁 cos a) sin a ， 
^2 = na 2 6g (/i + | cos a) cos a (g 为重力加速度 ). 4073. 引力在 Oa ：， Oy.Oz 轴上的投影分别 

等于 ： X = 0, F = 0, Z 二 X {|&| _ |6 ~ 其中 为引 

力常数 . 4074. Pop = ipo- 4075. ^2abVa 2 + b 2 + a 3 In b +V^+^ + in '+V^+^ j, 

4076. 3 ^. 4077. |ln2-^. 4078 • 忐 . 4079. ^Tcabc. 4080. f. 4081. 

fo dx { Jo dz fo~ X f( x ^y^) d y + f^ ^ Sill /(^, V. dy} = fo dz^fj dyf z 1 ~^f(x,y,z)dx+ 
I ： dyj 0 l - y f(x^z)dx}. 4082. dx J； x] dz f^L f ( x： y, z) dy = 

fo dz f^z d y fy-> z ) dx - 4083 - fo d ^{ fo 2 dz fo f(^,y^)dp + 

O +1 dz Sl /7^ f ( x ^ z )^ y}=fo dz { fo^ & y z ) dx + I^i d v / o 1 /^, y , z ) dx ^+ 

fi dz fy^r d v f ( x ^ z ) dx - 4084 - i / X 2 /( C ) dC . 4085. 1 f o 1 (2- z 2 ) f ( x ) dz + 

I / i 2 (2 - Z 2 ) f ( x ) dz . 4086. F(A,B,C)~ F(A,B,c)~ F(A,b,C)- F(a ， B,C) + F(A,b,c) + 


F(a,B,c) + F(a,b,C) — F(a^b, c). 4087. 

4089. / 0 3 dvp / 0 arcUn ^ cos r 2 f(r) dr. 


4088. ^(2\/2-l). 

4090. 4091. ▼• 


4092. 吾 ( 各 - 赤 ）（ ☆- 士） h 4 Vh. 4093. ^ ( 6 8 - a 8 ) (/? 2 -a 2 ) (1 + ^ 7 ) + 

41nfl. 4094. f. 4095. 3(e-2). 4096. u = ^ ^ - ? 其中 |6)| < 1 . 4098 •⑷ 

」 ° v a 2 +6 2 +c 2 +0fi 


F’(t) = 4:ti 2 /(i 2 ); (b) F\t) = I F(t) + /// xyzf(xyz)dx dy dz , 其中 t > 0,V = {0 ^ x ^ 

L \r J 


t,0 ^ y ^ t,0 ^ z ^ t}. 4099. 若数 m ， n,p 中有一个非偶数时， 0; 当数 m ， n ， p 中都是偶 


細计 4n (m—l)!!(n 〜 l)!!( P -l)!! 41 nn r(p+l)r(Q+l)r(r+l)r(3+l 

从 WJ ， m+n+p+3 (m+n+p+l)\\ • ^ AUU * r(p+q+r+s+4) 

4103. fa 3 (3?t-4). 4104. 年 . 4105. 或 (3ji- 4). 4106. f Jt. 
4109.1. 4110. |(2 - V2)(b 3 - a 3 ). 4111. 4112 .㈤ 


4101 •矗 


4102. ^ 


4107. na\ 4108 - 

导 *; (b) 謗 . 4113. 


• 385 - 



bnabc 
12 

abc (晉) 
3 


(3-\/5). 4114. fabc . 4115 - 


aoc 

丁 




4117. ( a ) 


x / fr 2 ⑴. 4116 •⑷ + 裔 + 笤); (b) 


abc 


554 400 


;( b ) 争 4118. ⑷ 脔； （ b ) T 


abc 


680 


;( c ) If abc . 4119 - fa 2 . 


412 a 糾 3 - a 3 ) v ^ r 2 (|). 

5 a 6 c(i - i ). 4125. 37 : 27. 4126 - V = 


4121. fa 3 


4122. 


Ttabc 

~3h 


2 


(1 


e " 1 ). 4123. | a6c . 4124. 


4128. 


4 nh ^ 

硕. 


4129. 


4 即 0 (i + ^ + p-) 


e 


3 n sin 
k 


abc 

~h 


4130. 


S 


abc 


6 


TsPWQ = 

4138. Xn 


F ( 士 + A + 2) . 
4133. (0, 0, | c ). 4134. xo = y 0 = | a ; zo 


(6\/2 4 - 5\/5 - 1). 4127. 


mn+mp+np 


4131. 


4132, 


0; Zo 

=yo 


TtqP ' 

1；20 


7 ^2 
30 a 


4135« xo 


4136. xq 


i a ;yo 


8 ^0 


| c . 


413 T . xq = yo = 0; zo 


5 

3 ^ 


3 a 

I 


4139« xo 


0;zo 

Ixy 


4145. I X y 


忐- 4141. ^ 


9 ji 

448 


b \ z 0 


mi = 

b c 


^-Jyz = 



60 


60 


\ ^zx 


nabc 

~"5 


3 


;lyz 


~ ~60 

Jta 3 bc . 
20 ， 


盖 = 

3 F (n) r (^) A^AO ^ 

4 F ( 义 ) r(A ) ， 4142 . xq : 

4144* I xy = ^ jra 6 c 3 ; 7 y 


9 tt 

448 


c . 4140. xo 


yo 


O ] yo = P;zo = 7 . 4143. 


^Jta 3 6c; I z 


Ixz 


nab 


3 


15 


Jiab 3 c , 


20 


4146. ( a ) I xy 


3 


2 ab 


1575 


(105ji - 272);/ yz = ^~(105 jc — 92); (b) I xy = |jta6c 3 ; 


4147^ ( a ) I yz 


I5n 


2 


2 abc 
"225 

inab 3 c ; I y 


a 3 bc : I z 


256V2 


Izx 


^ r ^^^ c ; I xy 


^/^ o , b 3 c ] I xy = ^ L — abc 3 ; ( b ) I yz 


4 tc 

15 


(4^2-5); ( b ) fa 5 . 4150. ^ MR 2 . 




(15 jc - 16); 4 


=|jia 3 6c, 


4148^ / 


錯. 4149 •⑷ 


柱体的质量. 4154. Iq 
其中 r > « R ， 而 r = 


•2 


4153. / = - y * ( a 2 + |/ i 2 ), 其中 M = 2 jzpoa 2 h 为圆 


Po 


8 


4155 - u 


2jipo ( 丑 2 


3 


其中 r ^ R 


u 


4nR 3 pn 
3 r 


y /^~ 2 + y 2 -\- z 2 . 4157. u = jt /9 0 {( 


V ^+2/ 2 + ^. 4156. ^ 


a 2 In 


h — z+\J a 2 + (/ i — g ) 2 


V ^+ 


-聲 a . 

4160, 义 


4158. X = 0 ;F = 0; 当 | a | > 只时 Z 二当 | a | 〈丑时 Z 


4159. X = 0; F = 0] Z = -~27 ipoG ^, y / a ? 


o;y 


o；z 


z \)}- 


- knpoRsin 2 a . 4161 . 当 p > i 时收敛 • 4162. 当 p 〉 1 


且 g > 1 时收敛. 4163 •当 p 


>告时收敛. 4164. 当卜含 


< 1时收敛. 4165.发 


散- 4169 - \ P - q )\ q - i ) (P > Q > 1). 4170. ^；(p > 1). 4171. 2 ji . 4172. -^ j(p > 1). 


v /2( V 2- 1). 4174. 


a 


c 


A 


a b d 
bee 
d e 


4175. 7 i . 4176. f , 4177. f . 4178, 含 ef ，其中 


p 

A 


4179. ^ ab . 4180, 


: a 2 b 2 


2(1 — d ) 


4181. 收敛. 4182 . 当 p < 1 


时收敛 _ 4183. 当 $ + $ > 1 时收敛 • 4184. 当 p < 1 时收敛 • 4185. 当 p < 1时收 


敛. 4187. f . 4188 - 7 ia . 4189. - 

当 P < §时收敛. 4193. 当告+ 1 


2. 4190. 2. 4191. 当 p > | 时收敛. 4192. 
1时收敛 • 4194. 当 p < 1时收敛 • 4195. 


土 < 


当 P < 1 时收敛 • 4196 - (1 - ri—Hl - ^( l - r )- 1 (p < < l ?r < i ). 4197. 


T - 4198 - 2 jtB (|,1 -p) (p < 1). 4199. ni . 4200 


3 


;(b) 


n (3 n + l ) 

12 


4205. 4206, 






a ij 


4204. ( a ) 


2 n n ! # 


4207. 


2 


< zia 2 


4210- 


- r ( 乎) 


Cl\CL2 _ • • a 


4211. 




( n - l )!(2 n + l ) • 


4208. 


△ 


r(ffi)- 


4212. 


h 3 


2 r (平） . 


4213. 


4209. 



• 386 - 


答案 


4218. R 


71 

2 


而 A 


「⑷ 


CLi 1 


Jo f ( R V ^) 


U 


1 d^. 4219, u 


16 

15 


7i 2 plR 5 . 4220 



e 


舍，其中 5 


a 


bj 


bi 


c 


为力 D 边行歹 Ij 式 . 4221, 1 + \/2. 4222. 


256 _3 

~ a 


4223. 2ji 2 a 3 (l + 2 jt 2 ) 


4224. ^(coshf 2t 0 -l). 4225. 4a?. 4226. 2(e a - 1) + ^ae a . 4227. 2a 2 (2-\/2). 4228 

xo| + | 勿|， 其中 |xo| < a 


2ka 2 y/l + k 
^1+4/c 2 


4229. 2a 2 . 4230. 4231- 5 - 4232. \/3. 4233, 


4234. 


3 


4\/2 





4235 - (1+ ^/czE. 4236 - a\/2 arctan 


Va 2 


4237 


2k 

~ 

72 


{3a 2 + 4n 2 b 2 )Va 2 + b 2 . 42SS. fjta 3 . 4239^ | 


(2 + 辦 


2? 


4240, 


256\/2 


100\/38 


l 7 l n 25±^II 


4241.1. 26 (6 + a^f^), 其中 e = 





为椭圆的离心率， 4241.2. 


|p 2 (2\/2 - 1). 4241.3 


ab 


4243. x 0 


2>//i 2 -a 2 • 

32 - 3 - (b) ^a 3 . 


8 

yo 


(3%/3 


i a 


1 ) + 

♦ 

4244.1^ S x = S y 


4242. x Q 


a 



h 


TL — CL 

h+^^yo 


h 

2 


b 2 - 4244.2. :m 3 . 


4244-3. (a) 


3 


4244.4. r 0 = 方 4245. x 0 


Vo 


zo 


4a 


4246. xq 


2 


5^0 
2 


4247. I x = I y 



\/4ji 2 a 2 + h 2 : I z 


3jc • 

a 2 y/An 2 a 2 + h 2 


；yo 


4248. (a) 0 


(b) f; (c) 2. 4249. (a) 2; (b) 2; (c) 2. 4250. 


14 
15 - 


4251- 


4 

3 - 


4252. 0. 4253. -2na 2 


4254. _2ji. 4255. 0. 4256. 0. 4257. 夺一 ： L 4258. 8. 4259. 12. 4260. 4. 4261 


4 


-2. 4262. / 0 a+6 f(u) du. 4263. 


3 

2 - 


62. 4267 - 1- 4268 - Jt + 1. 4269. e a cos 6 - 1, 4271- z 


4272. 


2\/2 


arctan 


3x 


2 y 


一 i 



C. 4273. 


4264. 9. 4265. / 二 2 ^p{x)dx + ^p{y)dy. 4266 

( x 一 


\ + x y - xy 


yl 



y + 1) +ye x + C. 4275^ ^ 

Ir\ ^ 4279. 


d 


( 工 +!/) 

+ C. 4276, 2 


+ In :r + y + C. 4274. 2 


x+y 


d n + 


dx n dy 


35 # 


4284. -53^. 4285. 0. 


4280. 


dx 71 dy 771 

na 2 . 4281- 2n\/2a 2 sin (f - a). 4282. 


(arctan + C. 

\7 


4278 


4 


4283. -4 


+ l /2 + ^2 

+Vl+zi 


4286. b-a. 4287. (f(x) dx-\-J^ i){y) dy+J^ 2 xW dz. 4288 

f (u) du• 4289. uf(u) du. 4290. u = \{x z + y 3 + z 3 ) — 2xyz + C 


r ^2 

J X\ 

4291. u — x — ^ + ^ + C. 4292. u = In -^/(x + y) 2 + z 2 + arctan 
A = -mg(z 2 

中 n 


y 

z\). 


4294. A = f (a 2 - 6 2 ) ? k 为弹性系数 . 4295. A 


x+y 

: G 


C. 4293 


其 


y x? + y? + 2? (i = 1, 2). 4296. I 


ffy 2 dxdy. 4297. -46|. 


4298. 


Jia 


2 


S 


4304 


4299. -2nab. 4300. - 1)- 4301- 0. 4302. h - I 2 = 2. 4303. 

mS-\-e X2 (f(y2)-e xl <p(yi)-m{y2-yi)- ] f(x2-xi)(y2+yi). 4305. P = = h + 鸯， 其中 

w 为二阶可微函数，为常数 . 4306. ^[xF{x,y)] = ^[yF(x,y)}. 4307 •⑴ J = 0; (2) J = 


2jt. 4308* nab. 4309. inab. 4310. 


6 


4311. la 2 . 4312* a 2 . 4313. 4 + 


4n 


2 


B(2m + l,2n + 1). 4315. 


ab p2 (n) 

271 「（圣） • 


4316. 


ab 


l 


0 一去）冗 


4317. 


9 v ^ 
abc 2 

2(2n+l) 


4314 


4318 


冗 ( n+ l)( n + 2)r 2 ;6:tr' 4319^ n{n - l){n - 2)r 2 \%nr 2 . 4320-1- 4a 2 , 4321. sgn(ad — 6c). 

= Esgnf^, 其中求和遍历曲线 <p(x,y) = 0 和 iP[x， y ) = Q 在闭曲线 C 内的所有交 


4322. I 


点 . 4324. J 二 25 1 ，其中 S 为闭曲线 C 所围的面积 . 4325. X(^o, 2 /o) + ^(rr 0 , yo). 似 26 •力 
在坐标轴上的投影 等于 ： X = 0;F- 其中 G 为引力常数 . 4327. 当 p = ^ R 


时 , w = 2tzkR\u 去；当 p > /?时 u 


2kkR 111 ^ - 


4328. h 


p m cos rrap^ I 2 = ~p m sinm^?, 




答案 
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其中 0 


位于闭曲线 C 内 ， W 


71 fT m 


m 


cosrrKf.h = 盖 p— 771 sinnup , 其中 p > 1. 4329 . 若点 A(x,y) 


2 ti 







u = k; 若点 A(x,y ) 位于闭 
曲线夕卜， u = 0. 4330 •当 0 彡 p < 1 时， = 7ip m cosTTKf, K 2 = Jip m sinm(^; 当 


/9 = 1 时 ， = 0 ， K 2 = 0 ; 当 p > 1 时， 


P 


cosm(/p, K2 


4 

P 


sin m(f. 4339. 


Q 



+ 舞 ) 如办 ; t + 鸯 = 0. 4340. H x = ki § c 去 [(r? - y) - (C - ^) dy];H y = 

^§ c ^[(C - z)dx - (C - x)dz]\H z = ki§ c - x)dy - (rj - y)dx]. 4341. /i - J 2 = 
(4n-2V3)a 4 . 4342. fjtV^a 3 . 4343. na 3 . 4344. f (l + V^). 4345. + (0—1) In2. 

4346. 以 5 ^- 1 . 4347. fabc(-^ 十告 + 告 ). 4348. n 2 [ay/l + a 2 +ln(a+Vl + a 2 )]. 4349. 
^sinacos 2 a(0 ^ a ^ f). 4350. ffv^a 4 ， 4352 丄 4352.2 - na 2 . 4352.3. 


士 4353. |jcp 0 a 4 . 4354. 


0]z o 


16 

9jt 


a ； (b) 


购 a ( 3a2+ = 2 )^ ^. 4355 . ⑷抑 = f; 训 

^(^+1). 4356.1. (a) 40a 4 ; (b) nR[R(R+H) 2 ^H 3 ]. 4356.2. 

4357 . 引力在坐标轴上的投影 X = 0;Y = 0-Z = nkmpo In f. 4358. u = 4jrp 0 min fa, ^ 


= yo 


a 


2 V 2 


； Zq 


r o 


其中 W = V x o + vl + z l 4359 . 当 |t| 彡 W 时 F{t) = ^(3-i 2 ) 2 ; 当闳〉 V5 时 F(t) = 0. 


4360. F(t) 


冗 ( 8 一 6 5v ^) t 4 , 4361. S t ^ r-a 时 F 


0; 当 r — a <t< r+a 时 i 7 


Jtt 


[a 2 -(r- 


t) 2 ]; 当 i 彡 r + a 时 F = 0 ( 亡彡 0). 4362, 4na 3 . 4363. 


/(a)-/(0) | g(b)-g(0) 


h(c)-h(0) 

c 


abc. 


4364. 0. 


4365, ^(a 2 b 2 +a 2 c 2 + b 2 c 2 ). 4366. ^(a+6+c)/? 3 . 4367, -7ia 2 y/3. 4368. ^ 


abc 


3 


4369. 2S. 4370- 0. 4371. -2na(a + h). 4372. 2nRr 2 . 4373. -fa 3 . 4374, 0. 4376. 

4379* fff Audx dydz^ 

v 

4385 丄 fa 3 . 4385,2, 


3fff(x 2 ^y 2 ^z 2 )dxdydz. 4377. 0. 4378. 2 fff-0MM= 

d^u j u I d^u Anon n a An 


其中 Aw 


石 r t 瓦 r t 4380. 0. 4384* 了 



2n 2 a 2 b. 4387. 3a 4 . 4388. ^jra 5 - 4389. 1. 4390. 


5 


nh 
2 



4392. (a) / = 0; (b) / = 4rc. 


4401.1. (a) grad it(0) 
(b) gradti(A)= 


Si — 2j — 6k; I grad w(0)| 


7, cos a 


I ， cos p 


2 


7, COS7 


6 

7' 


6z + 3j, I gradti(^4)| 


3\/5 


cos a 


2 


sfl 


cos f3 


W ， COS 7 


0. 


(c) gradu(B) = 7i，| gradu(B)| = 7, cos a = l ， cos/3 = 0 ， cos7 = 0 ; 在点 M(—2 ， 1 ， 1 ) 上 


gradu 


0. 4401.2. gradtt(M) = 12i — 9j — 20fc, | grad / u(M)| = 25, cos a 


12 

25 


9 

25 


cos 7 


4 . du 

5 5 ^dl 


4402. (a) xy = z 2 \ (b) x 

2 


x 


y = z. 4403， r = 1. 4404. 


4(x 2 +y 2 ) 


y 


Az 


I ( u ^ l6 );^ 


0 和： E 
▲ 2 


y 


cos0 = 
:z; (c) 


4405« cos ip 


8 

9' 


^2-256 ' z ▲，， 960 . 10 24 

4406. 等值面 —— 圆 锥孔； 梯度的等模面 —— 圆环 ； infu 


;inf|gradtt| = 0 ， sup|gradu| 


2 • 


4407. 


Aci 


grad u(xq,vo,zq) • 


1; maxu = 20. 
= 0,supu = 

4409. (a) (b) 2r; (c) - 含 . 


4410. f(r)^ 4411. c. 4412, 2r(c • c) - 2c(c. r)_ 4415. (a) grad u = |^e r + 斤 e 


du 


e z , 其中 e 


i cos + j sin p ， 

_ du ^ I 1 du I 
一 d^ Br + rde e& + 


向量 . (b) gradw = t t 

k cos 6^e$ = i coscp cos G + j sin p cos 6 — k sin 


i sin ip + j cos f，e 

其中 : 


d 广 ★ 

=k 为相应坐标线的单位切 

i cos (f sin 6 j sin sin 沒 + 


i sin (/? + j cos (f 为相应坐标线的单位 


切向量 . 4416. 

一 cos(Z,r) # du 


c. 4417. 


du — 

TT = ~ 

4419. a 


:_，其中 r = yjx 2 + y 2 + z 2 \ = I gradul ， 其中 a = b = 

0 ,其中 Z 丄 4418. ^ 哿二 0 ,其中 gmdw 丄 grad7；. 


2 T 一 

i(x 2 +y 2 +yz)—j(x 2 + y 2 + xz)+k(x — y)z 

(x 2 +y 2 +z 2 )y/x 2 +y 2 


4420. y = cix ，2 = C 2 X 2 . 4423.1. diva(M) 


盖 ; n= 盖 ire 3 . 4423.2. 0. 4425. div(grad U ) = ，其中 Au = 0 + 0 + 4426. 

/» +?/'(0;/W = c+5 其中 c 和 Cl 为常数 . 4427, (a) 3; (b) 吾 . 4428. ^(c-r). 

4429. 3/(r)+r/ / (r);/(r) = 为常数 . 4430. (a) iiAtt+(grad tt) 2 ; (b) ziAii+grad i£-grad t?, 

其中 Au 为拉普拉斯算子 . 4431. divv = 0; divtu = -2u; 2 . 4432. 0, 在引力中心 之外 . 4433. 

diva = ^ -§p(ra r ) + , 其中 a T ,a^ 为向量 a 在坐标线 p = 常数和 r = 常数上的投影 . 

% • 

• % 

4434. diva = lmn ~§u^^-^ au ) 嘉 ( 八 " 乙知 ） + 'Sw^^ (lw ^ 5 其中 a u-,<iv^ dw 为向量 a 在 

对 应坐标线上的投影，而 L = 松 f + ( 堯 ) 2 + m\M= y/(ff ) 2 + ( 勢 ) 2 + m~\N = 

\j (^) 2 + (1^) 2 + (§t) 2 . 若 '# ，之为圆柱坐标，则 diva = $ ^ ： (ra r ) + ;若 r ，沒 

和 W 为球坐标，则 diva = ^ ： (r 2 a r sin^)+r^(aesin6») + r^ . 4436.1. (a) 0; (b) 0. 

蠡 _ 

4436.2. rot a(M) = —\i — j + |fc, | rot a(M)| = *\/141，cos a = cos/3 = ^|= ? cos 7 = 

4437. (a) ^p-[r x c]; (b) 2/(r)c+ 今 ^[c(r . r) - r(c ■ r)]. 4439 •⑷ 0; (b) ◦. 

4440. rotv = 2u;. 4441.1, rota = 士 ^ ： (ro^) — fc , 其中 a# 和 a r 为向量 a 分别在坐标 

• « 

线 f = 常数和 r* = 常数上的投影 . 4441.2. (a) rota=(^- 替 ) e r + ( 势 - 警 ）〜+ 

★ ^(ra<p) — e Z) 其中 a r =〜 cos ^ + a y sinp ， a# = —a x sin (p + a y cosip ， a z = a z ; (b) 

• • 

rota = T^ke ^(a^sin0) - ^ e r + ★ ▲ 脊一桌 0%) e 0 + 士 -§^{ra e ) - ^ 〜，其中 

J ^ «J A • 

a r — a x cos ^ sin 0 + a y sin ipsinO a z cos 0, ae = a x cosip cos 9 + a y sin f cos 6 — a z sin 0， = 
~a x sin <p + a y cos ip. 4442.1. (a) 0; (b) nh 3 . 4442.2. (a) 0; (b) 0. 4443. ji. 4444 . 警 . 

4445.1. 0. 4445.2. 4447. 4jtm. 4448. e,. 4450. cp^ = div(/cgradu ), 其中 c 

为质量热容 ， p 为物体密度 . 4452.1. 2jt 2 6 2 . 4452.2. 8|f - In2. 4452.3. f(3 + e 4 - 12e 2 ). 
4452.4. -12. 4453. f rB /(r)rdr. 4454.1. (a) 2n; (b) 2k. 4454.2. (a) r = 0; (b) F - 
2jtn , 其中 n 为闭曲线 C 镊 Oz 轴的 周数 . 4455. rot a(M) = -j - 2k,T = -jt(cos/3 + 

2cos 7 )e 2 . 4456. Q = // (^ + f^) d^dy; r = # (g + 劈 ) da;d y ； 砦 = - 窝，鸯二甓 . 

4457.1. u = xyz(x + y + 2 ) + (7. 4457.2. 4458. u =〒• 4459. u(x ， y ， z) = V 1 ? 

% 

其中 n 为点 M(x,y,z ) 与点 Mi(i = 1 ， 2,… ， n) 之间的距离 . 4460. u(x,y,z) = f 二 tf(t)dt ， 
其中 r = x/x 1 + y 2 + z 2 . 
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译后记 


B.n. 吉米多维奇的《数学分析习题集》是一部久负盛名的著作，在中国尤其具有 
非同寻常的地位.我曾经听不止一位老教授讲，当年教数学分析习题课的时候，不提前 
把吉米多维奇习题集做完一遍是不敢上讲台的.直到今天，以全部做完此习题集为荣者 
仍不在少数.各种版本的吉米多维奇习题集解答在市面上一直热销，这是此习题集长盛 
不衰的最好证据.在北京大学图书馆开架阅览室内，与吉米多维奇习题集解答有关的书 
占据了整整一组书架，而且几乎每本书都“体无完 肤”； 然而，我却发现，《习题集》本身 
竟然不在架上——必须专门填写借书单才能从书库中借出.究其原因，大概是原书中译本 
版本较早之故.与此形成鲜明对比的是，俄文版的《习题集》不断再版，至今已有2010 
年版.由此可见，修订出版新的中译本早就大有必要. 

由李荣涑先生翻译的《数学分析习题集》出版于20世纪50年代.第一版是根据 
1952年的原书第一版译出的，由商务印书馆于1953年出版.译者在几年之后又根据原 
书第三版进行了修订，修订版由高等教育出版社于1958年出版，包含4462道习题（按 
大题号计算).1958年版中译本曾经多次重印，其影响持续至今，很多相关题解都是基于 
这个版本. 

本书根据 ACT: AcxpejiL 出版社的2010年俄文版译出，是对1958年版中译本的 
全面修订和增补.由于原译者李荣涑先生已经辞世，高等教育出版社委托我负责这项工 
作.说来也巧，我在莫斯科大学力学数学系上大学期间，数学分析习题课所用教材就是这 
本习题集.对我而言，成为本书的继任译者既是荣誉更是义务——我理应在力所能及的 
翻译工作中贡献自己的力量. 

由于时间跨度很大，2010年俄文版在内容上与1958年中译本有一些不同，这主要 
表现在后来的版本包含一些新题.新题或者以子题的形式出现，如习题101 (b), 或者具 
有带点的题号，如习题 235.2, 但习题 235.1 是原习题 235. 绝大多数老题的题号保持不 
变，习题集最后一题的题号仍是4462,但习题总数已经达到大约5000道.此外，个别旧 
题被替换为新题，少量文字有变化. 
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译后记 


在这次修订增补过程中，我完成了以下 工作： 

(1) 对照原文检查并修订旧版译文，补译新版增加和变更的内容.整体而言，原中译 
本的翻译水平是相当高的，尤其在纯数学的部分，错漏之处极少.原中译本对力学和物 
理学方面的内容处理得不够理想，这大概与当时还没有形成统一规范的术语体系有关. 

(2) 根据《数学名词1993》、《物理学名词1996》、《力学名词1993》和相关国家标 
准把过去曾经使用的不规范术语改为规范术语，按照现在的标准或通用译法重新翻译人 
名，并在书末添加了外国人名译名对照表. 

(3) 按照更加符合当前语言习惯的方式对全部译文进行适当改写，同时尽量保持原 
中译本简洁凝练的语言风格. 

(4) 在个别地方添加了译注，并改正了原书的少量印刷错误以及个别习题的答案. 

在本书的出版过程中，我得到了多方面的帮助.首先要感谢苏州大学的谢惠民、卫 

瑞霞和吴茂庆三位老师，他们在编写与本习题集配套的学习指引的过程中，发现了原书 
中的一些错误和纰漏，为进一步提高本书的质量作出了贡献.特别要提的是，谢惠民教 
授在翻译过程中耐心解答了我就一些疑难习题提出的问题，并帮助撰写了 3条译注. 

高等教育出版社的资深数学编审郭思旭先生帮助我校订了第一章全部内容和第二 
章部分内容，在此表示衷心感谢. 

我还要感谢华东师范大学数学系的倪明康老师，他协助高等教育出版社联系了本书 
的著作权所有者、 B. n. 吉米多维奇之子——莫斯科大学的 B. B. 吉米多维奇教授，并亲 
自将新版俄文书从俄罗斯带回国内. 

本书的出版得到高等教育出版社的大力支持，特别要感谢张小萍女士、赵天夫先生 
和李鹏先生，他们对本书的出版提供了很多实际的帮助. 

此外，杨延涛博士和曾利博士阅读了部分译稿并提出了许多有价值的修改建议，在 
此一并致谢. 

最后，感谢悅明先生为本书出版所做作的贡献. 

由于整个修订和翻译工作是在较短时间内完成的，虽竭尽全力，疏漏之处仍在所难 
免，恳请各位专家和广大读者批评指正，以便有机会再版时加以改正. 


李植 

2010年6月于北京大学 

zhili@pku- edu. cn 
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